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Introdução

Tensores apóiam-se sobre variedades diferenciáveis (manifolds). Uma varie-
dade diferenciável (V.D.) é basicamente um conjunto de elementos, aqui chama-
dos de pontos, dotado de um sistema de parametrizações compat́ıveis entre si.
Um exemplo de V.D. é o espaço de configuração na Mecânica Clássica. Outro
exemplo, intimamente ligado ao anterior e igualmente relevante à Mecânica, é o
espaço de fases de velocidade, o qual se compara em importância a mais outro
exemplo, o espaço de fases de momentum.

Em cada ponto de uma V.D. admite-se a existência de infinitos tipos de ten-
sores. Cada tipo de tensor num ponto é um ente representado por um particular
arranjo de números reais, cujos valores dependem da parametrização utilizada.
Mudando a parametrização na vizinhança do ponto, mudam os valores dos núme-
ros representativos do tensor. Esta mudança dos números representativos obedece
a uma lei de transformação que define o tipo de tensor. Um campo ou função
tensorial de um dado tipo de tensor é uma aplicação que associa a cada ponto da
V.D. um elemento do conjunto de tensores do tipo dado no ponto.

No que segue, são apresentadas, primeiramente, variedades diferenciáveis e,
depois, tensores, os quais são acompanhados, no curso da apresentação, de con-
ceitos e definições referentes a Cálculo Tensorial e de exemplos dominantemente
voltados à Mecânica Clássica.

I Variedades Diferenciáveis

– Def. 0 Aplicação

Dados dois conjuntos quaisquer, A e B, uma aplicação ou função f de A em B

é uma correspondência que associa a cada elemento a ∈ A um único elemento
b ∈ B.
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Notação:

f : A −→ B , f : a 7−→ b = f(a) .

O elemento f(a) ∈ B é a imagem de a ∈ A perante f .
O domı́nio de f é A. O contra-domı́nio de f é a imagem de A perante f , ou

seja, é o conjunto f(A) composto de todos os elementos f(a) , a ∈ A.
Quando f(A) esgota B, isto é, quando f(A) = B, f é dita sobrejetora ou

sobrejetiva.
Se cada elemento b ∈ f(A) é imagem de um único elemento a ∈ A, f é

chamada aplicacão injetora ou injetiva ou biuńıvoca.
f é dita bijetora ou bijetiva se ela é injetora e sobrejetora.
Aplicações bijetoras são importantes na conceituação dos elementos que com-

põem as variedades diferenciáveis.

Ex. 0

Sejam A o conjunto de estudantes sentados numa sala de aula e B o conjunto de
cadeiras na sala.

A correspondência f que associa a cada estudante a cadeira sobre a qual ele
está sentado é um exemplo de aplicação.

Como cada cadeira ocupada está ocupada por um único estudante, f é inje-
tora.

Se o número de cadeiras é maior do que o número de estudantes, f não é
sobrejetora.

Se, porém, o número de cadeiras é igual ao de estudantes, f(A) = B, f é
sobrejetora e, conseqüentemente, bijetora, pois é injetora.

– Def. 1 Variedade diferenciável

Variedade diferenciávelMn é um conjunto de elementos M dotado de um sistema
de parametrizações compat́ıveis entre si ou, mais precisamente, é um par (M, E)
composto de um conjunto M e de uma estrutura diferenciável E .

Dimensão de Mn, denotada pelo n em Mn, é a dimensão das cartas que
compõem E .

O significado detalhado desses conceitos será revelado nas definições e exem-
plos que seguem; siga em frente.

– Def. 2 Carta, mapa, sistema de coordenadas

Seja M um conjunto qualquer. Uma parametrização de M , chamada carta ou
mapa ou sistema de coordenadas deM , e representada por (U, ϕ), é uma aplicação
bijetora
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ϕ : U ⊆M −→ V ⊆ R
n , ϕ : m 7−→ x = ϕ(m)

na qual U é um subconjunto de M e V é uma região aberta do espaço vetorial
Euclidiano R

n, entendido como conjunto ou espaço dos parâmetros.
U é o domı́nio da carta, e V , o contra-domı́nio da carta. Como ϕ é bijetora,

ϕ(U) esgota V ; ϕ(U) = V .
O ponto x ≡ (x1, x2, ..., xn) em V representa m ∈ U na carta (U, ϕ), e, como

ϕ é bijetora, o elemento m representado por x é único.
Os números xi , i = 1, 2, ..., n, além de serem as coordenadas de x, são também

considerados as coordenadas de m na carta (U, ϕ).
O inteiro n em R

n, que é igual ao número de coordenadas xi, é a dimensão
da carta.

Ex. 1

Seja M uma superf́ıcie plana, P l, de tamanho infinito (“um mundo aberto
e sem porteira”). Considere duas retas ortogonais X1 e X2 deitadas sobre a
superf́ıcie e cruzando-se num ponto O qualquer desta. Projetando um ponto
qualquerm da superf́ıcie sobre as retas e medindo as distâncias dos pontos obtidos
sobre as retas ao ponto O, encontram-se, para as medidas, valores numéricos x1

e x2.
Com esse procedimento, obtém-se uma carta (mapa, sistema de coordenadas)

ϕ : U =M −→ V = R
2 , ϕ : m 7−→ (x1 ≡ x, x2 ≡ y) ,

conhecida como sistema de coordenadas cartesianas.
O domı́nio desta carta, U , é toda a superf́ıcie, e o contra-domı́nio, V , é todo

o espaço R
2, que é uma região aberta.

A dimensão da carta é n = 2.

Ex. 2

Considere novamente a superf́ıcie P l e as duas retas X1 e X2 do Ex. 1. Medindo
a distância do ponto O a um ponto qualquer m ∈M e o ângulo entre a semi-reta
X1 à direita de O e a reta que vai de O a m, encontram-se, respectivamente,
valores x1 e x2.

Sobre esses elementos baseia-se a carta

ϕ : U ⊂M −→ V ⊂ R
2 , ϕ : m 7−→ (x1 ≡ r, x2 ≡ θ) ,

conhecida como sistema de coordenadas plano-polares.
A condição de que V seja uma região aberta do R

2 (veja Def. 2, p. 2) impõe
sobre r e θ as condições r > 0 e 0 < θ < 2π, e não r ≥ 0 e 0 ≤ θ ≤ 2π, como se
encontra muitas vezes na literatura.

Conseqüentemente, o domı́nio U , cuja imagem esgota V , pois ϕ é bijetora,
não é a superf́ıcie toda, mas, sim, a superf́ıcie com o ponto O e os pontos situados
sobre a semi-reta X1 à sua direita exclúıdos. Confira.
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Ex. 3

a) Suponha que a cada par (x, y) ∈ R
2 corresponda o par (x′, y′) ∈ R

2 dado
por

x′ = +x cosα + y sinα ,
y′ = −x sinα + y cosα .

Como esta aplicação é bijetora e tem domı́nio e contradomı́no abertos,

ϕ′ : U ′ =M −→ V ′ = R
2 , ϕ′ : m 7−→ (x′, y′)

revela-se também uma carta para P l.
b) Suponha agora que a cada (x, y) ∈ R

2 corresponda (x′′, y′′) ∈ R
2 dado por

x′′ = x3 , y′′ = y ; [x = (x′′)1/3 , y = y′′].

Como esta tem as mesmas propriedades da aplicação R
2 −→ R

2 anterior,

ϕ′′ : U ′′ =M −→ V ′′ = R
2 , ϕ′′m 7−→ (x′′, y′′)

é igualmente uma carta para P l.

– Def. 3 Compatibilidade de cartas

Dois sistemas de coordenadas (U, ϕ) e (U, ϕ) são compat́ıveis um com o outro ou,
simplesmente, compat́ıveis se os domı́nios U e U não possuem nenhum elemento
em comum, U ∩ U = ∅ (trivialmente compat́ıveis), ou, no caso de U ∩ U 6= ∅, se
se cumprirem as seguintes condições:

i) as imagens da interseção U ∩ U perante ϕ e ϕ são regiões abertas no R
n;

ii) as funções de mudança de coordenadas, ou seja, as funções que expressam
as coordenadas de x em função das coordenadas de x e, vice-versa, as coordenadas
de x em função das coordenadas de x,

[
xi = xi(x1, x2, ..., xn)
xj = xj(x1, x2, ..., xn)

]
i, j = 1, 2, ..., n,

possuem, cada uma delas, derivadas parciais de ordem k ≥ 1 cont́ınuas em todos
os pontos das respectivas regiões de definição (imagens de U ∩U perante ϕ e ϕ).

Em geral, subentende-se que a ordem k das derivadas parciais, que deve ser
no mı́nimo igual a 1, seja suficientemente grande para não acarretar problemas à
conceituação de elementos que se baseiam sobre a diferenciabilidade das funções
de mudança de coordenadas.

Como as coordenadas xi, i = 1, 2, ..., n são funções independentes umas das

outras, vale, para cada par (l, k),
∂xl

∂xk
= δlk, onde δ

l
k é a delta de Kronecker :

δlk =

{
1, l = k

0, l 6= k
.
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Analogamente,
∂xl

∂xk
= δlk .

Dessas derivadas parciais resultam as seguintes relações para as funções de
mudança de coordenadas:

n∑

i=1

∂xl

∂xi
∂xi

∂xk
= δlk,

n∑

j=i

∂xl

∂xj
∂xj

∂xk
= δlk. (1)

Duas cartas compat́ıveis e com elementos em comum têm, obrigatoriamente,
a mesma dimensão n.

Ex. 4

Considere as cartas apresentadas no Ex. 1 e Ex. 2, p. 3.
A interseção U ∩ U não é nula e coincide com U ⊂M . Confira.
A imagem de U ∩ U perante ϕ coincide com V ⊂ R

2 e é aberta no R
2.

A imagem de U ∩ U perante ϕ é R
2 sem os pontos de coordenadas

(x ≥ 0, y = 0), e é também aberta no R
2. Confira.

As funções de mudança de coordenadas são

[
x = r cos θ
y = r sin θ

]
,

[
r = +

√
x2 + y2

θ = arctan( y
x
)

]

e possuem derivadas parciais de qualquer ordem cont́ınuas em todos os pontos
dos respectivos domı́nios de definição (V e R

2 sem os pontos (x ≥ 0, y = 0)).
Confira.

Os dois sistemas de coordenadas em questão são, portanto, compat́ıveis.

Ex. 5

a) Considere agora as cartas dadas no Ex. 1, p. 3, e Ex. 3-a), p. 4.
O sistema de coordenadas (U ′, ϕ′) também é cartesiano e pode ser entendido

como obtido da rotação do sistema de retas X1 e X2 de um ângulo α em torno
do ponto O.

Os domı́nios U e U ′ coincidem com M, e os contra-domı́nios V e V ′, com R
2,

que é aberto.
As derivadas parciais das funções de mudança de coordenadas (dadas, parci-

almente, no Ex. 3-a)) existem e são cont́ınuas para todas as ordens k.
Os dois sistemas de coordenadas são compat́ıveis.
b) As cartas dadas no Ex. 2 e Ex. 3-a) também são compat́ıveis. Confira.
c) As cartas do Ex. 1 e Ex. 3-b) não são, porém, compat́ıveis, pois as funções

de mudança de coordenadas, dadas no Ex. 3-b), não satisfazem as condições

requeridas para compatibilidade: a derivada parcial
∂x

∂x′′
=

1

3(x′′)2/3
não existe,

muito menos é cont́ınua, no ponto de coordenadas (x′′ = 0, y′′ = 0) do R
2.

d) As cartas do Ex. 2 e Ex. 3-b) também não são compat́ıveis, certo?
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– Def. 4 Atlas

Atlas é uma coleção de mapas (cartas, sistemas de coordenadas) A = {(U, ϕ), ...
...(U, ϕ), ...

}
na qual as cartas de cada par (U, ϕ), (U, ϕ) são compat́ıveis e na

qual os domı́nios U, ..., U, ... formam um recobrimento deM , o que quer dizer que
M é a união dos domı́nios das cartas listadas em A, M = U ∪ ... ∪ U ∪ ....

Cada m ∈M está contido em pelo menos um domı́nio.
Dois atlas A1 e A2 são ditos equivalentes ou compat́ıveis, A1 ∼ A2, se a união

deles é também um atlas, ou, equivalentemente, se cada carta de um atlas é
compat́ıvel com cada carta do outro atlas.

Pode-se mostrar que se dois atlas são compat́ıveis com um terceiro atlas,
então eles são compat́ıveis entre si; A1 ∼ A3, A2 ∼ A3 ⇒ A1 ∼ A2. Além disso,
A1 ∼ A2 ⇒ A2 ∼ A1.

O conjunto de todos os atlas compat́ıveis formam, portanto, uma classe de
equivalência.

Ex. 6

A carta apresentada no Ex. 1, p. 3, é um exemplo de atlas, composto de uma
única carta.

A carta no Ex. 3-a), p. 4, também é um atlas. Este e o anterior são atlas
equivalentes.

A carta do Ex. 3-b) também é atlas, mas não é equivalente aos dois anteriores.
Por que não?

A carta dada no Ex. 2, p. 3, não é, porém, um atlas, pois o domı́nio dela
não recobre toda a superf́ıcie plana: o ponto O bem como os pontos à sua direita
sobre a reta X1 não estão representados na carta. A coleção composta desta e
da carta do Ex. 1 constitui, porém, um atlas, pois formam um recobrimento da
superf́ıcie e são compat́ıveis (conforme Ex. 5, p. 5).

O conjunto formado pelas cartas dos Ex. 1, 2 e 3-a) constitui igualmente
um atlas. Este e os anteriores, excluindo o atlas dado pela carta do Ex. 3-b),
pertencem a uma classe de equivalência.

Ex. 7

Considere o conjunto M = S2, isto é, a esfera bidimensional de raio unitário
mergulhada no R

3.
Sejam X1, X2 e X3 três retas ortogonais que se cruzam no centro da esfera,

e (x1 ≡ x, x2 ≡ y, x3 ≡ z), as coordenadas cartesianas de um ponto qualquer do
R3 com respeito às três retas. Nesse sistema de coordenadas, S2 é o subconjunto
dado pelos pontos cujas coordenadas satisfazem a relação x2 + y2 + z2 = 1.

S2, diferentemente da superf́ıcie plana, não pode ser recoberta por um atlas
composto de um único mapa (carta, sistema de coordenadas). São necessários, no
mı́nimo, dois mapas para recobri-la. A seguir é apresentado um atlas constitúıdo
de duas cartas, as quais são obtidas por projeções estereográficas; uma delas,
baseada no “pólo Norte”, N , e a outra, no “pólo Sul”, S.
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Considere os dois pontos de intersecção deX3 com a esfera, N e S, e o plano P l
formado pelas retas X1 e X2 equipado com o sistema de coordenadas cartesianas
(x1, x2) referentes às retas. (Aqui não convém a notação (x1 ≡ x, x2 ≡ y), usada
no Ex. 1, p. 3).

a) Carta N : Note que qualquer reta que passa por N e que não é paralela
a P l corta S2 − {N} (a esfera sem o ponto N) e P l, cada um deles, num único
ponto.

Demonstra-se que as coordenadas (x, y, z) do ponto sobre a esfera e as co-
ordenadas (x1, x2) do correspondente ponto sobre P l estão relacionadas através
de

x1 = x
1−z

, x2 = y
1−z

;

x = 2x1

1+(x1)2+(x2)2
, y = 2x2

1+(x1)2+(x2)2
, z = −1−(x1)2−(x2)2

1+(x1)2+(x2)2
.

Em suma, tem-se uma correspondência

ϕ : S2 − {N} −→ R
2 , ϕ : m 7−→ x ≡ (x1, x2)

que associa bijetoramente a cada m ∈ S2, exceto N , um ponto x ∈ P l e, con-
seqüentemente, um par ordenado de números reais (x1, x2).

O domı́nio da carta é U = S2 − {N}, e o contra-domı́nio é R
2, que é aberto.

A carta não recobre S2 e não forma, portanto, atlas.
b) Carta S: Analogamente, baseado no ponto S, obtém-se uma correspondên-

cia

ϕ : S2 − {S} −→ R
2 , ϕ : m 7−→ x ≡ (x1, x2) ,

que também associa a cada m ∈ S2, exceto ao ponto S, um par x ≡ (x1, x2) ∈ R
2.

As relações entre as coordenadas tridimensionais de m e as coordenadas de x são

x1 = x
1+z

, x2 = y
1+z

;

x = 2x1

1+(x1)2+(x2)2
, y = 2x2

1+(x1)2+(x2)2
, z = +1−(x1)2−(x2)2

+(x1)2+(x2)2
.

O domı́nio desta carta é U = S2 − {S}, e o contra-domı́nio, R2. Ela também
não recobre a esfera.

As cartas N e S juntas, porém, recobrem M ; U ∪ U = S2.

A interseção U ∩ U não é nula e é dada pela esfera sem os pontos N e S.
A imagem de U ∩ U perante ϕ é o espaço R

2 sem o ponto (0, 0) e é aberta.
A imagem de U ∩ U perante ϕ também é R

2 sem o ponto (0, 0).
As funções de mudança de coordenadas são

[
x1 = x1

(x1)2+(x2)2

x2 = x2

(x1)2+(x2)2

]
,

[
x1 = x1

(x1)2+(x2)2

x2 = x2

(x1)2+(x2)2

]
.

Elas posuem derivadas parciais de qualquer ordem cont́ınuas nas respectivas re-
giões de definição, R2 sem o ponto (0, 0). (O que aconteceria com elas se o ponto
(0, 0) não estivesse exclúıdo?).

A coleção de cartas A = {N, S} constitui, conseqüentemente, um atlas.
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– Def. 5 Estrutura diferenciável

Estrutura diferenciável (E.D.) é uma classe de equivalência E formada de atlas
compat́ıveis, ou, equivalentemente, é um atlas máximo (maximal), que quer dizer
um atlas tal que se uma carta qualquer é compat́ıvel com cada carta dele, então
ela pertence a ele.

Uma estrutura diferenciável contém infinitos sistemas de coordenadas, certo?
Dado um atlas, a união de todos os atlas equivalentes a ele (um atlas máximo)

é a estrutura diferenciável gerada por ele.
Um atlas gera um único atlas máximo, mas um atlas máximo é gerado por

mais de um atlas (por infinitos atlas).
Carta admisśıvel é uma carta pertencente a uma estrutura diferenciável.
Como duas cartas compat́ıveis contendo elementosm em comum têm a mesma

dimensão, todas as cartas de uma E.D. possuem a mesma dimensão.
Retornando à Def. 1, cujo conteúdo agora deverá estar claro, uma variedade

diferenciável Mn é um conjunto M dotado de uma estrutura diferenciável E , ou
seja, é um par (M, E), e a dimensão deMn é a dimensão n das cartas constituintes
de E .

Ao definir V.D. como um conjunto M dotado de uma estrutura diferenciá-
vel E e não, simplesmente, de um atlas A formado por algumas cartas, está
subentendido que não existe nenhum sistema de coordenadas privilegiado para
parametrizar M , o que significa que todos os sistemas de coordenadas compat́ı-
veis com os de um atlas A, e não somente os pertencentes a este, são igualmente
bons para esse fim. Isso não quer dizer que para outros propósitos, para a des-
crição da evolução de um sistema dinâmico sobre M , p. ex., a utilização de um
determinado atlas ou sistema de coordenas não seja mais adequado do que outro.

Pergunta: dado um conjunto parametrizável M , por que definir uma V.D.
como sendo um par (M, E) e não, simplesmente, como M?

Resposta: o fato de um conjunto poder admitir mais de uma estrutura dife-
renciável, como no exemplo a seguir, implica que uma V.D. não pode ser simples-
mente especificada por um conjunto somente, mas, sim, por um par.

Ex. 8

A estrutura E usual para a superf́ıcie plana é a estrutura que contém, entre
infinitas outras, as cartas apresentadas no Ex. 1, Ex. 2 e Ex. 3-a), pp. 3 e 4. Ela
pode ser gerada, p. ex., por qualquer um dos atlas considerados no Ex. 6, exceto
pelo atlas formado pela carta dada no Ex. 3-b). Este gera uma outra estrutura
diferenciável, E ′′, de modo que (P l, E ′′) forma outra V.D., distinta de (P l, E).
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II Tensores

No que segue de imediato, são primeiramente apresentados alguns tipos par-
ticulares, porém importantes, de tensor sobre uma variedade diferenciável Mn e,
então, a definição genérica de tensor.

Conforme já foi dito na Introdução, tensores são entes representados em cada
sistema de coordenadas por um arranjo de números reais, os quais, em prinćıpio,
mudam de valor quando muda o sistema de coordenadas.

– Def. 6 Escalar

Tensor de posto 0 ou escalar em m ∈ Mn é uma grandeza φm representada por
um único e mesmo número real em todas as cartas que contêm m ∈Mn.

Neste tipo de tensor, o número representativo de φm não muda de valor quando
muda a carta; ou, mais precisamante, se φx e φx representam φm em duas cartas
(U, ϕ) e (U, ϕ) quaisquer, então eles obedecem à lei de transformação escalar,

φx = φx.

Campo escalar ou função real sobre Mn é uma aplicação (veja Def. 0, p. 1)
que associa a cada m ∈Mn um escalar φm ≡ φ(m).

Ex. 9 Velocidade escalar, energias cinética e potencial

Considere, por exemplo, o movimento de uma part́ıcula de massa igual a 0.5 kg,
lançada como projétil. O movimento em queda livre pode ser descrito como
ocorrendo sobre a variedade diferenciável M2 composta de um plano vertical
equipado com a estrutura diferenciável usual apresentada no Ex. 8, p. 8.

Seja ma ∈ M2 um ponto da trajetória, o ápice, p. ex., onde a velocidade da
part́ıcula é, digamos, 2m/s.

Exemplos de tensores escalares em ma são a velocidade escalar (speed) e a
energia cinética da part́ıcula, representadas, respectivamente, pelos números 2
(m/s) e 1 (J) em qualquer carta que contenha ma em seu domı́nio.

Outro exemplo: energia potencial gravitacional do projétil.
A aplicação que associa a cada m ∈ M2 a energia potencial que a part́ıcula

teria em m se áı estivesse é um exemplo de campo escalar sobre M2.
Tentativa infrut́ıfera de conceber um campo escalar: associar energia cinética

a cada m ∈M2. Veja, porém, o Ex. 20, p. 26, após a referência ao Ex. 9.
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– Def. 7 Vetor contravariante, vetor tangente

Tensor de posto 1 contravariante ou vetor contravariante ou vetor tangente ou,
simplesmente, vetor em m ∈ Mn é uma grandeza vm representada nas cartas de
M por n-uplas de números reais, v ≡ (v1, v2, ..., vn), de modo que duas n-uplas v
e v representam o mesmo vetor vm — v, na carta (U, ϕ), e v̄, na carta (U, ϕ) — se
obedecem à lei de transformação contravariante, dada pelo conjunto de relações

vi =

n∑

k=1

∂xi

∂xk
vk, i = 1, 2, ..., n

ou, equivalentemente,

vj =

n∑

l=1

∂xj

∂xl
vl, j = 1, 2, ..., n ,

As derivadas parciais — elas existem e são cont́ınuas pelo critério de com-
patibilidade de cartas (veja Def. 3, p. 4) — devem ser calculadas nos pontos
representativos de m, o śıtio onde vive vm, ou seja, em x = ϕ(m) ou x = ϕ(m),
dependendo do conjunto de relações.

Campo vetorial sobre Mn, denotado por v = v(m), ou, simplesmente, v(m),
é uma aplicação que associa a cada m ∈Mn um vetor contravariante vm.

Ex. 10 Velocidade

Sejam (x1 ≡ x, x2 ≡ y) coordenadas cartesianas da variedade diferenciável M2

sobre a qual evolui a part́ıcula considerada no exemplo anterior (Ex. 9, p. 9).
O movimento da part́ıcula sobre M2 é descrito por equações do tipo

xk = xk(t), k = 1, 2,

onde t é o tempo. Delas obtêm-se as componentes da velocidade v da part́ıcula,

.
x
k≡ dxk

dt
(t), k = 1, 2.

Mudando para um outro sistema de coordenadas qualquer, (U, ϕ), as equações
de movimento mudam para xi = xi(t), i = 1, 2, e constata-se que suas derivadas
temporais transformam-se de acordo com a lei de transformação contravariante:

.
x
i≡ dxi

dt
(t) =

2∑

k=1

∂xi

∂xk
dxk

dt
(t) =

2∑

k=1

∂xi

∂xk
.
x
k
, i = 1, 2.

A grandeza representada pelas derivadas temporais em questão é, portanto,
um exemplo de vetor contravariante (vetor tangente).

Para um exemplo numérico, baseado no sistema de unidades SI, considere o
ponto m0 onde a part́ıcula se encontra no instante t0 = 1

2
s segundo as equações

de movimento
x = x(t) = 2t ,

y = y(t) = 9
2
t− 5t2 .
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As coordenadas de m0 são (xm0 = 1m , ym0 = 1m), e as componentes da
velocidade generalizada nesse ponto, (

.
xm0= 2m/s ,

.
ym0= −1

2
m/s).

Na carta de coordenadas plano-polares (Ex. 2 e 4, pp. 3 e 5), p. ex., as coor-
denadas de m0 são (rm0 =

√
2m , θm0 = π

4
rd), e as componentes da velocidade

generalizada, (
.
rm0=

3
2
√
2
m/s ,

.

θm0= −5
4
rd/s); estas, obtidas a partir daquelas

através da lei de transformação contravariante, conforme (confira)

.
rm0=

x√
x2+y2

∣∣∣∣
(1,1)

· .
xm0 +

y√
x2+y2

∣∣∣∣
(1,1)

· .
ym0 ,

.

θm0= − y
x2+y2

∣∣∣
(1,1)

· .
xm0 +

x
x2+y2

∣∣∣
(1,1)

· .
ym0 .

Generalizando, sobre uma V.D. Mn qualquer, dada uma curva paramétrica
m = m(τ) representada por funções xi = xi(τ), i = 1, 2, ..., n, onde τ é um

parâmetro qualquer, não necessariamente o tempo, as derivadas
.
x
i≡ dxi

dτ
(τ), i =

1, 2, ..., n transformam-se como componentes de um vetor tangente que costuma
ser chamado também de velocidade.

– Def. 8 Vetor covariante, vetor cotangente

Tensor de posto 1 covariante ou vetor covariante ou vetor cotangente ou, sim-
plesmente, covetor em m ∈ Mn é uma grandeza θm representada por n-uplas de
números reais, θ ≡ (θ1, θ2, ..., θn), de tal modo que duas n-uplas θ e θ representam
o mesmo covetor, cada uma num sistema de coordenadas diferente, se obedecem
à lei de transformação covariante, dada pelo conjunto de relações

θi =
n∑

k=1

∂xk

∂xi
θk, i = 1, 2, ..., n

ou, equivalentemente,

θj =

n∑

l=1

∂xl

∂xj
θl, j = 1, 2, ..., n.

Aqui também, como na lei de transformação contravariante, as derivadas par-
ciais devem ser calculadas nos pontos representativos de m, ou seja, em x ou x,
dependendo da relação.

Ex. 11 Força

Considere o campo escalar exemplificado no Ex. 9, p. 9, qual seja, a função
energia potencial gravitacional do projétil.

Num sistema da coordenadas cartesianas (x1 ≡ x, x2 ≡ y) ele é representado,
digamos, por U = U(x, y). De U(x, y) obtêm-se as componentes Fx e Fy da força

gravitacional, através de Fx = −∂U
∂x

e Fy = −∂U
∂y

.
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Mudando para um outro sistema de coordenadas, (U, ϕ), a representação da
energia potencial muda para U = U(x1, x2), a qual é obtida a partir de U(x1, x2)
via

U(x1, x2) = U(x1(x1, x2), x2(x1, x2)).
Constata-se que as derivadas parciais do campo escalar em questão com res-

peito às coordenadas mudam de acordo com a lei de transformação covariante:

∂U
∂xi

=
2∑

l=1

∂U
∂xl

∂xl

∂xi
, i = 1, 2 .

A grandeza representada pelas derivadas parciais da energia potencial, F i ≡
− ∂U
∂xi

, i = 1, 2 (a menos de um sinal), é, pois, um exemplo de vetor covariante

(vetor cotangente). Ela é denominada força generalizada.
Se U = U(x, y) é dada, p. ex., por U = Mgy = 5y, as componentes da

força generalizada no ponto m0 considerado no Ex. 10, p. 10 , são (Fx(m0) =
0 , Fy(m0) = −5N), no sistema de coordenadas cartesianas, e (Fr(m0) =

−5
√
2

2
N , Fθ(m0) = −5 J/rd), na carta de coordenadas plano-polares; estas,

obtidas a partir daquelas através da lei de transformação covariante,

Fr(m0) = +Fx(m0) · cos(θ)|(√2,π
4
) + Fy(m0) · sin(θ)|

(
√

2, π4 )
,

Fθ(m0) = −Fx(m0) · r sin(θ)|
(
√
2, π4 )

+ Fy(m0) · r cos(θ)|(√2,π
4
) ,

ou, para conferir, obtidas diretamente através das derivadas parciais de

U(r, θ) = U(x(r, θ), y(r, θ)) = 5r sin θ

calculadas no ponto (rm0 =
√
2m, θm0 =

π
4
rd). Confira.

Generalizando, sobre uma V.D. qualquer, as derivadas parciais das represen-
tações de qualquer campo escalar obedecem à lei de transformação covariante e
são, portanto, componentes de um vetor covariante (vetor cotangente, covetor).

Voltando às forças, para demonstrar que as componentes de uma força qual-
quer, não necessariamente conservativa como é a força gravitacional, obedecem à
lei de transformação covariante, parte-se do trabalho elementar, dado em coorde-

nadas cartesianas por ω = Fxdx+ Fydy + · · · =
n∑

k=1

F (k)dxk.

Como o trabalho realizado por uma força sobre uma trajetória de um ponto
a outro no espaço de configuração é um número que não depende do sistema de
coordenadas usado, o trabalho elementar é um escalar.

Isso significa que em qualquer outra carta o trabalho elementar ω é igual a ω.
Desenvolvendo a expressão de ω,

ω =

n∑

k=1

F (k)dxk =

n∑

k=1

F (k)

(
n∑

i=1

∂xk

∂xi
dxi

)
=

n∑

i=1

(
n∑

k=1

F (k)
∂xk

∂xi

)
dxi ,

e levando em conta que ω =
n∑

i=1

F (i)dxi, obtém-se, em vista da igualdade ω = ω

e da independência dos diferenciais dxi,

F (i) =
n∑

k=1

F (k)
∂xk

∂xi
, i = 1, 2, ..., n,
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que é a lei de transformação covariante. O ı́ndice que denota as componentes da
força é na realidade um ı́ndice covariante, F (k) = Fk.

Ex. 12 Potência

Existe uma grandeza escalar intimamente ligada à força e à velocidade generali-
zadas: a potência. Num sistema de coordenadas cartesianas, ela é representada

pelo número P dado por P = Fx
.
x +Fy

.
y + · · · =

n∑
k=1

Fk
.
x
k
, e num outro sistema

qualquer de coordenadas (x1, x2, ..., xn), por P =
n∑

i=1

F i

.
x
i
.

Para demonstrar que os números P e P são iguais, invocam-se as leis de
transformação da força e da velocidade, dadas nos dois últimos exemplos, e as
relações (1) apresentadas na Def. 3, p. 4:

n∑

i=1

F i

.
x
i
=

n∑

i=1

(
n∑

l=1

∂xl

∂xi
Fl

)(
n∑

k=1

∂xi

∂xk
.
x
k

)
=

n∑

l=1

n∑

k=1

(
n∑

i=1

∂xl

∂xi
∂xi

∂xk

)
Fl

.
x
k

=

n∑

l=1

n∑

k=1

δlkFl
.
x
k
=

n∑

k=1

Fk
.
x
k
.

Este exemplo mostra que a cada par de vetores contra e covariante vm e θm
está associado um escalar φm, dado numa carta (U, ϕ) qualquer por

n∑

i=1

θiv
i = φ.

– Def. 9 Tensor genérico

Notação: aqui e em outros lugares do texto, {i}, p. ex., denota o conjunto de
ı́ndices {i1, i2, ..., iq}, os quais variam, cada um deles, de 1 a n.

Tensor do tipo
(

q
p

)

ou tensor de posto q + p, q vezes contravariante e p vezes

covariante em m ∈ Mn é uma grandeza tm representada por um arranjo de

nq+p números reais, t ≡
{
t

i1i2...iq
j1j2...jp

}
, {i}, {j} = 1, 2, ..., n, chamados componentes

tensorias. Os ı́ndices {i} são denomidados ı́ndices contravariantes, e {j} ı́ndices
covariantes do tensor. Dois arranjos t e t representam o mesmo tensor tm, cada
um numa carta diferente, quando obedecem à lei de transformação dada pelas
relações

t
i1i2...iq
j1j2...jp

=
n∑

{k}=1

n∑
{l}=1

∂xi1

∂xk1

∂xi2

∂xk2
· · · ∂x

iq

∂xkq
∂xl1

∂xj1
∂xl2

∂xj2
· · · ∂x

lp

∂xjp
t
k1k2...kq
l1l2...lp

{i}, {j} = 1, 2, ..., n

,

ou, equivalentemente, pelas mesmas relações acima com os śımbolos t e t bem
como x e x permutados.
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Escalar, vetor contravariante e vetor covariante são, respectivamente, tensores
do tipo

(

0
0

)

,
(

1
0

)

e
(

0
1

)

.

Campo tensorial sobre Mn, denotado por t(m), é uma aplicação que associa
a cada m ∈Mn um tensor tm de algum tipo, do mesmo tipo em todos os m.

Se todas as componentes de um campo t(m) são diferenciáveis de ordem k

numa carta, elas o são também em todas as cartas, desde que as funções de
mudança de coordenadas entre todas as cartas da estrutura diferenciável sejam
diferenciáveis até ordem k pelo menos, o que é suposto ser verdade via de regra.

Um campo t(m) é dito diferenciável se todas as suas componentes são dife-
renciáveis.

Ex. 13 Delta de Kronecker

Considere um tensor misto de posto 2, ou seja, um tensor tm do tipo
(

1
1

)

, que

tenha por componentes numa dada carta (U, ϕ) deMn a delta de Kronecker (veja
Def. 3, p. 4), t lk = δlk. Demonstra-se que as componentes de tm em qualquer outra
carta (U, ϕ) são, também, dadas pela delta de Kronecker:

t
i
j =

n∑

k=1

n∑

l=1

∂xi

∂xl
∂xk

∂xj
δlk =

n∑

k=1

∂xi

∂xk
∂xk

∂xj
= δij , i, j = 1, 2, ..., n .

A delta de Kronecker na forma em questão é, portanto, um tensor misto de
posto 2 e é representado em qualquer carta por δlk.

Se, porém, um tensor de posto 2 é representado pela delta de Kronecker na
forma δij ou δij numa carta, ele não mantém necessariamente a representação
pela delta ao mudar a carta.

Ex. 14 Tensor métrico, variedade (pseudo-)Riemanniana

A distância elementar num ponto m qualquer do espaço de configuração de uma
part́ıcula na Mecânica Newtoniana, o R

n com a estrutura diferenciável usual, é
dada, em coordenadas cartesianas, pela forma quadrática (ds)2 = (dx)2+(dy)2+
· · · . Expressando os diferenciais dx, dy, ... em função dos diferenciais das coorde-
nadas de m em outra carta qualquer (U, ϕ), (ds)2 assume a forma

(ds)2 =

n∑

i=1

n∑

j=1

gij (x) dx
idxj ,

onde os elementos gij (x), i, j = 1, 2, ...n são dados (confira) por

gij (x) =
∂x

∂xi
∂x

∂xj
+
∂y

∂xi
∂y

∂xj
+ · · · .

A matriz formada pelos elementos gij (x) é simétrica e não singular (confira),

i) gji (x) = gij(x),

ii) det [gij(x)] 6= 0, em qualquer x = ϕ(m), m ∈ U,
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e representa (confira) um campo tensorial g(m) do tipo
(

0
2

)

,

gkl(x) =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂xi

∂xk
∂xj

∂xl
gij(x).

Questão: se a representação de um tensor g satisfaz a propriedade i) em uma
carta, será que ele também satisfaz i) em outra carta? Sim (aguarde a Def. 10,
p. 17).

Variedade (pseudo-)Riemanniana é um par (Mn, g) formado por uma V.D.Mn

de dimensão n qualquer, par ou ı́mpar, equipada com um campo tensorial g(m),
chamado tensor métrico ou, simplesmente, métrica, que é um campo tensorial do
tipo

(

0
2

)

, diferenciável e com as propriedades i) e ii) em qualquer carta.

Há variedades (pseudo-)Riemannianas as quais admitem, para cada elemento
m0 ∈ Mn, uma carta (U, ϕ), m0 ∈ U onde a representação da métrica está na
forma denominada forma padrão, isto é, onde as componentes do campo tensorial
g(m) são dados por

gij(x) = ǫiδij , ǫi = ±1.

Tais variedades são chamadas espaços localmente planos ou, se (U, ϕ), m0 ∈ U

é um atlas, espaços planos. Estes últimos, quando os ǫi são todos iguais a +1,
isto é, quando (ds)2 = (dx1)2 + (dx2)2 + · · ·+ (dxn)2, são ditos Euclidianos.

O espaço de configuração na Mecânica Newtoniana, como se vê, é Euclidiano,
o que, em geral, não é verdade na Mecânica Lagrangiana.

O espaço-tempo ou espaço dos eventos na Relatividade Restrita, espaço de
Minkowski, cuja distância elementar é dada por

(ds)2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 − c2(dt)2,

com c constante – c é a velocidade da luz —, é plano, mas não Euclidiano, pois
g(m) assume a forma padrão perante a mudança de coordenadas (x, y, z, t) −→
(x1 = x, x2 = y, x3 = z, x4 = ct), mas as constantes ǫi não são todas iguais a +1.

Questão: dada uma representação na qual as componentes de g(m) não são
todas constantes, como saber, sem tentar encontrar (quem sabe até o dia do Júızo
Final) uma carta onde g(m) está na forma padrão, se a variedade é localmente
plana ou não?

Resposta: a condição necessária e suficiente para que g(m) assuma a forma
padrão perante uma conveniente mudança de coordenadas é que as componentes
de um certo tensor R(m), do tipo

(

1
3

)

e que depende de g(m), conhecido como

tensor de Riemann-Christoffel de segunda espécie ou, também, como tensor cur-
vatura, sejam todas nulas, Ri

jkl(x) = 0. Para detalhes, veja, p. ex., o livro do
Sokolnikoff. 1

Variedades que não são espaços localmente planos são denominados espaços
curvos.

Um exemplo (na Mecânica Lagrangiana) é o espaço de configuração de uma
part́ıcula vinculada a andar sobre a superf́ıcie de uma esfera de raio a, cuja

1I. S. Sokolnikoff, Tensor Analysis, Theory and Applications, John Wiley & Sons, Inc., 1951.
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distância elementar é dada, nas conhecidas coordenadas polares (θ, φ), 0 < θ < π,
0 < φ < 2π, por

(ds)2 = a2(dθ)2 + a2 sin2 θ(dφ)2.

Note que as componentes gθθ = a2, gθφ = gφθ = 0, gφφ = a2 sin2 θ não são
todas constantes e, acredite — obter o tensor curvatura é muito trabalhoso! —,
R(m) 6= 0.

E o espaço de configuração de uma part́ıcula vinculada a andar sobre um ci-
lindro, é ele também curvo? Não, ele é localmente plano, pois a representação
matricial de g(m), extráıda da distância elementar sobre a superf́ıcie de um ci-
lindro de raio qualquer a, em coordenadas ciĺındricas, (z, φ), −∞ < z < +∞,
0 < φ < 2π,

(ds)2 = (dz) + a2(dφ)2,

recai na forma padrão perante (z, φ) −→ (x1 = z, x2 = aφ).
Acaso será a superf́ıcie do cilindro um espaço Euclidiano? Não, apesar de os

ǫi serem todos iguais a +1, porque o ciĺındro não é um espaço plano, uma vez que
a carta acima não é um atlas, e porque o cilindro, assim como a esfera, requer,
no mı́nimo, duas cartas para formar um atlas.

Ex. 15 Variedade simplética, forma simplética

Mudando de assunto (nem tanto), variedade simplética é uma variedade seme-
lhante à variedade (pseudo-)Riemanniana. É também um par, (M2n, w), formado,
porém, por uma V.D. de dimensão par, 2n, equipada com uma forma simplética
ω(m), que é, também, um campo tensorial diferenciável do tipo

(

0
2

)

representado

por uma matriz não singular,

ii′) det [ωij(x)] 6= 0 , ∀x ∈ ϕ(U),

mas que, em vez de ser simétrica, é anti-simétrica,

i′) ωji(x) = −ωij(x),

e cujos elementos satisfazem a propriedade adicional

iii′)
∂wij(x)

∂xk
+
∂wjk(x)

∂xi
+
∂wki(x)

∂xj
= 0.

Observação: a condição de não singularidade implica dimensão par paraM2n,
pois se fosse ı́mpar a condição ii′) não poderia ser satisfeita, já que o determinante
de uma matriz anti-simétrica r × r com r ı́mpar é sempre nulo.

Se a matriz representativa de ω(m) é anti-simétrica em alguma carta, ela é
anti-simétrica em qualquer outra carta (aguarde a Def. 10, p. 17).

Há um teorema, de Gaston Darboux, que garante que qualquer variedade
simplética admite, para cada elemento m0 ∈ M2n, uma carta (U, ϕ), m0 ∈ U na
qual ω(m) é representada pela matriz, denominada forma padrão de ω(m),

ω(x) =

(
0 −I
I 0

)
, onde I é a matriz identidade n× n.

Observação: segundo o teorema de Darboux, a condição necessária e suficiente

para que um campo tensorial w(m) do tipo
(

0
2

)

que satisfaz as propriedades i′) e
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ii′) possa assumir a forma padrão mediante uma conveniente mudança de carta
é que se cumpra a propriedade iii′), que é o análogo da condição Ri

jlk(x) = 0
referente a variedades (pseudo-)Riemannianas.

Existe sobre um fibrado cotangente T ∗Mn uma forma simplética natural ω0,
a qual assume a forma padrão nas coordenadas naturais do referido fibrado —
para detalhes sobre fibrado cotangente e suas coordenadas naturais, aguarde o
Ex. 18, p. 22.

A forma ω0, denominada forma simplética natural ou canônica de T ∗Mn,
é a alma, do ponto de vista geométrico, do formalismo Hamiltoniano usual da
Mecânica Clássica (veja Ex. 24, p. 31).

– Def. 10 Tensores simétricos e anti-simétricos

Se as componentes de um tensor tm do tipo
(

0
2

)

em m ∈ Mn são simétricas

[anti-simétricas] numa carta, tji = ±tij , i, j = 1, 2, ..., n, elas são simétricas
[anti-simétricas] em todas as cartas:

tlk =
n∑

i=1

n∑

j=1

∂xi

∂xl
∂xj

∂xk
tij =

n∑

j=1

n∑

i=1

∂xj

∂xl
∂xi

∂xk
tji = ±

n∑

j=1

n∑

i=1

∂xj

∂xl
∂xi

∂xk
tij

= ±
n∑

i=1

n∑

j=1

∂xi

∂xk
∂xj

∂xl
tij = ±tkl.

Essa propriedade vale também para qualquer tensor do tipo
(

q
p

)

em relação

a um dado par de ı́ndices, desde que os dois ı́ndices sejam ambos covariantes ou
contravariantes e não um contra e o outro covariante.

Simetria[anti-simetria] das componentes de um tensor é, pois uma proprie-
dade independente de carta, e tensores com esta propriedade são chamados ten-
sores simétricos [anti-simétricos ].

Numa dada carta, as componentes de um tensor qualquer tm, do tipo
(

0
2

)

, di-

gamos, podem ser sempre escritas como a soma das componentes de dois tensores
do mesmo tipo, um simétrico, sm, e o outro anti-simétrico, am,

tij = sij + aij .

As componentes de sm e am são dadas por (confira)

sij =
1

2
(tij + tji), aij =

1

2
(tij − tji).

Será que esta propriedade também é independente de carta? A resposta, não
óbvia, é sim (aguarde a próxima Def.).

Conseqüentemente, tm pode ser escrito como a soma de sm e am,

tm = sm + am.

Mas o que significa soma ou adição de tensores? Aguarde a póxima Def.
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Ex. 16 Formas diferenciais exteriores, p-formas

Campos tensoriais ω(m) do tipo
(

0
p

)

, p = 0, 1, 2, ...n, diferenciáveis e totalmente

anti-simétricos (se p ≥ 2), isto é, tais que ω...j...i...(x) = −ω...i...j...(x) para qualquer
par (i, j) dentre seus p ı́ndices, são denominados formas diferenciais exteriores ou
p-formas.

A forma simplética é um exemplo particular de forma diferencial exterior. Ela
é uma 2-forma.

O tensor métrico não é uma 2-forma.
Um campo de forças é uma 1-forma, e a função energia potencial, uma 0-

forma.
Um campo de velocidades não é 1-forma.
Comentário: p-formas são elementos da mais alta importância na Geometria

Diferencial moderna; elas são os objetos básicos do Cálculo Exterior, desenvolvido
por Elie Cartan, e que entrou na corrente sangǘınia da F́ısica (na formulação
Hamiltoniana da Mecânica Clássica 2, p. ex.) a partir da década de 70. É incŕıvel
a parafernália de operadores e relações existentes para acessar especificamente
estes tensores, aparentemente “nojentos”, que têm essa complicação de trocar de
sinal quando são permutados dois ı́ndices quaisquer das componentes!

– Def. 11 Adição, multiplicação por escalar

Sejam vm e um dois vetores tangentes em m ∈ Mn e sejam w(k) e w(i) os
números reais dados por w(k) = vk+uk e w(i) = vi+ui, i, k = 1, 2, ..., n em duas
cartas quaisquer.

Demonstra-se que os elementos indexados w(k) e w(i), os quais não se sabe
se representam ou não um tensor, estão relacionados pela lei de transformação
contravariante:

w(i) = vi + ui =
n∑

k=1

∂xi

∂xk
vk+

n∑

l=1

∂xi

∂xl
ul =

n∑

k=1

∂xi

∂xk
(vk + uk) =

n∑

k=1

∂xi

∂xk
w(k) .

Conseqüentemente, w(k) e w(i) representam, de fato, um tensor, mais pre-
cisamente, um vetor tangente wm, e a representação wk de um vetor wm como
soma das representações vk e uk de dois vetores vm e um é independente de carta.

Constata-se também que os elementos indexados w′(k) = αvk, k = 1, 2, ..., n,
onde α é um número real, representam também um vetor tangente w′

m em m:

w′(i) = αvi = α

n∑

k=1

∂xi

∂xk
vk =

n∑

k=1

∂xi

∂xk
αvk =

n∑

k=1

∂xi

∂xk
ω′(k).

2Veja, p. ex., V. I. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer-Verlag,
N. York, Heidelberg, Berlin, 1978; R. M. Santilli, Foundations of Theoretical Mechanics II,

Birkhofian Generalization of Hamiltonian Mechanics, Springer-Verlag, N. York, Heidelberg,
Berlin, 1983; R, Abraham and J. Marsden, Foundations of Mechanics, Benjamin/Cummings
Publishing Company, Inc., second edition, 1986; etc.
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Generalizando para tensores do tipo
(

q
p

)

, demonstra-se de modo semelhan-

tes ao acima exposto que as operações denominadas adição e multiplicação por
escalar, simbolizadas por

adição: tm + sm,

multiplicação por escalar: αtm

e definidas por

adição: (t + s)
i1...iq
j1...jp

:= t
i1...iq
j1...jp

+ s
i1...iq
j1...jp

,

multiplicação por escalar: (αt)
i1...iq
j1...jp

:= αt
i1...iq
j1...jp

, {i}, {j} = 1, 2, ..., n,

em alguma carta, associam, respectivamente, a cada par (tm, sm) de tensores do
tipo em questão um tensor do mesmo tipo, (t+ s)m, e a cada par (α, tm), onde α
é um número real, também um tensor do mesmo tipo, (αt)m.

Para os vetores tangentes que atuaram nesta Def.: wm = vm+um e w′
m = αvm.

Atenção: a adição não está definida para tensores em pontos m e m′ distintos
ou, mais precisamente, a definição de tm + sm′ para m′ = m não se aplica a
situações em que m′ 6= m.

Isso, porque, voltando aos elementos indexados w(k) e w(i), agora dados por
w(k) = vkx + ukx′ e w(i) = vix + uix′ , onde os rótulos x e x′ em vkx e ukx′, p.
ex., ressaltam que estas grandezas são representações de vm e um′ em pontos m
e m′ não necessariamente coincidentes, não se pode demonstrar que eles estão
relacionados pela lei de transformação contravariante se x′ 6= x, pois em

w(i) = vix + uix′ =
n∑

k=1

∂xi

∂xk
(x)vkx+

n∑

k=1

∂xi

∂xk
(x′)ukx′

as derivadas parciais devem ser calculadas nos pontos x e x′ e não podem ser
colocadas em evidência, se x′ 6= x, o que impede, neste caso, diferentemente do
caso em que x′ = x, a continuação do desenvolvimento e chegada à lei de trans-
formação contravariante. Conseqüentemente w(k) e w(i) não são componentes
de um tensor.

A impossibilidade de somar tensores que vivem em pontos distintos faz com
que fibrados tensoriais (apresentados a seguir) não formem espaços vetoriais.

– Def. 12 Espaço vetorial de tensores, fibrado tensorial

Considere sobre a uma variedade diferenciável (Mn, E) o conjunto T q
p (m) com-

posto de todos os tensores do tipo
(

q
p

)

em um ponto m ∈Mn.

O conjunto T q
p (m) munido das operações de adição e multiplicação por esca-

lar apresentadas na Def. anterior forma um espaço vetorial, pois são satisfeitas
(confira) as condições requeridas para isso:
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A adição satisfaz, para todos tm, sm, rm ∈ T q
p (m):

i) tm + (sm + rm) = (tm + sm) + rm,

ii) Existe um 0m ∈ T q
p (m) tal que tm + 0m = tm + 0m,

iii) Para tm existe um (−t)m ∈ T q
p (m) tal que tm + (−t)m = 0 = (−t)m + tm,

iv) tm + sm = sm + tm.

A multipicação por escalar satisfaz, para todos α, β ∈ R e tm, sm ∈ T q
p (m);

v) α(tm + sm) = αtm + αsm,

vi) (α + β)tm = αtm + βtm,

vii) (αβ)tm = α(βtm),

viii) 1tm = tm,

O tensor 0m, chamado identidade ou elemento neutro ou tensor nulo, é o
tensor cujas componentes são todas nulas em alguma carta e, conseqüentemente
(confira), em todas as cartas,

0
i1...iq
j1...jp

= 0, {i}, {j} = 1, ..., n.

O tensor (−t)m, associado ao tensor tm e chamado de elemento inverso, possui
as componentes iguais às componentes de tm, porém com sinal trocado,

(−t)i1...iqj1...jp
= −ti1...iqj1...jp

, {i}, {j} = 0, ..., n.

Denomina-se espaço vetorial de tensores ou, simplesmente, espaço tensorial
em m ∈ Mn o conjunto T q

p (m) dotado das operações de adição e multiplicação
escalar dadas na Def. anterior.

Considere agora o conjunto T q
p (M

n) formado por todos os tensores sobre Mn

— alguns são tensores no ponto m, outros no ponto m′, outros no ponto ... e
assim por diante —

T q
p (M

n) = {tm, ..., sm, ..., om′ , ..., qm′ , ..., hm′′ , ..., gm′′, .....................}.
T q
p (M

n) pode ser encarado como a união de todos os espaços vetoriais de
tensores T q

p (m) sobre Mn, um no ponto m, outro no ponto m′, etc.

T q
p (M

n) = T q
p (m) ∪ T q

p (m
′) ∪ T q

p (m
′′) ∪ ...

= ∪
m∈Mn

T q
p (m).

T q
p (M

n) é denominado fibrado tensorial.
T q
p (M

n) não forma espaço vetorial, apesar de ser a união de espaços vetorias,
pois, como visto na Def. anterior, a operação de adição não está definida para
tensores que vivem em pontos distintos de Mn.

O conjunto T q
p (M

n) admite uma parametrização natural em termos dos sis-
temas de coordenadas que cobrem Mn, ou seja, em termos da estrutura diferen-
ciável E que acompanha Mn. Com essa parametrização, o fibrado T q

p (M
n) acaba

tornando-se também uma variedade diferenciável.
Os detalhes dessa parametrização podem ser vistos logo a seguir para um

fibrado de grande interesse, o fibrado tangente.
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Ex. 17 Espaço tangente, fibrado tangente

Chama-se espaço vetorial tangente ou, simplesmente, espaço tangente em um
ponto m ∈Mn de uma V.D. Mn o conjunto T 1

0 (m) formado por todos os vetores
tangentes em m dotado das operaçõs de adição e multiplicação por escalar dadas
na Def. 11, p, 18, as quais assumem, neste caso particular, a forma

adição: (v + u)k := vk + uk,

multiplicação por escalar: (αv)k := αvk, k = 1, 2, ..., n.

Notação usual: Tm(M
n).

Fibrado tangente, denotado usualmente como TMn ou T (Mn), é o conjunto
composto de todos os vetores tangentes vm sobre Mn ou, equivalentemente, é a
união de todos os espaços tangentes sobre Mn,

TMn = ∪
m∈Mn

Tm(M
n).

Como todo fibrado tensorial, TMn não constitui espaço vetorial, apesar de
ser a união de espaços vetoriais.

Como foi já foi apontado no fim da Def. 12, p. 19, TMn admite uma parame-
trização natural em termos dos sistemas de coordenadas que cobrem Mn. Mais
precisamente, TMn admite um atlas, denominado atlas natural, que é induzido
sobre ele pelas cartas da estrutura diferenciável de Mn.

No âmbito deste assunto, os elementos de TMn costumam aparecer na litera-
tura denotados por (m, vm).

Observação: levando em conta que o produto cartesiano A × B de dois con-
juntos quaisquer A e B é o conjunto dos pares ordenados

A× B = {(a, b)| a ∈ A, b ∈ B},

pode parecer, em vista da notação (m, vm) para os elementos de TMn, que TMn

é o produto cartesiano de Mn com algum Tm(M
n). Isso não tem sentido, pois os

Tm(M
n) são todos conjuntos distintos.

Cada carta admisśıvel ϕ : U −→ V de Mn induz sobre TMn uma carta

ϕ̂ : ∪
m∈U

Tm(M
n) −→ V × R

n , ϕ̂ : (m, vm) 7−→ (x, v) ,

onde x e v representam, respectivamente, m e vm na carta (U, ϕ). As coordena-
das (x, v) ≡ (x1, x2, ..., xn, v1, v2, ..., vn) são denominadas coordenadas naturais de
(m, vm).

Como se vê, dentre os 2n parâmetros que especificam um vetor tangente sobre
Mn no sistema de coordenadas naturais, os n primeiros parâmetros informam o
ponto m onde ele habita, e os n restantes informam quem, dentre os vetores
habitantes de m, ele é.

Essas informações, (x, v), dependem da carta (U, ϕ). Mudando a carta, mu-
dam as informações, e a mudança é regida pelas funções de mudanças de co-
ordenadas de m, quanto a primeira metade dos 2n parâmetros, e pela lei que
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governa a mudança de representação de vetores tangentes, a lei de transformação
contravariante, quanto à segunda metade.

A mudança de coordenadas naturais é, pois, regida pelas relações



xi = xi(x1, x2, ..., xn) , vi =

n∑
k=1

vk ∂xi

∂xk (x
1, x2, ..., xn)

xj = xj(x1, x2, ..., xn) , vj =
n∑

k=1

vk ∂xj

∂xk (x
1, x2, ..., xn)


 i, j = 1, 2, ..., n.

O conjunto TMn equipado com a estrutura diferenciável gerada pelo atlas
natural é uma V.D. de dimensão 2n.

Como visto, na dimensão 2n, que é o número de parâmetros necessários para
especificar um elemento do conjunto em questão em cada carta, n parâmetros
decorrem do número de coordenadas do ponto m, e n do número de componentes
do vetor tangente em m.

Generalizando para um fibrado tensorial composto de tensores de um tipo
(

q
p

)

qualquer, como a representação de um tensor desta espácie possui nq+p compo-
nentes, a dimensão decorrente das dimensões das cartas induzidas sobre o fibrado
de modo análogo ao fibrado tangente é n+ nq+p.

Voltando ao fibrado tangente, ele é de grande relevância na Mecânica Clássica,
pois no formalismo Lagrangiano identifica-se o espaço de fases de velocidade com
o fibrado tangente sobre o espaço de configuração.

Ex. 18 Espaço cotangente, fibrado cotangente

Em uma V.D.Mn, chama-se espaço vetorial cotangente ou, simplesmente, espaço
cotangente em m ∈ Mn o conjunto T 0

1 (m) formado por todos os vetores cotan-
gentes θm em m munido das regras de adição e multiplicação por escalar dadas
na Def. 11, p. 18, as quais assumem, neste caso particular, a forma

adição: (θ + ϑ)k := θk + ϑk ,

multiplicação por escalar: (αθ)k := αθk , k = 1, 2, ..., n.

Notação usual: T ⋆
m(M

n).
Denomina-se o conjunto T ⋆Mn composto de todos os vetores cotangentes sobre

Mn ou, equivalentemente, a união de todos os espaços cotangentes sobre Mn,

T ⋆Mn = ∪
m∈Mn

T ⋆
m(M

n),

fibrado cotangente, o qual, tal como o fibrado tangente, não forma espaço vetorial e
admite também um atlas, chamado atlas natural, induzido sobre ele pela estrutura
diferenciável de Mn.

Neste caso, analogamente ao que ocorre no fibrado tangente, o conjunto com-
posto das coordenadas x ≡ (x1, x2, ..., xn) de m acompanhadas das componentes
θ ≡ (θ1, θ2, ..., θn) de θm numa carta admisśıvel de Mn assumem o papel de coor-
denadas, também chamadas coordenadas naturais, de um elemento de T ∗Mn na
carta induzida sobre T ∗Mn pela carta admisśıvel de Mn.
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(x, θ) e (x, θ) em duas cartas estão relacionadas através de



xi = xi(x1, x2, ..., xn) , θi =

n∑
k=1

θk
∂xk

∂xi
(x1(x1, ..., xn), ..., xn(x1, ..., xn))

xj = xj(x1, x2, ..., xn) , θj =
n∑

k=1

θk
∂xk

∂xj
(x1(x1, ..., xn), ..., xn(x1, ..., xn))




i, j = 1, 2, ..., n.

O fibrado cotangente munido da estrutura diferenciável gerada pelo atlas na-
tural induzido sobre ele pela estrutura diferenciável de Mn é também, como no
caso do fibrado tangente, uma V.D. de dimensão 2n.

No formalismo Hamiltoniano da Mecânica Clássica identifica-se o espaço de
fases de momentum com o fibrado cotangente sobre o espaço de configuração.

– Def. 13 Produto tensorial

Considere dois tensores gm ∈ T 0
2 (m) e vm ∈ Tm(M

n), por exemplo. Multiplicando
cada componente de gm por cada componente de vm numa carta (U, ϕ) qualquer,
obtém-se um conjunto de números reais

tlrs = grsv
l, l, r, s = 1, 2, ..., n

que, demonstra-se, representam um tensor tm ∈ T 1
2 (m) em (U, ϕ):

t
k
ij = gijv

k =

(
n∑

r=1

n∑

s=1

∂xr

∂xi
∂xs

∂xj
grs

)(
n∑

l=1

∂xk

∂xl
vl

)
=

n∑

r=1

n∑

s=1

n∑

l=1

∂xr

∂xi
∂xs

∂xj
∂xk

∂xl
grsv

l

=

n∑

r=1

n∑

s=1

n∑

l=1

∂xr

∂xi
∂xs

∂xj
∂xk

∂xl
tlrs.

Denomina-se tm assim obtido produto tensorial de gm e vm.
Notação: tm = gm ⊗ vm.

De maneira análoga, o produto tensorial de dois tensores quaisquer Am, do
tipo

(

q
p

)

e Bm, do tipo
(

r
s

)

, é o tensor

Cm = Am ⊗ Bm

do tipo
(

q + r
p + s

)

e representado em (U, ϕ) por

C
i1...iqk1...kr
j1...jpl1...ls

= A
i1...iq
j1...jp

Bk1...kr
l1...ls

, {i}, {j}, {k}, {l} = 1, 2, ..., n.
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– Def. 14 Contração

Dado, por exemplo, um tensor Am ∈ T 1
2 (m), representado numa carta qualquer

por Ak
ij , i, j, k = 1, 2, ..., n.

Considere, os elementos

Br = A1
r1 + A2

r2 + · · · =
n∑

j=1

A
j
rj , r = 1, 2, ..., n.

Demonstra-se que Br representam um tensor Bm ∈ T 0
1 (m) = T ⋆

m(M
n):

Bi =

n∑

k=1

A
k

ik =

n∑

k=1

(
n∑

l=1

n∑

r=1

n∑

j=1

∂xk

∂xl
∂xr

∂xi
∂xj

∂xk
Al

rj

)

=
n∑

l=1

n∑

r=1

n∑

j=1

∂xr

∂xi

(
n∑

k=1

∂xk

∂xl
∂xj

∂xk

)
Al

rj =
n∑

l=1

n∑

r=1

n∑

j=1

∂xr

∂xi
δ
j
lA

l
rj

=
n∑

r=1

∂xr

∂xi

(
n∑

j=1

A
j
rj

)
=

n∑

r=1

∂xr

∂xi
Br .

Este processo de soma, que leva o nome de contração, pode ser estendido a um
tensor de qualquer tipo, desde que ele tenha pelo menos um ı́ndice contravariante
e um ı́ndice covariante.

Para que resulte em tensor, a contração deve ser de um ı́ndice contravari-
ante com um ı́ndice covariante, pois verifica-se que a contração com dois ı́ndices
contravariantes ou covariantes não produz tensor.

A menos que seja do tipo
(

1
1

)

, mais de uma contração é posśıvel para um dado

tensor. Por exemplo, outra contração posśıvel para o Am acima é a que resulta

no tensor Cm dado por Cs = A1
1s +A2

2s + · · · =
n∑

l=1

Al
ls. Os tensores Bm e Cm não

coincidem em prinćıpio.

– Def. 15 Produto interior, produto contráıdo,

pareamento

Produto interior ou produto contráıdo ou contração de dois tensores é o produto
tensorial deles seguido de uma contração do tensor resultante, onde o ı́ndice con-
travariante origina-se de um dos dois tensores e o ı́ndice covariante, do outro
tensor. O resultado dessas operações é um tensor, conforme Def. 13, p. 23, e
Def. 14.

Para gm ∈ T 0
2 (m) e vm ∈ Tm(M

n), p. ex., um produto contráıdo posśıvel é o
que resulta no tensor θm representado por

θi =
n∑

k=1

gkiv
k, i = 1, 2, ..., n .
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Outro produto contráıdo posśıvel é ϑi =
n∑

k=1

gikv
k. θm e ϑm não coincidem, a

menos que gm seja simétrico, gji = gij, como é o caso do tensor métrico (veja Ex.
14, p. 14). Se gm ≡ ωm =ω(m) é uma forma simplética (veja Ex. 15, p. 16) ,
θm = −ϑm. Confira.

O produto interior de um tensor do tipo
(

q
p

)

com um tensor do tipo
(

r
s

)

resulta

num tensor do tipo
(

q + r − 1
p+ s− 1

)

.

No Cálculo Exterior sobre p-formas (veja o fim do Ex. 16), o produto interior
de um vetor tangente vm e uma p-forma ωm = ω(m), denotado usualmente por
ivω, é definido pela contração do ı́ndice de vm com o primeiro ı́ndice de ωm,

(ivω)i2...ip :=

n∑

k=1

vkωki2...ip .

Se ω é uma forma simplética, o resultado de ivω é θm, e não ϑm.
Se ω é uma p-forma, ivω é uma (p− 1)-forma. Para 0-formas, ivω := 0.
No caso particular da contração de um vetor covariante θm com um vetor

contravariante vm — é igual a ivθ; certo? —, o resultado é um tensor escalar.
Observação: o produto contráıdo em questão não pode, porém, ser entendido

como produto escalar de θm e vm, pois θm e vm não pertencem a um mesmo
espaço vetorial; θm pertence a T ∗

m(M
n), ao passo que vm pertence a Tm(M

n), que
é distinto de T ∗

m(M
n).

A contração de θm e vm costuma ser denotado por < θm, vm > e aparece na
literatura sob o nome de pareamento de θm e vm;

< θm, vm >=

n∑

k=1

θkv
k.

Um exemplo é o pareamento da força generalizada com a velocidade genera-
lizada, dando como resultado a potência (veja Ex. 12, p. 13).

Repetindo, < θm, vm > não é produto escalar de θm e vm.

Ex. 19 Produto escalar, variedade Riemanniana, variedade
pseudo-Riemanniana, formas bi e p-lineares

Seja (Mn, g) uma variedade (pseudo-)Riemanniana. Da contração de g(m) com
um vetor vm ∈ Tm (Mn), resulta um covetor θm ∈ T ⋆

m(M
n); e, da contração

deste com um vetor um ∈ Tm (Mn), um escalar φm, o qual é representado em
(U, ϕ) , x = ϕ(m) por

φ =

n∑

i=1

n∑

j=1

gij(x)v
iuj.

Notações: g(m)(vm, um) = φm, vm · um = φm.
Agora, sim, tem-se um escalar associado a um par de elementos de um mesmo

espaço vetorial, vm, um ∈ Tm(M
n), e pode-se pensar em vm · um como um candi-

dato em potencial a produto escalar definido sobre Tm(M
n), pois cumpre-se parte

das condições exigidas para isso,
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i) vm · um = um · vm ,

ii) vm · (αum + βwm) = α(vm · um) + β(vm · wm),
(αvm+βwm)·um = α(vm·um)+β(wm·um) , ∀vm, um ∈ Tm(M

n) , ∀α, β ∈ R
1.

Para ser de fato produto escalar, vm · um deve obedecer adicionalmente às
condições

iii) vm · vm ≥ 0,
iv) vm · vm = 0 ⇒ vm = 0m , ∀vm ∈ Tm(M

n).
Quando o tensor métrico é tal que iii) e iv) são satisfeitas, (Mn, g) é denomi-

nada variedade Riemanniana; caso contrário, variedade pseudo-Riemanniana.
Como se vê, o tensor métrico de uma variedade Riemanniana induz em cada

ponto m um produto escalar no espaço Tm(M
n),

vm · um =

n∑

i=1

n∑

j=1

gij(x)v
iuj,

que pode ser encarado como

vm · um =< θm, um >,

onde θm ∈ T ∗
m(M

n) é o vetor tangente associado a vm ∈ Tm(M
n) via contração

de g(m) com vm.
A propriedade ii) vale não só para g(m), mas para qualquer tensor t(m) do

tipo
(

0
2

)

, não necessariamente simétrico. Ela permite entender t(m) como forma

bilinear sobre Tm(M
n), ou seja, como função t(m)(vm, um) = φm que associa a

cada par de vetores vm, um ∈ Tm(M
n) um número real e é linear em cada um dos

dois argumentos, vm e um.
As p-formas ω(m) (veja Ex. 16, p. 18) também podem ser entendidas como

formas p-lineares sobre Tm(M
n), ou seja, como funções reais

ω(m)(v1m, v
2
m, ..., v

p
m) =

n∑

i1i2...ip=1

ωi1,i2,...,ip(x)v
i1vi2...vip = φm

lineares em cada um dos p argumentos,

ω(m)(..., αvim + βuim, ...) = αω(m)(..., vim, ...) + βω(m)(..., uim, ...) .

Como as p-formas são tensores totalmente anti-simétricos (se p ≥ 2), as fun-
ções em questão apresentam ainda a seguinte propriedade:

ω(m)(..., vim, ..., v
j
m, ...) = −ω(m)(..., vjm, ..., v

i
m, ...) , ∀ vim, vjm .

Ex. 20 Energia cinética, momentum

O espaço de configuração de uma part́ıcula de massa M na Mecânica Clássica é
uma variedade Riemanniana (Mn, g), e a energia cinética da part́ıcula no ponto
m ∈ Mn, quando sua velocidade generalizada em m é vm ∈ Tm(M

n), é o escalar
Km dado por

Km =
M
2

n∑

i=1

n∑

j=1

gij(x)v
ivj =

M
2
vm · vm .
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Para apreciar o que segue, releia primeiro o final do Ex. 9, p. 9.
No formalismo Lagrangiano a energia cinética da part́ıcula é uma função real

definida sobre o espaço de fases de velocidade, isto é, sobre o fibrado tangente do
espaço de configuração, TMn, e não sobre o espaço de configuração, Mn.

K : TMn −→ R
1 , K : (m, vm) 7−→ Km.

Perante mudanças de coordenadas naturais de TMn, (x, v) ⇋ (x, v) (veja
Ex. 17, p. 21), a representação de K(m, vm) preserva a aparência da sua ex-
pressão em termos dos ingredientes g(m) e vm, isto é, a aparência de K(x, v) =
K(x(x, v), v(x, v))) é a mesma que a de K(x, v) em termos das representações de
g(m) e vm, o que não é óbvio, pois g(m) e vm, que são tensores sobre Mn, não o
são sobre TMn:

K(x, v) =
M
2

n∑

i=1

n∑

j=1

gij(x(x, v))v
i(x, v)vj(x, v)

=
M
2

n∑

i=1

n∑

j=1

gij(x(x))
( n∑

k=1

vk
∂xi

∂xk
(x)
)( n∑

l=1

vl
∂xj

∂xl
(x)
)

=
M
2

n∑

k=1

n∑

l=1

( n∑

i=1

n∑

j=1

gij(x(x))
∂xi

∂xk
(x)

∂xj

∂xl
(x)
)
vkvl

=
M
2

n∑

k=1

n∑

l=1

gkl(x)v
kvl.

Seja L(m, vm) uma função real (campo escalar) diferenciável qualquer sobre
TMn, representada, respectivamente, nas coordenadas naturais (x, v) e (x, v)
por L = L(x, v) e L = L (x, v) = L(x(x, v), v(x, v)). As derivadas parciais{
∂L

∂xi
,
∂L

∂vi

}
, i = 1, 2, ..., n, representam um vetor covariante em (m, vm) ∈ TMn

— a justificativa segue o molde apresentado no Ex. 11, p. 11. Demonstra-se
(usando as funções de mudanças de coordenadas naturais) que a segunda me-

tade desse conjunto de derivadas parciais,

{
∂L

∂vi

}
, também representa um vetor

covariante, porém não em (m, vm) ∈ TMn, mas, sim, em m ∈Mn:

∂L

∂vi
=

n∑

k=1

(
∂L

∂xk
∂xk

∂vi
+
∂L

∂vk
∂vk

∂vi

)
=

n∑

k=1

(
0 +

∂vk

∂vi
∂L

∂vk

)

=

n∑

k=1

∂xk

∂xi
∂L

∂vk
.

Um exemplo de função real L sobre o fibrado tangente é a energia cinética K,

e conclui-se que a grandeza definida por pi ≡
∂K

∂vi
, i = 1, 2, ..., n, a qual coincide

com o momentum mecânico p = Mv em coordenadas cartesianas, é um vetor
covariante, e não contravariante como se esperaria da relação entre p e v e do
fato de que a velocidade v é a representação em coordenadas cartesianas de um
vetor contravariante (veja Ex. 10, p. 10).
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Essa conclusão decorre igualmente de

∂K

∂vi
= M

n∑

j=1

gji(x)v
j ,

onde se verifica que, a menos da massa da part́ıcula, os elementos ∂K
∂vi

coinci-
dem com as componentes do tensor resultante da contração da métrica com a
velocidade generalizada.

Outro exemplo de campo escalar L sobre TMn é o Lagrangiano f́ısico de
um sistema mecânico, isto é, a energia cinética K menos a energia potencial U ,
L = K − U .

O momentum generalizado, definido por

pi ≡
∂L

∂vi
, i = 1, 2, ..., n,

é um vetor covariante, como foi demonstrado acima, e coincide com pi ≡
∂K

∂vi
,

desde que U não dependa de vm — no caso de uma part́ıcula com carga elétrica
em um campo eletromagnético, as duas definições de pi não coincidem, pois U
depende de vm.

– Def. 16 Lei do quociente

A chamada lei do quociente estabelece que se o produto contráıdo de um ente
dotado de ı́ndices com um tensor arbitrário é um tensor, o ente indexado é também
um tensor.

Considere, p. ex., uma grandeza Am, representada numa carta qualquer por
elementos A(k), k = 1, 2, ..., n tais que o produto contráıdo de Am com um

tensor arbitrário Bm ∈ T 2
0 (m) seja um tensor Cm ∈ T 1

0 (m);
n∑

k=1

A(k)Bkl = C l.

Demonstra-se que os A(k) são as componentes de um tensor Am ∈ T 0
1 (m) =

T ∗
m(M

n):

n∑

k=1

A(k)Bkl =

n∑

k=1

A(k)

(
n∑

i=1

n∑

j=1

∂xk

∂xi
∂xl

∂xj
B

ij

)
= C l =

n∑

j=1

∂xl

∂xj
C

j

=

n∑

j=1

∂xl

∂xj

(
n∑

i=1

A(i)B
ij

)
, l = 1, 2, ..., n,

de onde se obtêm

n∑

i=1

n∑

j=1

∂xl

∂xj

(
n∑

k=1

A(k)
∂xk

∂xi
− A(i)

)
B

ij
= 0, l = 1, 2, ..., n,
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e, como o tensor Bm é, do ponto de vista algébrico, um vetor arbitrário, o que

significa que suas componentes B
ij

são linearmente independentes, chega-se às
relações

A(i) =
n∑

k=1

A(k)
∂xk

∂xi
, i = 1, 2, ..., n,

das quais se conclui que Am é um tensor do tipo
(

0
1

)

.

Ex. 21 Espaços duais

Seja X um espaço vetorial qualquer, e X∗ o conjunto das funções reais lineares
definidas sobre X , isto é, o conjunto das aplicações

f : X −→ R
1, f : x 7−→ y = f(x)

da forma
f(x) = ax+ by + · · · =

∑

i=1

a(i)x(i),

onde os elementos indexados a(i) e x(i) denotam, respectivamente, os parâmetros
que caracterizam a função f e as componentes do vetor x em alguma base vetorial
de X .

Não só as componentes x(i) variam perante uma mudança de base, mas, tam-
bém, os parâmetros a(i), pois, como f , ao atuar sobre um vetor x, produz um
escalar independente de base, os a(i) devem variar para que o valor de f(x) se
mantenha.

É sabido que o conjunto X∗ forma um espaço vetorial de mesma dimensão
que a de X perante as operações usuais de soma e multiplicação por escalar de
funções.

O espaço vetorial X∗ assim constitúıdo é chamado espaço dual ou, simples-
mente, dual do espaço X .

Considere como X o espaço de Hilbert H formado pelos estados quânticos de
um sistema quântico na formulação da Mecânica Quântica segundo Dirac — este
é na realidade um espaço vetorial complexo e não real, o que não muda, porém,
a essência dos conceitos aqui apresentados.

Neste espaço, os elementos de H são denotados por kets, |ψ >, e as funções
lineares que atuam sobre H, ou seja, os elementos do espaço dual H∗, por bras,
< χ|. Um braket < χ|ψ > expressa a atuação de uma função sobre um vetor —
é o correspondente a f(x).

Como H é dotado de produto escalar, (|χ > ·|ψ >), existe uma correspondên-
cia natural que associa injetoramente a cada vetor de H uma função linear em
H∗, que é aquela que associa ao ket |χ > o bra < χ| que atuando sobre um vetor
qualquer |ψ > produz o mesmo valor que o do produto escalar de |χ > por |ψ >,

< χ|ψ >:= (|χ > ·|ψ >), ∀ |ψ >∈ H.

Será que a correspondência é também sobrejetora e, conseqüentemente, bije-
tora? Se a dimensão de H fosse finita, a resposta seria sim, mas para H ela é
infinita e, num caso desses, a resposta pode ser sim ou não, o que depende do
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espaço. Para H a resposta é não, pois a delta de Dirac < δ|, p. ex., que pertence
a H∗, não tem correspondente |δ > em H. Isso ressalta a diferença de signifi-
cado entre a operação de pareamento < δ|ψ >, que continua fazendo sentido, e o
produto escalar (|δ > ·|ψ >), que não existe neste caso.

Finalmente, indo agora à situação que motivou este Ex., considere como X o
espaço vetorial tangente Tm(M

n) (veja Ex. 17, p. 21). A ação de uma função
linear f sobre um elemento vm ∈ Tm(M) produz um escalar φm,

f(vm) = φm,

n∑

k=1

a(k)vk = φ.

Pela lei do quociente, os elementos indexados a(k), que caracterizam f , são as
componentes de um vetor covariante. Isso quer dizer que uma função real linear
de vetores tangentes é, do ponto de vista tensorial, um vetor cotangante. A ação
de f sobre vm é o pareamento < f, vm > de f e vm.

Conclusão: T ∗
m(M

n) é o espaço dual de Tm(M
n).

Analogamente, considerando X como T ∗
m(M

n), conclui-se que Tm(M
n) é o

dual de T ∗
m(M

n).
Se (Mn, t) é uma variedade (pseudo-)Riemanniana ou simplética, existe uma

correspondência natural bijetora que associa a cada vetor vm ∈ Tm(M
n) um

covetor θm ∈ T ∗
m(M

n); é a correspondência definida por

< θm, um >:= t(m)(vm, um),

n∑

j=1

θju
j :=

n∑

i=1

n∑

j=1

tij(x)v
iuj.

Ex. 22 Tensor métrico contravariante

Dada uma variedade (pseudo-)Riemanniana (Mn, g), associado à métrica, g(m),

existe um campo tensorial G(m) do tipo
(

2
0

)

, denominado tensor métrico contra-

variante, que também é simétrico e é não singular. G(m) é o tensor representado
em cada carta (U, ϕ) pela matriz inversa da matriz representativa de g(m), isto
é, pela matriz cujos elementos são

Gij(x) =
1

det[gij(x)]
[co-fator de gji(x)]

e que satisfazem

n∑

i=1

Gji(x)gik(x) =
n∑

i=1

gki(x)G
ij(x) = δ

j
k .

Que G é de fato um tensor do tipo anunciado, não decorre de imediato dessa
última expressão e da lei do quociente, pois g não é arbitrário (ele é simétrico,
e seus elementos não são, portanto, independentes). Para demonstrar que ele
é tensor usando a lei do quociente, consideram-se um vetor vm arbitrário e o
produto contráıdo de vm com g(m), do qual resulta o covetor θm de componentes
θi =

∑n
k=1 v

kgki(x) , i = 1, 2, ..., n, as quais são arbitrárias.
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Contraindo θ com G, têm-se

n∑

i=1

θiG
ij(x) =

n∑

i=1

n∑

k=1

vkgki(x)G
ij(x) =

n∑

k=1

vkδ
j
k = vj , i = 1, 2, ..., n.

Agora sim, a lei do quociente é aplicável e chega-se ao demonstrando, isto é,
que G é um tensor do tipo

(

2
0

)

.

A simetria, Gji(x) = Gij(x), e não-singularidade, det[Gij(x)] 6= 0 , ∀x ∈ ϕ(U),
sai de imediato da definição de Gji(x).

Ex. 23 Forma cossimplética

Seja (M2n, ω) uma variedade simplética (veja Ex. 15, p. 16). Analogamente
ao tensor métrico, existe associado à forma simplética ω(m) um campo tensorial

Ω(m) do tipo
(

2
0

)

, chamado forma co-simplética ou tensor de Lie ou tensor de

Poisson. Ω(m) é representado em cada carta de M2n pela matriz inversa da
matriz representativa de ω(m);

2n∑

i=1

Ωji(x)ωik(x) =

2n∑

i=1

ωki(x)Ω
ij(x) = δ

j
k .

[Ωij(x)], tal como [ωij(x)], é matriz anti-simétrica e não singular,

i) Ωji(x) = −Ωij(x) ,

ii) det[Ωij ] 6= 0, ∀x ∈ ϕ(U)

e satisfaz a propriedade adicional

iii)
2n∑
l=i

(
Ωli(x)

∂Ωjk(x)

∂xl
+ Ωlj(x)

∂Ωki(x)

∂xl
+ Ωlk(x)

∂Ωij(x)

∂xl

)
= 0 .

A demonstração de que Ω é um tensor do tipo anunciado segue os mesmos
passos que a demonstração referente a G.

Ω correspondente à forma padrão de ω (veja Ex. 15, p. 16) é a forma padrão
de Ω,

Ω(x) =

(
0 I

−I 0

)
, onde I é a matriz identidade n× n.

Ex. 24 Equações Hamiltonianas generalizadas

A fim de apreciar a relevância de ω e Ω na Mecânica Clássica, por exemplo, con-
sidere para um dado campo vetorial cotangente θ(m) diferenciável sobre (M2n, ω)
o campo vetorial tangente v(m) tal que o produto interior (veja Def. 15, p. 24)
dele por ω, ivω, seja igual a −θ, isto é, tal que

2n∑

k=1

vk(x)ωki(x) = −θi(x), i = 1, 2, ..., 2n.
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Como ω é não singular, v existe e é único. Suas componentes são obtidas
explicitamente contraindo θ(m) com Ω(m):

2n∑

i=1

θiΩ
ij = −

2n∑

i=1

2n∑

k=1

vkωkiΩ
ij = −

2n∑

k=1

vkδ
j
k = −vj , j = 1, 2, ..., 2n,

de onde resultam, após mudança de ı́ndices e uso da anti-simetria de Ω,

vi =
2n∑

k=1

Ωikθk, i = 1, 2, ..., 2n.

Se φ(m) é um campo escalar diferenciável sobre (M2n, ω), associados a ele
existem o campo vetorial cotangente θ(m) representado pelas derivadas parciais
∂φ(x)

∂xk
, k = 1, 2, ..., 2n e, conseqüentemente, o campo vetorial v(m) dado por

vi(x) =

2n∑

k=1

Ωik(x)
∂φ

∂xk
(x), i = 1, 2, ..., 2n.

Seja {m = m(t)} uma famı́lia de curvas paramétricas sobre (M2n, ω) tais que,
para qualquer curva m(t) dessa famı́lia, representada em uma carta qualquer

por xi = xi(t), i = 1, 2, ..., 2n, as derivadas
.
x
i
(t) sejam iguais às componentes

vi(x(t)) que representam o campo vetorial tangente v(m) associado a φ(m) no
ponto m(t). Tais curvas são chamadas curvas integrais de v(m) e satisfazem as
equações diferenciais

.
x
i
=

2n∑

k=1

Ωik(x)
∂φ

∂xk
(x), i = 1, 2, ..., 2n.

Dado um sistema mecânico cujo espaço de configuração é Qn, o cenário para
a descrição do movimento do sistema no formalismo Hamiltoniano é o espaço
de fases de momentum, o qual se identifica, conforme mencionado no Ex. 18,
p. 22, com o fibrado cotangente, M2n ≡ T ∗Qn. Também foi mencionado, no
Ex. 15, p. 16, que existe sobre um fibrado cotangente uma forma simplética
natural ω0, chamada forma simplética natural ou canônica do fibrado, a qual
assume a forma padrão nas coordenadas naturais do fibrado — sua concepção
em termos da estrutura de T ∗Qn (veja, p. ex., Abraham e Marsden3) não será,
porém, apresentada aqui por requerer alguns conceitos que estão fora do escopo
do presente texto.

O formalismo Hamiltoniano explora os elementos apresentados acima quando
associa a um sistema mecânico um campo escalar H , chamado Hamiltoniano do
sistema, e estabelece que o sistema evolua sobre (T ∗Qn, ω0) segundo as curvas
integrais do campo vetorial v associado a H .

Usando coordenadas naturais (q, p) ≡ (q1, ..., qn, p1, ..., pn) e levando em conta
que ω0 se encontra na forma padrão nessas coordenadas, as equações diferenciais

3Foundations of Mechanics, referida na nota de rodapé da página 18.
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de movimento, com o parâmetro t significando o tempo, assumem a conhecida
forma das equações de Hamilton,

.
q
i
= +

∂H

∂pi
,

.
pi= −∂H

∂qi
,

i = 1, 2, ..., n .

Estas, como é sabido, descrevem sistemas dinâmicos que admitem formulação
Lagrangiana. Há, porém, sistemas que não admitem formulação Lagrangiana, e
as equações de movimento acima não se aplicam a eles.

A evolução deles pode, porém, ser descrita num espaço de fases (M2n, ω)
apropriado, não necessariamente o espaço de fases de momentum, por equações
do tipo

.
x
i
=

2n∑

k=1

Ωik(x)
∂H

∂xk
(x), i = 1, 2, ..., 2n,

chamadas equações Hamiltonianas generalizadas, onde Ω não se encontra na
forma padrão — se estivesse, as equações teriam a forma das equações de Hamil-
ton.

Um exemplo é o sistema caracterizado pelas equações diferenciais

..
x
1
+

.
x
2
= 0 ,

..
x
2
+x2 = 0 ,

as quais, como foi constatado por Douglas em 1941, não admitem Lagrangiano
L = L(x1, x2,

.
x
1
,
.
x
2
) de espécie alguma, nem f́ısico (L = K − U), nem mate-

mático (alguma função L 6= K − U que as gera via equações de Euler-Lagrange
homogêneas).

Ascendendo ao espaço de fases de velocidade, identificado com o fibrado tan-
gente do espaço de configuração (veja Ex. 17, p. 21), e usando as coordenadas
naturais x1, x2, v1 ≡ x3, v2 ≡ x4, as equações de Douglas transformam-se nas
equações

.
x
1
= x3 ,

.
x
2
= x4 ,

.
x
3
= −x4 , .

x
4
= −x2 ,

as quais, como Hojman e Urrutia 4 descobriram em 1981, podem ser obtidas
(confira) a partir das equações Hamiltonianas generalizadas com o tensor de Lie
dado pela matriz inversa da forma simplética

ω11 = ω22 = ω33 = ω44 = 0 ,
ω32 = −ω23 = 0 , ω41 = −ω14 = 0 , ω42 = −ω24 = 0 ,
ω21 = −ω12 = 1 , ω31 = −ω13 = 1 , ω43 = −ω34 = 1

e com o Hamiltoniano dado por

H =
1

2
[(x3)2 + 2x2x3 − (x4)2].

Para sistemas descritos por equações Hamiltonianas generalizadas, sempre é
posśıvel, em prinćıpio, conceber transformações de coordenadas tais que ω e,

4S. Hojman and L. F. Urrutia, J. M. Phys., 22, 1981, pg. 1896
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conseqüentemente, Ω assumam as formas padrões nas novas coordenadas. Essas
coordenadas existem, conforme o teorema de Darboux (veja Ex. 15, p. 16), mas
pode, porém, não ser fácil encontrá-las, ou elas podem não ser de interesse f́ısico,
o que põe em evidência a importância das equações Hamiltonianas generalizadas
no tratamento de sistemas dinâmicos.

PHIM 5

5PHIM parece FIM, mas não é FIM.
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