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INTRODUÇÃO

Este texto é fruto de diferentes cursos, ministrados em épocas distintas e com objetivos não
coincidentes, para estudantes do Curso de Pós-Graduação em F́ısica do IF–UFRGS.

Baseia-se ele fundamentalmente em notas de aula e roteiros de estudo, escritos no decorrer
do tempo com esṕırito variável. Mesmo tendo sido retocado continuamente e sofrido algumas
inserções até atingir a presente forma, não se afasta muito deles em conteúdo e, principalmente,
estilo.

Na apresentação da matéria é adotada uma combinação dos estilos muro, no qual conceitos
são assentados sobre conceitos previamente bem estabelecidos, e carreta-na-frente-dos-bois, o
qual, o que quer que isso seja, pode ser apreciado logo a seguir.

Tem o texto por objetivo primordial introduzir os estudantes e pesquisadores da casa e,
naturalmente, quem mais se interessar pelo assunto ao fascinante ambiente da moderna Geome-
tria Diferencial, área da Matemática que ocupa nos dias de hoje papel destacado na literatura
da F́ısica Teórica e que áı é encontrada como ingrediente básico em muitos modelos f́ısicos de
interesse atual.

Agradeço aos colegas e estudantes que muito me estimularam com sua ativa participação
nos cursos e seminários e pelas valiosas discussões. Sou-lhes grato também por terem tido a
paciência e boa vontade de se submeterem aos roteiros de estudo, originalmente na forma de
manuscritos, e, apesar de tudo, me incentivado a estendê-los a um universo mais amplo.

A presente versão foi integralmente escrita em LATEX, inclusive os desenhos, que foram de-
senvolvidos com o suporte do ambiente PICTEX. Não agradeço ao datilógrafo e ao desenhista
que os compuseram, pois isso seria auto-agradecimento.

E agora, ad augusta1.

– Suportes da Geometria Diferencial
Variedades diferenciáveis.

– Variedade diferenciável
É um par (M, E), onde M é um espaço topológico de Hausdorff enumerável e E é uma

estrutura diferenciável sobre M .

– Espaço topológico
É um par (X,U), onde X é um conjunto e U é uma topologia em X.

1 Às coisas elevadas, sublimes.
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– Observações
Com espaços topológicos despidos de estruturas adicionais não vamos muito longe em apli-

cabilidade à F́ısica ou a outra ciência que envolva relações numéricas entre grandezas men-
suráveis. Ficamos limitados a aspectos que não ultrapassam o conceito de continuidade de
funções. Para progredir, devemos abordar necessariamente variedades diferenciáveis. Só assim
teremos também acesso aos conceitos de diferenciação e integração.

Nem todo espaço topológico admite estrutura diferenciável.
Ex : Conjunto discreto com topologia qualquer. ✷

A maioria dos conjuntos, quando admitem estrutura diferenciável, admitem uma única so-
mente.

Ex : Esferas S1 (circunferência), S2 (esfera usual), S3, . . . , S6. ✷

Há, porém, alguns que admitem mais de uma.
Ex : S7 admite 28 estruturas distintas! Isso significa que existem 28 variedades dife-

renciáveis distintas sem difeomorfismo entre uma e outra tendo em comum a esfera S7. ✷

Espaços topológicos dão suporte à Topologia, pensada como área de estudo da Matemática,
ao passo que variedades diferenciáveis, como já mencionado antes, dão suporte à Geometria
Diferencial.
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TOPOLOGIA

1.1 Elementos básicos

– Referências
Três Senhoras [1]; Abraham-Marsden [2]; Nash e Sen [3]; C. von Westenholz [4]; E. Lages

Lima [5].

– Apresentação
Encontra-se às vezes Topologia retratada como sendo a área da Matemática onde são estu-

dadas propriedades de “figuras” que podem ser “deformadas” continuamente umas nas outras,
como no exemplo a seguir.

Ex :
Considere figuras planas feitas de uma espécie de borracha perfeitamente elástica que pode

ser distendida e comprimida ad libitum, sem poder, porém, ser cortada, perfurada ou colada.

✚✙
✛✘

, ,

✁
✁
✁

❆
❆
❆ , . . . , , . . .a)

✚✙
✛✘

, ,

✁
✁
✁

❆
❆
❆ , . . . , , . . .❥ ❥ ❤ ❤b)

✁
✁✕

buraco

Que propriedades em comum terão essas figuras? ✷

– Classes de equivalência
As “figuras” formam classes de equivalência perante a operação de “deformação”. Isso quer

dizer que a “deformação” estabelece uma relação de equivalência.

– Relação de equivalência
Relação de equivalência é um caso particular importante de relação.
Uma relação entre dois conjuntos X e Y é um subconjunto R de X × Y . Se (x, y) ∈ R,

escreve–se xRy e diz–se que x mantém a relação R com y ou que x e y estão R–relacionados.
Uma relação E ⊂ X ×X chama–se relação de equivalência em X se ela é
Reflexiva : (x, x) ∈ E ∀x ∈ X ,

Simétrica : (x, y) ∈ E =⇒ (y, x) ∈ E ∀x, y ∈ X ,

Transitiva : (x, y) ∈ E , (y, z) ∈ E =⇒ (x, z) ∈ E ∀x, y, z ∈ X .
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Ex :
Seja X o conjunto de todas as figuras planas consideradas no Ex anterior e seja E ⊂ X ×X

um subconjunto de pares de figuras (x, y) nos quais x é deformável em y. Note que um par
composto de uma figura com buraco e outra sem buraco não pertencem ao mesmo E. E é uma
relação de equivalência, pois a deformação de uma figura noutra satisfaz as seguintes proprie-
dades:

1) ✚✙
✛✘

−→ ✚✙
✛✘

reflexiva

2) ✚✙
✛✘

−→ =⇒ −→ ✚✙
✛✘

simétrica

3) ✚✙
✛✘

−→ , −→

✁
✁
✁

❆
❆
❆ =⇒ ✚✙

✛✘
−→

✁
✁
✁

❆
❆
❆ transitiva,

onde a flecha −→ simboliza a deformação da figura que a antecede na que a sucede e =⇒ é o
śımbolo matemático que denota implicação. ✷

Se (x, y) ∈ E, escreve–se x ∼ y ou x = y(modE) e diz–se que x e y são E–equivalentes ou
que x é E–equivalente a y ou, simplesmente, que x e y são equivalentes.

Seja [x] o subconjunto de todos os elementos y ∈ X E–equivalentes a x ,

[x] = {y ∈ X | y ∼ x} .

Chama–se [x] a classe de equivalência de x segundo a relação E. A famı́lia de classes de
equivalência ([x])x∈X goza das seguintes propriedades :

1) X = ∪
x∈X

[x];

2) Dados x, y ∈ X, vale, ou [x] = [y], ou [x] ∩ [y] = ∅ ,
que significam que a relação E parte o conjunto X em classes de equivalência duas a duas
disjuntas e que todo x ∈ X está contido em uma delas. O conjunto cujos elementos são as
classes de equivalência,

X/E = {[x] | x ∈ X} ,

denomina–se conjunto quociente do conjunto X pela relação de equivalência E.
Ex : O conjunto das figuras planas sem buraco e com um buraco possui apenas duas classes

de equivalência, uma delas representada por um ćırculo, por exemplo, e a outra, pelo mesmo
ćırculo, digamos, mas com um buraco. Cada figura do conjunto pertence, ou a uma, ou a outra
dessas duas classes. ✷

A cada elemento x ∈ X corresponde naturalmente o elemento [x] ∈ X/E, que é a classe de
equivalência à qual x pertence. Chama–se esta correspondência de projeção canônica e denota–
se–a por π.

Exerćıcio 1: Dado o conjunto X = {1, 2, 3}, seja R ⊂ X ×X a seguinte relação :
R = {(1, 1) , (2, 2) , (1, 3)} .

a) Transforme R numa relação de equivalência E acrescentando a ela somente 2 pares de
elementos de X.

b) Depois de obtido E, identifique os elementos do conjunto quociente X/E e faça um desenho
representativo da projeção canônica.



Caṕıtulo 1. Topologia 3

– Invariante topológico
Voltando às “figuras” e suas “deformações”, invariante topológico é uma propriedade —

pode ser uma estrutura matemática complexa — que não varia perante a “deformação” de uma
“figura” qualquer em outra, o que só pode acontecer dentro de uma mesma classe de equivalência.
É, portanto, uma propriedade da classe inteira, e não de uma “figura” individual da classe.

Ex :
a) O número de buracos nas figuras planas consideradas anteriormente.
b) O valor da integral de uma função meromórfica f(z) sobre um contorno fechado C no plano
complexo.

x

y

C

q
zαq

z1

q
z2

q q
∮

Cf(z)dz = 2πi
∑

αResf(zα)

O valor da integral não varia se deformarmos continuamente o contorno C mantendo sempre
os mesmos polos dentro da região delimitada por ele. Tais contornos e respectivas regiões
delimitadas formam uma classe de equivalência; e o valor da integral de f(z) sobre os contornos,
um invariante topológico. ✷

Exerćıcio 2: Pensando no Ex–b) acima, quantas classes de equivalência existem para uma
função complexa f(z) com 3 polos e, supondo f(z) = 2

z(z2+1)
, quais são os correspondentes

valores da integral de f(z) ?

Invariantes topológicos ajudam a classificar classes de equivalência.

– Nome verdadeiro dos “bois” (elementos entre aspas)
“Figura” : Espaço topológico.
“Deformação” : Homeomorfismo.

– Homeomorfismo
É uma aplicação f : X −→ Y bijetora e bicont́ınua (aplicação bibi) entre espaços topológicos

X e Y .
Uma f desse tipo é chamada também de aplicação homeomórfica.

– Aplicação, função
Sejam X e Y dois conjuntos quaisquer. Uma aplicação ou função f de X em Y ,

f : X −→ Y , f : x 7−→ y = f(x) ,

é uma correspondência f que associa a cada elemento x de X um único elemento y de Y .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

..

..

.

..
..
..
..
..
..
...
...
...
...
....
....
..........................

...
..
..
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
..
.
..
...
....................................

...
...
..
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

..

..

..

..
..
..
...
...
......
......................................

...
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
..
..
...
...............................

...
..
..
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.......
..........
..........
..............

.............................................................................................................................................................

....
....
.....
....
.....
.....
.....
.....
......
......
.......
.......
........
.........
............
...................

.................................................................................................

....
....
.....
....
.....
.....
.....
......
......
......
.......
.......
........
..........
............
....................

.........................................................................................................

........

..
...
..
.

•
•

X

f

Y
x y

Ex : Seja X o conjunto de pessoas na sala N-229, e Y o conjunto de maçãs sobre o balcão
da sala. Forma-se uma aplicação f : X −→ Y quando cada pessoa é convidada a escolher não
mais do que uma maçã para ser comida após o cafezinho – os retardatários também têm direito
a maçãs. ✷
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– Domı́nio, codomı́nio, imagem e contradomı́nio
X e Y são aqui denominados, respectivamente, domı́nio e codomı́nio de f : X −→ Y
Chama-se o elemento y ∈ Y associado a x ∈ X por f , y = f(x), a imagem de x perante f .
A imagem de um subconjunto U ⊆ X de U perante f é o conjunto f(U) formado por todos

os elementos de Y associados aos elementos de U por f ; f(U) = {y | y = f(x) , x ∈ U}.
f(X) é aqui chamado de contradomı́nio (range) de f , R(f).

– Aplicação composta
Aplicação composta ou, simplesmente, composta de f : X −→ Y e g : Y −→ Z é a aplicação

g ◦ f : X −→ Z , g ◦ f : x 7−→ g(f(x)) .
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f não precisa ser necessariamente sobrejetora.
Dadas f : X −→ Y e g : U −→ Z, onde U é um subconjunto próprio de Y , U  Y (U ⊂ Y ,

U 6= Y ), continua válido o conceito de g ◦ f , desde que R(f) ⊆ U . Se, porém, R(f) ! U , só há
sentido para g ◦ f |W , onde f |W simboliza a restrição de f ao conjunto W tal que f(W ) = U .

– Restrição e extensão
A aplicação g é uma restrição de f se D(g) ( D(f) e g(x) = f(x) , ∀x ∈ D(g).
A restrição de f a um subconjunto W  D(f) é a f |W dada pela g acima com D(g) =W .
A aplicação g é uma extensão de f se D(g) ! D(f) e g(x) = f(x) , ∀x ∈ D(f).

– Tipos de aplicações
No exemplo anterior, digamos que as maçãs, primeiro namoradas com os olhos, e depois

escolhidas na mente de cada pessoa, permaneçam intactas sobre o balcão — o que na realidade
é dif́ıcil de acontecer. Ninguém dos presentes sabe da escolha feita pelos outros.

Ao final do café, quando as pessoas vão apanhar suas eleitas, podem ocorrer os seguintes
tipos de aplicação:

a) Aplicação sobrejetora ou sobrejetiva (onto)
A imagem de X esgota Y ; f(X) = Y . Nenhuma maçã deixou de ser escolhida — os

retardatários devem contentar-se somente com o cafezinho.
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É necessário cavalheirismo.

b) Aplicação injetora ou injetiva (one-one), aplicação inversa
Para cada y ∈ f(X) só existe um único x ∈ X tal que f(x) = y. Cada uma das maçãs

escolhidas foi escolhida por uma única pessoa.
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Os retardatários ficam felizes.



Caṕıtulo 1. Topologia 5

No caso de aplicação injetora, existe uma aplicação denominada aplicação inversa, a qual é
definida por

f−1 : f(X) −→ X
: y 7−→ x = f−1(y)
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f−1

c) Aplicação bijetora ou bijetiva

É uma aplicação que é sobrejetora e injetora. .
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O número de maçãs é igual ao número de pessoas, e cada maçã foi escolhida por uma única
pessoa.

– Aplicação bicont́ınua
f : X −→ Y é bicont́ınua se ela e f−1 : f(X) −→ X são, ambas, cont́ınuas. Repare que f

deve ser, necessariamente, injetora neste caso.

– Aplicação cont́ınua
a) f : X −→ Y é cont́ınua no elemento x0 ∈ X se para qualquer vizinhança V ⊂ Y de f(x0)

existe uma vizinhança W de x0 tal que f(W ) ⊂ V .
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b) f : X −→ Y é cont́ınua em X se ela é cont́ınua em cada elemento x de X.

– Vizinhança
Vizinhança de um elemento x [conjunto A] em X é um conjunto V (x) [conjunto V (A)]

contendo um subconjunto aberto, chamado simplesmente de aberto, que contém x [conjunto A].
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x

V (x)

X

Aberto
�

��✠

Todo aberto contendo x é também uma vizinhança de x, mas nem toda vizinhança de x é
um aberto que contém x.

Teorema : Um subconjunto A ⊂ X é aberto se, e somente se, ele é uma vizinhança de
cada um dos seus elementos.

– Imagem inversa ou pré-imagem
A imagem inversa ou pré-imagem de N ⊂ Y perante f : X −→ Y é o subconjunto f−1(N)

de X formado por todos os elementos de X cujas imagens perante f pertencem a N ; f−1(N) =
{x | f(x) ∈ N , x ∈ X}.

Observação: o emprego da notação f−1 em f−1(N) não significa que este conceito só vale
para f necessariamente injetora. f pode ser uma aplicação qualquer.
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Propriedades: Y1 = f(f−1(Y1)) para todos Y1 ⊂ f(X),
X1 ⊂ f

−1(f(X1)) para todos X1 ⊂ X.

– Teorema importante
f : X −→ Y é cont́ınua em X se, e somente se, para todo e qualquer aberto U em Y o

conjunto V = f−1(U) ⊂ X é aberto em X.

Exerćıcio 3: Siga em frente na leitura destas notas, mas depois retorne e demonstre este im-
portante teorema. Se achar necessário, consulte as Três Senhoras [1, pág. 17], onde o teorema
está demonstrado sucintamente. Por ora continue apreciando o estilo carreta-na-frente-dos-bois.

O teorema em questão sugere outra definição de continuidade de aplicações emX, equivalente
à dada anteriormente e que aparece freqüentemente na literatura. Você saberia enunciá-la?

Exerćıcio 4: Demonstre que a aplicação composta de duas aplicações cont́ınuas é também
cont́ınua.

– Questão básica
Dado um conjunto qualquer, o conjunto das pessoas ou das maçãs na sala N-229, por exemplo,

o que vem a ser um subconjunto aberto?
Isso depende da topologia definida para o conjunto.

– Topologia
Um sistema U = {U1, U2, . . . , Ui, . . .} de subconjuntos de X define uma topologia em X se

satisfaz os postulados de Hausdorff.
Observação : Para facilitar a compreensão, U é aqui apresentado sob forma de coleção enumerável
de elementos, mas isso não precisa ser assim. Dependendo de X, U pode ser também um sistema
composto de um número infinito não enumerável de subconjuntos.

– Postulados de Hausdorff
1) ∅ (vazio) e X (o conjunto pensado como subconjunto de si mesmo) pertencem a U .
2) A união dos subconjuntos de qualquer subsistema de U pertence a U . Os subsistemas

podem ter um número finito ou, quando é posśıvel, infinito de subconjuntos.
3) A interseção dos subconjuntos pertencentes a qualquer subsistema composto de um

número finito de componentes de U pertence a U .

– Aberto
Seja dada uma topologia U em X. Os elementos Ui , i = 1, 2, . . . listados em U são chamados

de subconjuntos abertos ou, simplesmente, de abertos de X.

– Exemplos de topologia
a) Topologia trivial ou indiscreta : U = {∅,X}.
b) Topologia discreta : U = {∅,X, todos os demais subconjuntos de X}. Se X possui

número finito de elementos, U é com certeza enumerável.
c) Topologia usual do IR1, usada no Cálculo tradicional : U = {∅, IR1, união dos intervalos

do tipo (a, b) := {x | a < x < b}}. U é não enumerável.
É interessante observar que se na topologia usual do IR1 considerarmos, por exemplo, o

subsistema composto pelo número infinito de abertos Un = (− 1
n ,

1
n), n = 1, 2, ..., a interseção

dos subconjuntos será o subconjunto formado unicamente pelo elemento 0 ∈ IR1, o qual não
pertence a U e não é, portanto, um aberto.
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Exerćıcio 5: Comprove que o número de abertos na topologia discreta é 2N , onde N é o número
de elementos do conjunto considerado.

Exerćıcio 6: Verifique se U = {∅, IR1, união dos intervalos do tipo [a, b] := {x | a ≤ x ≤ b}}
também define uma topologia para IR1.

Exerćıcio 7: Dado um conjunto de três maçãs, rotuladas com os números 1,2 e 3, quais dos
seguintes sistemas formam topologia?
U1 = {∅, (123)} , U2 = {∅, (123), (12), (23), (13), 1, 2, 3} ,
U3 = {∅, (123), 1, 2, 3} , U4 = {∅, (123), (12), 1, 2} ,
U5 = {∅, (123), (12), 1, 2, 3} , U6 = {∅, (123), (12), (23), (13)} ,
U7 = {∅, (123), (12), (13), 1} , U8 = {∅, (123), (12), (13), 2, 3} .

Exerćıcio 8: Quantas topologias distintas admite um conjunto de 2 maçãs? No caso de 3 maçãs
o número de topologias admisśıveis parece ser bem grande, maior do que 20. Você concorda?

– Perguntas
Você conscientizou que saber se um subconjunto é ou não aberto não tem significado absoluto,

mas, sim, relativo, já que depende da topologia considerada para o conjunto?
Conseqüentemente, a continuidade de uma aplicação f : X −→ Y também não tem signifi-

cado absoluto, pois pode mudar quando mudam as topologias de X e/ou Y . Confere?

Exerćıcio 9: Nas figuras abaixo, os conjuntos da esquerda referem-se a pessoas, chamadas 1,
2 e 3, e os da direita, a maçãs, rotuladas 1, 2 e 3. Note que as pessoas, sempre as mesmas,
formam espaços topológicos distintos quando as topologias, indicadas abaixo das figuras, são
distintas. Idem para as maçãs.

Cada pessoa escolhe uma maçã somente, o que estabelece uma aplicação f : pessoas −→
maçãs. As figuras apresentam quatro aplicações posśıveis, certo?
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{∅, (123), (12), 1} {∅, (123), (13), 1}

Em d) a pessoa 3 afastou-se antes da escolha da maçã.

a) Classifique as aplicações f em termos de aplicações sobrejetoras, injetoras e bijetoras.
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b) Quais são as aplicações cont́ınuas no conjunto das pessoas? Sugestão: use o teorema
importante sobre funções cont́ınuas (pág. 6). Nos casos em que não são cont́ınuas, identifique
as pessoas onde não há continuidade.

c) Existe alguma situação em que f é descont́ınua e f−1 é cont́ınua?
d) Quais das situações ilustram homeomorfismos?

– Base para uma topologia
Base para uma topologia U é um subsistema B de U , B ⊂ U , que satisfaz uma ou outra das

seguintes condições equivalentes:
1) Cada subconjunto de U é a união de subconjuntos de B;
2) Para cada x ∈ U ∈ U existe um B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ U .
Diz-se que U é gerada por B.
Ex :

a) O sistema composto de intervalos do tipo a < x < b constitui uma base para a topologia
usual em IR1.
b) Bolas abertas Ba(x0) ≡ {x |‖ x − x0 ‖< a}, onde ‖ y ‖ é a norma euclidiana de y, geram a
topologia usual no IRn.

A propósito, quando entram em cena aspectos topológicos envolvendo IR1 e IRn sem referência
expĺıcita à topologia considerada nestes espaços, subentende-se ser ela a topologia usual. ✷

Os elementos de B são obviamente abertos em U , certo?
A topologia gerada por uma base B é única. Uma dada topologia U pode, porém, ser gerada

por mais de uma base. Neste caso as bases geradoras de U são ditas equivalentes. Um exemplo
é dado após a apresentação da topologia produto (pág. 10).

Questão: Será que uma coleção qualquer de subconjuntos de um conjunto X é base para
uma topologia em X?

Não necessariamente.
Teorema : Seja B uma coleção de subconjuntos de um conjunto X. Para que B seja base

para uma topologia em X é necessário e suficiente que se cumpram as seguintes condições:
1) Para cada x ∈ X, existe B ∈ B tal que x ∈ B,
2) Se x ∈ B1 ∩ B2, onde B1, B2 ∈ B, existe então B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ B1 ∩ B2. (Esta

condição cumpre–se em particular quando B1 ∩B2 ∈ B.)

– Topologias mais fina e menos fina
Sejam U e V duas topologias tais que V é um subsistema de U , V ⊂ U . Diz-se então que U

é mais fina (finer) do que V e que V é menos fina (coarser) do que U .
A topologia mais fina posśıvel para um conjunto é a topologia discreta; e a topologia menos

fina posśıvel, a topologia trivial.

– Algumas topologias induzidas
Seja dada uma aplicação f : X −→ Y . A ela referem-se as topologias a seguir apresentadas:

a) Topologia induzida ou projetiva
Dada uma topologia UY em Y , esta e f induzem em X a topologia UX denominada topologia

induzida ou projetiva, na qual declaram–se abertos em X as imagens inversas dos abertos em Y ,

UX = {f−1(U) | U ∈ UY } .

Exerćıcio 10: Conclua que UX acima é de fato uma topologia.
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Perante esta topologia em X, a aplicação f torna–se automaticamente cont́ınua sobre X, de
acordo com o teorema importante dado na pág. 6. Qualquer outra topologia em X tal que f
é cont́ınua deve, no mı́nimo, conter como abertos os subconjuntos f−1(U) com U ⊂ Y aberto.
Conseqüentemente, a topologia induzida é a topologia menos fina em X que torna f : X −→ Y
cont́ınua.

Se f é bijetora, a topologia projetiva é a topologia menos fina que transforma f em homeo-
morfismo.

b) Topologia relativa, subespaço topológico e inclusão topológica
Topologia relativa em X é o nome dado à topologia induzida em X quando X é subconjunto

de Y e f é a aplicação injetora natural i de X em Y , definida por

i : X ⊂ Y −→ Y , i : x 7−→ x

e denominada inclusão (inclusion) ou injeção canônica de X ⊂ Y em Y .
Neste caso, dado U ⊂ Y , tem–se i−1(U) = U ∩ X, de modo que a topologia relativa tem

como abertos em X a interseção dos abertos de Y com X,

UX = {U ∩X | U ∈ UY } .

Denomina-se X, munido da topologia relativa, subespaço topológico de Y .
Atenção: Se X é subespaço topológico de Y , todo subconjunto A ⊂ X que é aberto em Y ,

A ⊂ X ⊂ Y , é também aberto em X, mas nem todo aberto em X é aberto em Y .
Ex : Dados Y = IR1, X = [a, b) ≡ {x | a ≤ x < b , a, b ∈ IR1} e A = X, A é aberto no

subespaço X, mas não é aberto em Y . ✷

Dada uma topologia V em X ⊂ Y , o espaço (X,V) é uma inclusão topológica em (Y,UY ),
denotada algumas vezes por X →֒ Y , se V é mais fina do que a topologia relativa, UX ⊂ V.

c) Topologia co-induzida ou indutiva
Dada uma topologia UX em X, esta e f induzem em Y a topologia denominada topologia

co–induzida ou indutiva, na qual declaram–se abertos em Y as imagens dos abertos em X,

UY = {f(U) | U ∈ UX} .

A topologia co-induzida resulta ser a topologia mais fina que torna a aplicação f : X −→ Y
cont́ınua; ou homeomórfica, quando esta é bijetora.

d) Topologia quociente
Chama–se topologia quociente a topologia co-induzida quando o conjunto X possui uma

relação de equivalência E, Y é o conjunto quociente X/E e f é a aplicação π definida por

π : X −→ X/E , π : x −→ [x]

e denominada projeção canônica de X em X/E.

Exerćıcio 11: Dado o conjunto de números naturais X = {1, 2, 3}, seja E a relação de equi-
valência que declara y ∼ x , ∀x, y ∈ X se x e y são, ambos, números ı́mpares.

a) Para cada uma das topologias U1 = {∅,X, 1} , U2 = {∅,X, 2} , U3 = {∅,X, (12), 1} , U4 =
{∅,X, (12), 2} , U5 = {∅,X, (12), 3} , U6 = {∅,X, (13), 3} e U7 = {∅,X, (12), (13), 1, 3}, identifi-
que os abertos em X/E segundo a topologia quociente.
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b) Para cada uma das topologias quociente obtidas no item anterior, encontre a topologia
induzida em X pela projeção canônica e compare–a com a topologia original em X, a qual deu
lugar à topologia quociente. Elas coincidem?

c) O que você esperaria a respeito, sobre a igualdade ou não das duas topologias consideradas
em cada caso no item b), se π fosse aplicação bijetora?

e) Topologia produto
Seja Xi, i = 1, 2, . . . , n um número finito de conjuntos, cada um deles munido, respectiva-

mente, de uma topologia Ui. Considere sobre o conjunto X = X1 ×X2 × . . . ×Xn a coleção B
de subconjuntos formados pelos produtos cartesianos dos abertos nos Xi,

B = {U1 × U2 × . . .× Un | Ui ∈ Ui , i = 1, 2, . . . , n} .

Será que B satisfaz as condições para ser base de uma topologia em X? Sim. Confira,
baseado no teorema enunciado junto à definição de base para topologia, dada na (pág. 8).

Chama-se a topologia gerada por B topologia produto, e subentende–se ser esta a topologia em
X quando entram em cena aspectos topológicos envolvendo o conjunto X sem menção expĺıcita
à topologia nele utilizada.

Pode–se demonstrar que a topologia produto é a topologia menos fina em X que torna todas
as aplicações

pi : X −→ Xi , pi : (x1, x2, . . . , xn) 7−→ xi , i = 1, 2, . . . , n ,

denominadas projeções canônicas de X em Xi , i = 1, 2, . . . , n, cont́ınuas.
Foi mencionado anteriormente, antes do enunciado do teorema referido acima, que uma

topologia pode ser gerada por mais de uma base. Aqui vai um exemplo:
Ex : A topologia usual no IRn = IR1 × IR1 × . . . × IR1 pode ser gerada tanto por bolas

abertas como pela coleção B acima, o que quer dizer que a topologia usual e a topologia produto
coincidem no IRn. As duas bases em questão, B e a de bolas abertas, são bases equivalentes. ✷

Exerćıcio 12: Dado o conjunto X = {1, 2} com a topologia U = {∅,X, 1}, encontre os abertos
de X ×X na topologia produto.

– Grupo topológico
Um conjuntoX dotado de estrutura de grupo e equipado com topologia leva o nome de grupo

topológico se as aplicações que caracterizam a estrutura de grupo, quais sejam, as aplicações

X ×X : −→ X , (x, y) : 7−→ xy ,

X : −→ X , x : 7−→ x−1 ,

perante as quais
i) x(yz) = (xy)z, ∀x, y, z (propriedade associativa);
ii) existe um elemento e ∈ X, chamado elemento neutro, tal que xe = ex = x, ∀x;
iii) ∀x existe x−1, denominado elemento inverso de x, tal que xx−1 = x−1x = e;

são aplicações cont́ınuas.

Exerćıcio 13: Considere o singelo grupo discreto composto de dois elementos somente, X =
{1, 2}, onde 1, digamos, representa o elemento e.

a) X munido da topologia discreta é um grupo topológico, assim como qualquer outro grupo
dotado da mesma topologia. Confira.

b) X será grupo topológico se estiver equipado com a topologia U = {∅,X, 1}? E se for
dotado da topologia trivial?
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1.2 Espaços topológicos

– Referências
São as mesmas que constam em Elementos básicos (pág. 1).

– Espaços topológicos
Reprisando o conceito já apresentado na Introdução (pág. iii), espaço topológico é um par

constitúıdo de um conjunto X e de uma topologia U definida sobre este, (X,U).
(X,U) é freqüentemente identificado com X, como no que segue.

– Espaço enumerável (second countable space)
Espaço topológico enumerável (um espaço que satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade)

é um espaço cuja topologia possui uma base topológica enumerável (B = {Bi | i = 1, 2, . . .}.

– Espaço Hausdorff ou espaço separado, espaço normal
Espaço topológico de Hausdorff ou espaço separado ou simplesmente, espaço de Hausdorff é

um conjunto X com uma topologia tal que quaisquer dois elementos distintos de X possuem
vizinhanças disjuntas, ou seja, vizinhanças com interseção nula.

Ex :
a) X com topologia discreta. Confira.
b) IRn com topologia usual.
c) X com a topologia trivial não é Hausdorff. ✷

Para apreciar a relevância do acima exposto, reveja, na Introdução, a constituição de um
dos dois componentes de uma variedade diferenciável.

Espaço normal é um espaço Hausdorff tal que quaisquer dois subcojuntos fechados possuem
vizinhanças disjuntas.

Mas o que é um subconjunto fechado?

– Fechado
O subconjunto A ⊂ X é dito fechado se o seu complemento em X, isto é, o subconjunto

X \A formado pelos elementos de X que não pertencem a A, é aberto.
Ex :

a) ∅ e X são fechados em qualquer topologia. Confira.
b) Na topologia discreta, todos os subconjuntos posśıveis são fechados.
c) Em um espaço Hausdorff os elementos do espaço formam subconjuntos fechados. ✷

Observação: Você se deu conta de que um subconjunto pode às vezes ser simultaneamente
aberto e fechado?

– Ponto de acumulação ou ponto limite
Um elemento x ∈ X é um ponto de acumulação ou ponto limite de A ⊆ X se cada vizinhança

V (x) de x contém pelo menos um elemento de A distinto de x; (V (x)− {x}) ∩A 6= ∅, ∀V (x).
Ex : Cada número real é ponto de acumulação do subconjunto dos números racionais em

IR1. ✷
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Um ponto de acumulação de A ⊆ X pode tanto pertencer como não pertencer a A.
O conjunto de pontos de acumulação de A é denotado por A′.
Teorema : A é fechado se, e somente se, A contém todos os seus pontos de acumulação.

– Fecho (closure) ou aderência (adherence)
Fecho ou aderência A de A ⊂ X é o menor subconjunto fechado que contém A ou, equiva-

lentemente, é a interseção de todos os subconjuntos fechados que contêm A. Tem–se também
que A = A ∪A′.

Ex : Se A é a < x < b em IR1, A é a ≤ x ≤ b. ✷

Um elemento aderente de A é um elemento que pertence a A.

– Suporte (support)
Suporte supp (não confundir com o śımbolo sup, que denota supremo) de uma função real

f : X −→ IR1 é o maior subconjunto fechado fora do qual f se anula identicamente. Repare que
supp f não é o conjunto {x | f(x) 6= 0}, mas é o fecho deste.

Ex : Para f : IR1 −→ IR1 , x 7−→ x supp f é IR1, e não IR1 − {0}. ✷

– Interior
Interior

◦
A de A em X é o maior subconjunto aberto contido em A.

Ex :
a) Se A é a ≤ x ≤ b em IR1,

◦
A é a < x < b.

b) IR1 é a união de dois conjuntos de números: os racionais, aos quais pertencem os inteiros, e

os irracionais. Se A é o conjunto dos racionais [irracionais] em IR1,
◦
A= ∅ [∅], pois cada aberto

em IR1 contém ambos os tipos de números, racionais e irracionais. ✷

Para A aberto vale
◦
A= A.

– Fronteira(boundary)
Fronteira b(A) de A é a totalidade dos elementos do fecho de A que não estão contidos no

interior de A ; b(A) = A−
◦
A:= A ∩ (X \ A).

Ex :
a) Se A é a < x < b, a ≤ x ≤ b, a ≤ x < b ou a < x ≤ b em IR1, então b(A) = {a,b}.

b) Se A = {números racionais} em IR1, então b(A) = IR1, pois A = IR1 e
◦
A= ∅. ✷

– Denso (dense)
A é denso em X se A = X.
Ex : O conjunto dos números racionais é denso em IR1. O conjunto dos números irracionais

também o é. ✷

– Conjunto magro (nowhere dense)
O conjunto A é um conjunto magro em X se A possui interior nulo, ou, equivalentemente,

se o complemento de A é denso em X.
Ex : Um número finito de pontos no IR1 é magro. ✷

Exerćıcio 14: Considere o espaço topológico (X,U) dado por
X = {1, 2, 3, 4} , U = {∅, (1234), (234), (12), 1, 2}

e os subconjuntos A1 = {2, 3, 4} , A2 = {3, 4} , A3 = {2, 3} , A4 = {1, 3} e A5 = {1, 2}.
a) Obtenha o fecho, o interior e a fronteira dos Ai.
b) Qual é o suporte da função f : X −→ IR1 definida por f(1) = f(2) = f(3) = 0 , f(4) =

1 6= 0?
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c) São alguns dos Ai densos em X?
d) São alguns dos Ai magros em X?
e) São alguns dos Ai simultaneamente abertos e fechados?
f) É X Hausdorff?
g) Qual é o interior de A4, digamos, quando inadvertidamente consideramos um sistema ina-

dequado de subconjuntos para topologia, violando os postulados de Hausdorff, como, por exemplo,
U = {∅, (1234), (234), (12), 1, 3}?

– Recobrimento ou cobertura (covering)
Sejam X um espaço topológico e A um subconjunto de X (A pode ser subconjunto próprio,

A 6= X, ou não, A = X).
Seja R = {Ui} uma coleção de subconjuntos de X tais que cada x ∈ X pertence a pelo

menos um Ui, isto é, tais que A ⊆ ∪iUi.
Diz–se que R é um recobrimento ou cobertura de A. Diz–se também que R cobre A. Se os

subconjuntos da coleção R são abertos, R é denominada recobrimento aberto de A.
Ex :

a) Para X = IR1 e A = {x | 0 < x < 1}, R = {1/n < x < 2/n | n = 2, 3, 4, . . .} é um
recobrimento aberto e enumerável de A.
b) R = {a < x < b | a, b ∈ IR1} é um recobrimento aberto e não enumerável de IR1. ✷

Se os Ui de R são em número finito, R é um recobrimento finito.
Uma subcoleção de R que também é recobrimento de A, é denominada subrecobrimento de

R.
Ex :

R = {n < x < n+ 2 | n = 0,±1,±2, . . .} é um subrecobrimento de R do Ex-b) anterior. ✷

Se V = {Vi} também cobre A, V é chamado refinamento de R se para cada Vi existe um
Uj ∈ R tal que Vi ⊂ Uj .

Diz–se que R é um recobrimento localmente finito se para todo x ∈ A existe uma vizinhança
V (x) que possui interseção não nula com somente um número finito de membros de R.

– Compacticidade
Os espaços que agora entram em cena talvez apresentem, à primeira vista, alguma dificuldade

para se ter uma idéia clara sobre eles, a julgar pelas suas definições, mas são importantes porque
muitos teoremas, propriedades e aplicações de interesse referem–se a eles.

Ex :
a) Teorema : Se f : X −→ IR1 é uma função cont́ınua definida sobre um espaço compacto X,
f possui um máximo absoluto e um mı́nimo absoluto (finitos) sobre X.
b) A teoria da integração sobre variedades diferenciáveis apóia-se, por exemplo, no fato de que
estas são espaços topológicos paracompactos. ✷

a) Compacto
O subconjunto A de um espaço topológico X é compacto se todo recobrimento aberto de A

possui um subrecobrimento finito. Há quem acrescenta que X deve ser também Hausdorff, [1] e
[4].

X é um espaço compacto se o subconjunto A = X é compacto.
Esses conceitos surgiram por ocasião dos trabalhos de Heine, Borel, Lebesgue, Lindelöf e

outros [6, após teorema 3–38].
Teorema de Heine–Borel ou de Borel–Lebesgue : Se R é um recobrimento aberto de

um subconjunto fechado e limitado do IRn, existe então um subrecobrimento finito de R.
Limitado significa que o subconjunto cabe dentro de uma bola de raio finito, por exemplo.
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Será que existem outros subconjuntos compactos no IRn que não sejam do tipo fechado e
limitado? Demonstra–se que não, e dáı a afirmação: os subconjuntos compactos do IRn são
subconjuntos fechados e limitados.

Ex : A esfera Sn e o toro T n, encarados como subconjuntos do Rn+1, ou como espaços
com a topologia relativa, são compactos. ✷

Teorema: Qualquer subconjunto fechado A de um espaço compacto X é compacto. Se X
é Hausdorff, um subconjunto compacto A ⊂ X é necessariamente fechado.

O teorema apresentado no Ex-a) após à introdução de compacticidade baseia–se no seguinte
teorema:

Teorema : Seja uma f : X −→ Y uma aplicação cont́ınua. Se X é compacto, f(X) é um
subconjunto compacto em Y .

Exerćıcio 15: Demonstre este teorema. A sua demonstração já é meio caminho andado para
a resolução do Exerćıcio 19.

(Não é dif́ıcil, mas se não pensar assim, consulte Nasch–Sen [3], ou [6], ou . . .. )

b) Relativamente compacto
Um subconjunto A de X é relativamente compacto se A é compacto.
Ex : Um subconjunto limitado qualquer no IRn; aberto ou fechado ou nenhum destes. ✷

c) Localmente compacto
X é localmente compacto se cada elemento de X possui uma vizinhança compacta.
Ex : a) X compacto. b) IRn não é compacto mas é localmente compacto. ✷

Teorema : Se X é um espaço de Hausdorff localmente homeomórfico a um espaço de
Hausdorff localmente compacto, então X é também localmente compacto.

Espaços de Hausdorff localmente homeomórficos ao IRn são, portanto, localmente compactos.
Confira. Encontra-se esta situção nas variedades diferenciáveis de dimensão finita, como será
visto futuramente.

O teorema acima baseia-se num conceito que poderia ter sido apresentado anteriorente, mas
que é deixado para mais adiante (pág. 19): o conceito de espaços topológicos localmente ho-
meomórficos. Por ora, para não quebrar o encadeamento de idéias, segue um conceito relacionado
ao anterior e que é de grande importância na Geometria Diferencial (veja, por exemplo, o Ex-b)
após a introdução de compacticidade).

d) Paracompacto
X é paracompacto se é Hausdorff e se todo recobrimento aberto possui um refinamento

localmente finito.
Ex : a) X de Hausdorff e compacto. b) IRn, que não é compacto, é paracompacto. ✷

Teorema : Espaços Hausdorff localmente compactos e enumeráveis são paracompactos.
A julgar pela definição de variedade diferenciável, dada na Introdução (pág. iii), qual é

o atributo de natureza topológica que fica faltando, aparentemente, para que uma variedade
diferenciável seja paracompacta?

A pergunta acima dá a entender que não falta nada para que variedades diferenciáveis sejam
paracompactas, o que é, de fato, verdade, mas ainda não pode ser entendido aqui. É necessário
aguardar a conceituação mais detalhada de variedades diferenciáveis, o que significa esperar
pela apresentação do conceito de estrutura diferenciável, e, em chegando lá (veja o Exerćıcio
33), relembrar os dois últimos teoremas.
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e) Compactificação
Compactificação de um espaço X é um par (Y, f), onde Y é um espaço compacto e f é um

homeomorfismo de X sobre um subespaço denso de Y .
Ex : É de interesse a compactificação de IR2 + {∞} em uma esfera S2 através da seguinte

projeção estereográfica :
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•

N
S2

IR2

0 x

m
A x ∈ IR2 corresponde m ∈ S2.
Ao infinito corresponde o “pólo norte” N .
S2 − {N} é denso em S2, na topologia relativa.

✷

– Conexo e desconexo
X é conexo se não é desconexo. Entende-se intuitivamente que X não é feito de partes.
X é desconexo se existem dois subconjuntos disjuntos, não vazios e abertos, A1 e A2, tais

que X = A1 ∪A2. Os Ai, por sua vez, também podem ser desconexos.
Ex : O grupo O(3), de rotações no IR3, é desconexo e é feito de duas partes. Estas são

caracterizadas pelos valores dos determinantes das matrizes representativas dos elementos do
grupo. Para uma delas o determinante é +1, e para a outra, −1.

O grupo SO(3), formado pelos elementos de O(3) com determinante +1, é conexo.
As topologias subentendidas em O(3) e SO(3) são as topologias induzidas pelas respectivas

estruturas diferenciáveis, topologias estas apresentadas na página 31. ✷

Teorema: X é conexo se, e somente se, os únicos subconjuntos que são simultaneamente
abertos e fechados são o vazio, ∅, e o próprio X.

Exerćıcio 16: Verifique se os seguintes espaços topológicos são conexos e identifique suas par-
tes, caso não o sejam :

a) X = {1, 2, 3, 4} , U = {∅, (1234), (234), (12), 1, 2}.
b) X = {1, 2, 3, 4} , U = {∅, (1234), (123), (12), 1, 2}.

– Conexo por caminhos (path or arc-wise connected)
X é conexo por caminhos se, dados quaisquer dois elementos de X, existe um caminho

cont́ınuo entre eles. O estilo carreta-na-frente-dos-bois volta a ser empregado.
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Buraco
❆
❆
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Este conceito de conexo é mais forte , mais restritivo, do que o anterior. Todo espaço conexo
por caminhos é conexo, mas nem todo espaço conexo é conexo por caminhos.

Ex : Considere A = {(0, y) | −1 < y < 1} e B = {(x, sin π/x) | 0 < x < 1} em IR2. É
posśıvel provar que X = A ∪B é conexo mas não conexo por caminhos.
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✷

O que é um espaço simplesmente conexo? Isso depende do conceito de homotopia, a ser
apresentado mais adiante.

– Curvas paramétricas e curvas geométricas
Curva paramétrica ou, simplesmente, curva sobre X é uma aplicação do tipo

σ : I −→ X , σ : t 7−→ x = σ(t) ; I ⊂ IR1.

A imagem de I sobre X perante σ , σ(I) , é uma curva geométrica.
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Curva geométrica
❇
❇
❇▼

Ex : Considere uma lesma, que ao se locomover lentamente sobre um muro de jardim deixa
um rastro esbranquiçado sobre ele. O rastro exemplifica uma curva geométrica sobre o muro, e
a parametrização temporal dela, uma curva. Curva é, conforme sublinhado na definição, uma
aplicação, uma correspondência, e pode talvez ser melhor entendida como um movimento. Um
movimento não é só caracterizado por um rastro, mas também pela maneira, lenta ou não, como
se anda sobre ele. Uma formiga deslocando-se apressadamente sobre o mesmo rastro deixado
pela lesma exemplifica uma outra curva. ✷

Note que a uma dada curva corresponde uma única curva geométrica, mas que a uma dada
curva geométrica correspondem infinitas curvas, tantas quantas forem suas parametrizações.

– Caminhos
Caminho entre os elementos x0 e x1 de X é uma curva σ : I −→ X tal que I = [0, 1] ≡ {t |

0 ≤ t ≤ 1} e σ(0) = x0, σ(1) = x1.
Se σ é uma aplicação cont́ınua, o caminho é um caminho cont́ınuo.
Quando x1 = x0, o caminho é um caminho fechado e diz-se que tem por base ou que está

baseado no elemento x0.
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σ

Caminho fechado
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– Homotopia
Sejam dadas duas aplicações cont́ınuas de X em Y , α e β. Diz-se que α é homotópica a β se

existe uma aplicação cont́ınua

F : X × [0, 1] −→ Y , F : (x, s) 7−→ y = F (x, s)

tal que F (x, 0) = α(x) , F (x, 1) = β(x).
À medida que s em F (x, s) varia no intervalo [0, 1] ⊂ IR1, vão-se formando continuamente

aplicações intermediárias entre α e β; em outras palavras, α vai-se deformando ou transformando
continuamente em β.

Se α é homotópica a β, β é homotópica a α, pois existe uma G(x, s) cont́ınua, dada por
G(x, s) = F (x, 1 − s), tal que G(x, 0) = β(x) , G(x, 1) = α(x).

Se α é homotópica a β e β é homotópica a γ, será que α é homotópica a γ? Sim, pois existe
neste caso uma aplicação H(x, s) que satisfaz os pré-requisitos para homotopia entre α e β. Ela
é dada por

H(x, s) =

{
F (x, 2s) 0 ≤ s ≤ 1

2
G(x, 2s − 1) 1

2 ≤ s ≤ 1 ,
onde F (x, s) e G(x, s) dizem respeito à homotopia de α a β e de β a γ, respectivamente.

Homotopia estabelece, portanto, uma relação de equivalência (pág. 1), que divide o conjunto
de aplicações cont́ınuas de X em Y em classes de equivalência.

– Contrátil (contractible)
Sejam α : X −→ X, β : X −→ X dadas por α(x) = x, β(x) = x0. Diz-se que X é contrátil

a x0 ∈ X se α é homotópica a β. O espaço X “colapsa” no elemento x0.
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x0
, . . . , •

x0

s = 1

Ex : IRn é contrátil ao elemento x0 = 0, pois existe uma F (x, s) cont́ınua, dada por
F (x, s) = (1− s)x, tal que F (x, 0) = x, F (x, 1) = 0. ✷

Exerćıcio 17: Mostre que IRn é contrátil a qualquer elemento x0 de IRn.

– Caminhos homotópicos
Os caminhos entre x0 e x1 e entre x2 e x3 são homotópicos um ao outro se as respectivas

aplicações α e β são homotópicas uma a outra.
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•

•

x0

x1

•

•

x2

x3

As correspondentes curvas geométricas podem ser deformadas continuamente umas nas ou-
tras.

Caminhos homotópicos fechados e basedos num elemento x0 ∈ X qualquer são de particular
interesse, pois dão suporte à conceituação do grupo denominado grupo fundamental de X (veja
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Nash e Sen [3, caṕıtulo 3]).
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– Simplesmente conexo
X é simplesmente conexo se qualquer caminho fechado α, cont́ınuo e baseado em qualquer

elemento x0 ∈ X, é homotópico à aplicação constante β(0) = . . . = β(t) = . . . = β(1) = x0.
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Ex : a) Os grupos SU(2) e SO(3). b) As esferas Sn, n ≥ 2.
c) Não são simplesmente conexos a esfera S1 (circunferância), o grupo O(3), o toro, o cilindro

oco e, por ex., a figura plana seguinte :
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❇❇▼

Buraco
✷

– Espaços topológicos homeomorfos ou homeomórficos
X e Y são ditos homeomorfos ou homeomórficos um ao outro se existir um homeomorfismo

(pág. 3) entre eles.
Ex :
O grupo SU(2) ≡ X é o conjunto das matrizes complexas 2× 2, unitárias e unimodulares,

x ≡

(
α β

−β α

)

, |α|2 + |β|2 = 1 .

Para SU(2), bem como para outros grupos definidos ou representados por matrizes, a
operação interna que caracteriza a estrutura de grupo é definida pelo produto usual fila-coluna
de matrizes.

Considerando que existe uma aplicação bijetora

f : SU(2) −→ S3

que associa a cada matriz x ∈ SU(2) o ponto y ∈ S3 definido pelos parâmetros α = y1 + iy2 e
β = y3 + iy4 de x conforme y21 + y22 + y23 + y24 = 1, é natural escolher para SU(2) a topologia
projetiva,

USU(2) = {f
−1(U) | U ∈ US3} ,
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onde US3 é a topologia relativa (pág. 9) induzida sobre S3 pela topologia usual (pág. 8) do IR4

(repare que S3 ⊂ IR4).
USU(2) é a topologia menos fina (pág. 9) que transforma f num homeomorfismo, de modo

que SU(2) e S3 são espaços topológicos homeomorfos.
Além disso, demonstra-se que SU(2) dotado de USU(2) é um grupo topológigo (pág. 10). ✷

– Espaços topológicos localmente homeomorfos ou homeomórficos
Se para cada elemento x ∈ X existir uma vizinhança (aberta) de x homeomórfica a um

aberto em Y , X e Y são localmente homeomorfos.
X e Y homeomorfos (globalmente) são localmente homeomorfos.

– Relação de equivalência entre espaços topológicos

Exerćıcio 18: Demonstre que homeomorfismo entre espaços topológicos estabelece uma relação
de equivalência (pág. 1).

Lembre que relações de equivalência devem satisfazer as propriedades de reflexividade, sime-
tria e transitividade. Na demonstração da transitividade, recorde o Exerćıcio 4.

– Classes de equivalência
Em vista do exerćıcio anterior, espaços topológicos encontram-se divididos em classes de

equivalência.

– Invariantes topológicos
São propriedades, estruturas matemáticas complexas, etc. que não variam perante homeo-

morfismos.
São propriedades comuns a espaços topológicos homeomorfos. Classificam as classes de

equivalência formadas por estes.
Ex : Ser compacto. Ser conexo. O grupo fundamental. Os grupos de homologia e de

cohomologia. As classes de Chern, de Euler e de Pontrijagin (veja, por exemplo, Três Senhoras
e Nash-Sen). ✷

Exerćıcio 19: Seja f : X −→ Y um homeomorfismo. Demonstre que:
a) se X é compacto, Y também o é; (veja Exerćıcio 15)
b) se X é conexo, Y também o é.
(Não é dif́ıcil, mas, caso sinta necessidade, consulte Nash e Sen [3] ou . . ..)

– Pergunta
Você não acha admirável como tanta coisa interessante resulta do simples fato de conside-

rarmos para um conjunto qualquer um sistema de subconjuntos que chamamos de abertos e que
satisfazem certas propriedades, os postulados de Hausdorff?

E há muito mais. Aguarde.



Caṕıtulo 2

VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

2.1 Introdução

Os objetos básicos sobre os quais se apóia a Geometria Diferencial são as variedades dife-
renciáveis.

O conceito de variedade generaliza o conceito de superf́ıcie no IR3. A definição não faz, porém,
nenhuma referência a mergulho (embedding) no IRn. Ela se baseia na generalização da idéia de
parametrização de superf́ıcies.

Uma representação paramétrica parcial ou global de uma superf́ıcie dada é uma aplicação
bijetora ϕ : U −→ V de uma região U da superf́ıcie, que pode ser uma parte dela ou ela inteira,
em um aberto V do IR2 com a topologia usual, chamado neste contexto de espaço dos parâmetros
ou espaço das coordenadas.
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�✒

Superf́ıcie Espaço dos
parâmetros

ϕ : U −→ V ; x = x(u, v) , y = y(u, v) , z = z(u, v).

Uma tal representação é denominada carta, mapa ou sistema de coordenadas. U é o domı́nio
do mapa, e os parâmetros (u, v) são as coordenadas do ponto P ∈Superf́ıcie no mapa.

Ex : Esfera S2, com ϕα : Uα −→ Vα dada por
x = sinuα cos vα , y = sinuα sin vα , z = cos uα.

0 < uα < π , 0 < vα < 2π.
Os parâmetros (uα, vα) são as coordenadas esférico–polares (θ, φ) usuais da esfera. Qual é o
domı́nio Uα do mapa? ✷

Repare que neste exemplo – em outros também – a aplicação ϕ : U −→ V é definida em
termos da sua inversa, ϕ−1 : V −→ U , para o que não há nenhum impedimento, visto que ϕ é
bijetora.
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Pode ocorrer que seja posśıvel cobrir a superf́ıcie toda com um único mapa, mas também pode
acontecer que não o seja. A esfera, por exemplo, requer no mı́nimo dois sistemas de coordenadas
– note que a tentativa de cobri–la com um único mapa, modificando, por exemplo, o sistema
de coordenadas apresentado acima mediante a especificação 0 ≤ uα ≤ π , 0 ≤ vα ≤ 2π, não
funciona, pois neste caso Vα deixa de ser subconjunto aberto no IR2.

Os diversos mapas requeridos para cobrir toda a superf́ıcie devem ser compat́ıveis uns com
os outros. Um conjunto qualquer de mapas cujos domı́nios recobrem toda a superf́ıcie e que são
compat́ıveis entre si é denominado atlas.

Ex : Esfera S2 com os mapas formados pelo sistema de coordenadas do Ex anterior e por
ϕβ : Uβ −→ Vβ dado por

x = − sinuβ cos vβ , y = cos uβ , z = sinuβ sin vβ.
0 < uβ < π , 0 < vβ < 2π .

Observe que os domı́nios Uα e Uβ destes dois mapas recobrem realmente a esfera. ✷

Exerćıcio 20: Desenhe sobre Vβ ⊂ IR2 a imagem da interseção Uα ∩ Uβ perante ϕβ. Constate
que ela é um aberto do IR2.

As aplicações correspondentes às mudanças de coordenadas (uα, vα) ⇋ (uβ , vβ) dos pontos
que aparecem na interseção Uα ∩ Uβ dos domı́nios de dois mapas são chamadas de funções de
passagem ou funções de mudança de coordenadas. Elas transformam regiões do IR2 em regiões
do IR2 e são, portanto, pasśıveis de análise em termos do Cálculo Diferencial usual. O que
se entende por compatibilidade de dois mapas diz respeito à continuidade e diferenciabilidade
destas funções e será apresentado mais adiante (pág. 22).

Dois atlas são ditos equivalentes quando a união deles é também um atlas. Neste caso, cada
mapa de um dos atlas é compat́ıvel com cada mapa do outro atlas. Pode-se demonstrar que
atlas equivalentes formam uma classe de equivalência.

Ao considerar classes de equivalência de atlas na descrição de superf́ıcies, tem-se em mente
que não há preferência, em prinćıpio, por nenhum sistema de coordenadas em relação a outros.
Cada atlas é igualmente bom para descrever a superf́ıcie.

Isso não significa que algum sistema de coordenadas não seja mais adequado do que ou-
tro para outros aspectos. Por exemplo, dado um sistema mecânico sujeito a forças centrais e
movendo-se sobre um plano, para descrever o espaço de configuração, o plano, o uso de coorde-
nadas cartesianas ou plano-polares é igualmente bom, mas para obter as simetrias dinâmicas e
resolver as equações de movimento as coordenadas plano-polares são mais adequadas.

O conjunto de todos os mapas de uma classe de equivalência de atlas (são em número infinito)
é denominado atlas maximal ou atlas máximo (maximal atlas). Um dado atlas gera um único
atlas maximal, mas um atlas maximal é gerado por mais de um atlas. Um mapa qualquer de
um atlas maximal chama-se mapa admisśıvel.

Atlas maximais viabilizam a definição, sobre superf́ıcies, de estruturas e instrumentos defi-
nidos originalmente sobre o IR2.

O Cálculo Diferencial usual foi desenvolvido e tem, por conseguinte, seu ambiente de atuação
nos espaços de norma euclidiana IRn, n = 1, 2, 3, . . .. A derivada ou diferencial de uma aplicação

f : IRn −→ IRm é um operador linear, representado pela matriz de derivadas parciais ∂(f1,f2,...,fm)
∂(x1,x2,...,xn)

,

que atua sobre os vetores do IRn e associa a cada um destes um vetor do IRm. Veja, por exemplo,
[1, caṕıtulo II.A] e [2, caṕıtulo 1.3].

Ao ser estendido o Cálculo a uma superf́ıcie qualquer, a derivada de uma aplicação f :
Superf́ıcie −→ IR1 passa a atuar sobre vetores tangentes. Estes são usualmente visualizáveis
no IR3 como flechas que tocam a superf́ıcie em algum ponto e que a tangenciam. Os vetores
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tangentes em um ponto da superf́ıcie especificam um plano no IR3, tangente à superf́ıcie no
ponto, e formam um espaço vetorial, denominado espaço (vetorial) tangente.

Para que a derivada da aplicação tenha sentido num ponto da superf́ıcie, é fundamental que
exista espaço tangente no ponto, pois é sobre os vetores deste espaço que a derivada no ponto
atua como operador linear.

Superf́ıcie diferenciável é uma superf́ıcie que possui plano tangente em cada ponto. Ela serve
de modelo ao conceito de variedade diferenciável.

Ex : A esfera S2 , x2 + y2 + z2 = 1, é o exemplo clássico. O cone x2− y2− z2 = 0 , x ≥ 0
é um contra–exemplo, pois não possui plano tangente na origem (x = y = z = 0). ✷

Quando a superf́ıcie é dada por uma relação F (x, y, z) = 0, mesmo que localmente, existe
plano tangente no ponto P0 = (x0, y0, z0) se

(∂F∂x )P0 6= 0 e/ou (∂F∂y )P0 6= 0 e/ou (∂F∂z )P0 6= 0 ; (A)

a equação do plano é (∂F∂x )P0(x− x0) + (∂F∂y )P0(y − y0) + (∂F∂z )P0(z − z0) = 0.

Neste caso, supondo (∂F∂z )P0 6= 0, por exemplo, é posśıvel representar parametricamente a
superf́ıcie em torno de P0 através de x = u , y = v , z = f(x, y) = f(u, v) , onde f(x, y) é
obtida por integração a partir das seguintes expressões: ∂f

∂x = −∂F
∂x /

∂F
∂z , ∂f

∂y = −∂F
∂y /

∂F
∂z , as

quais decorrem do diferencial dF = ∂F
∂x dx+ ∂F

∂y dy +
∂F
∂z dz.

Note que a representação assim obtida satisfaz (B) abaixo.
Por outro lado, dado um mapa ϕ : U −→ V , existe plano tangente em P0 ∈ U se

∣
∣
∣
∂(x,y)
∂(u,v)

∣
∣
∣
P0

6= 0 e/ou
∣
∣
∣
∂(x,z)
∂(u,v)

∣
∣
∣
P0

6= 0 e/ou
∣
∣
∣
∂(y,z)
∂(u,v)

∣
∣
∣
P0

6= 0 . (B)

Neste caso pode-se obter também uma relação F (x, y, z) = 0 que descreve a superf́ıcie
localmente em torno de P0 e que satisfaz (A) acima, do seguinte modo: seja, por exemplo,
∣
∣
∣
∂(x,y)
∂(u,v)

∣
∣
∣
P0

6= 0; isolam-se u e v em função de x e y, o que é posśıvel pelo teorema da função

inversa, e substituem-se u = u(x, y) e v = v(x, y), assim obtidas, em z = z(u, v), o que dá z =
z(u(x, y), v(x, y)) = f(x, y) e, conseqüentemente, a relação desejada, F (x, y, z) = z−f(x, y) = 0.

Do cumprimento da condição (B) para mapas que se superpõem sobre uma superf́ıcie dife-

renciável, conclui-se, das relações entre jacobianos
∣
∣
∣

∂(x,y)
∂(uα,vα)

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

∂(x,y)
∂(uβ ,vβ)

·
∂(uβ ,vβ)
∂(uα,vα)

∣
∣
∣ , . . ., que as

mudanças de coordenadas devem satisfazer

∣
∣
∣
∂(uβ ,vβ)
∂(uα,vα)

∣
∣
∣ 6= 0 e

∣
∣
∣
∂(uα,vα)
∂(uβ ,vβ)

∣
∣
∣ 6= 0 , (C)

ou seja, que elas devem ser diferenciáveis, até 1a ordem pelo menos, em todos os pontos de
interseção dos mapas.

Esta propriedade das funções de passagem é muito importante, como será visto adiante. Ela
e a exigência de que os domı́nios das referidas funções (as imagens de Uα ∩ Uβ perante ϕα e
ϕβ) sejam abertos no espaço dos parâmetros IR2 constituem o critério de compatibilidade entre
mapas referido anteriormente (pág. 21).

Estrutura diferenciável é um atlas maximal baseado neste critério de compatibilidade.
Toda superf́ıcie diferenciável possui uma estrutura diferenciável. A estrutura pode, porém,

não ser única, ou, em outras palavras, a superf́ıcie pode admitir mais de uma estrutura. Neste
caso, isso significa que os atlas de uma estrutura não são equivalentes aos atlas de outra estru-
tura, ou seja, que o critério de compatibilidade é violado para mapas admisśıveis de estruturas
diferenciáveis distintas. Confere?
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Considere, por exemplo, o plano (X,Y ) no IR3, dado por F (x, y, z) = z = 0. Trata–se de
uma superf́ıcie diferenciável, pois a condição (A) (pág. 22) cumpre-se em todos os pontos do
plano.

Aprecie agora os atlas (1), (2) e (3) do plano em questão, constitúıdos, cada um deles, de
um único mapa:

(1) ϕα : plano (X,Y ) −→ IR2 ; x = uα , y = vα ; z = 0 .

Uα =todo o plano , ϕα é bijetora , Vα = IR2 é aberto.
Note que (B) (pág. 22) cumpre-se em todos os pontos do plano. Confira.
A estrutura diferenciável usual do plano é formada por todos os mapas (são em número

infinito) compat́ıveis com este atlas.

Exerćıcio 21: Considere o sistema de coordenadas plano–polares :
ϕ : U −→ V ; x = r cos θ , y = r sin θ , z = 0 ; 0 < r , −π < θ < +π

a) Identifique U e V (faça um desenho).
b) Determine os domı́nios das funções de passagem referentes a este mapa e o atlas (1), ou

seja, desenhe sobre Vα e sobre V a imagem de Uα ∩ U perante ϕα e ϕ, respectivamente.
d) Constate que o sistema de coordenadas plano–polares é um mapa admisśıvel à estrutura

diferenciável usual do plano, ou seja, mostre que as regiões determinadas no item b) são abertos
do IR2 e que os jacobianos de transformação das funções de passagem satisfazem (C).

(2) ϕβ : plano (X,Y ) −→ IR2 ; x = u
1/3
β , y = v

1/3
β , z = 0 .

Uβ =todo o plano, ϕβ é bijetora e Vβ = IR2 é aberto.
Note que este mapa é um mapa leǵıtimo, que satisfaz a definição de mapa (pág. 20). Confira

os valores dos determinantes (B) em todo o plano. O que acontece sobre os eixos X e Y ? Por
acaso a condição (A) deixa de cumprir-se sobre estes eixos?

As funções de passagem (uβ = u3α , vβ = v3α) e (uα = u
1/3
β , vα = v

1/3
β ) referentes aos mapas

(1) e (2) não satisfazem uma das duas condições para compatibilidade, a condição (C), sobre

os eixos X e Y . Confira. Os atlas (1) e (2) não são, portanto, equivalentes e geram estruturas
diferenciáveis distintas!

Exerćıcio 22: Considere o atlas

(3) ϕγ : plano (X,Y ) −→ IR2 ; x = u3γ , y = v3γ , z = 0 .

Uγ =todo o plano, ϕγ é bijetora e Vγ = IR2 é aberto.
a) Verifique se (B) se cumpre em todo o plano, sem esquecer os eixos X e Y .
b) Este atlas é equivalente a algum dos atlas anteriores, ou ele gera mais outra estrutura

diferenciável?

O conceito de variedade diferenciável generaliza o conceito de superf́ıcie com estrutura
diferenciável.

Se uma estrutura é formada por um atlas maximal no qual a condição (C) é substitúıda pela
condição de que as funções de passagem sejam somente cont́ınuas, temos uma variedade simples,
sem o adendo diferenciável.

Exerćıcio 23: Verifique se os atlas (1), (2) e (3) do plano (X,Y ) pertencem a uma mesma
estrutura quando (C) é substitúıda pela condição de continuidade das funções de passagem.
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Superf́ıcie com estruturas diferenciáveis distintas, o plano (X,Y ) com as estruturas geradas
pelos atlas (1), (2), ..., por exemplo, são consideradas variedades diferenciáveis distintas. À
esfera S7 estão associadas 28 variedades diferenciáveis diferentes; para as esferas S8, S9 etc. este
número entra rapidamente na casa dos milhões! Veja, por exemplo, a referência [7].

A estrutura diferenciável é a alma das variedades diferenciáveis. É ela que viabiliza a definição
intŕınsica de vetor tangente, conforme será visto no próximo caṕıtulo, e dá, conseqüentemente,
suporte à extensão do Cálculo Diferencial a espaços que não são necessariamente espaços lineares
com norma.

Nem todo espaço topológico admite estrutura diferenciável (um conjunto discreto, por exem-
plo), de modo que estudar variedades diferenciáveis implica uma restrição. Esta restrição é,
porém, compensada enormemente pelo acesso a um novo universo, riqúıssimo em estruturas
matemáticas decorrentes da existência de estrutura diferenciável e que estão, portanto, fora do
alcance da Topologia sozinha.

Este universo é a Geometria Diferencial.

– Variedades em geral
Na literatura não há padronização quanto à conceituação de variedade, variedade dife-

renciável e variedade topológica diferenciável; o mesmo nome é dado a objetos concebidos de
maneira diferente. Não há, porém, perigo de confusão, porque nos contextos onde aparecem
esses elementos o significado é sempre claro.

No que segue serão apresentadas as duas principais concepções desses elementos, não só
porque, dependendo do emprego, ora uma, ora outra conceituação é mais prática, mas, também,
porque por comparação reforça-se a própria compreensão dos conceitos.

Primeiro, de modo superficial, alguns aspectos gerais; depois, com mais cuidado, uma dis-
criminação mais detalhada.

– Variedade Ck (Ck–manifold)
É um par (Conjunto M , Estrutura Ck).
O atributo Ck quer dizer que todas as funções de passagem viabilizadas pela estrutura são

no mı́nimo de classe Ck nas respectivas regiões de definição.
Funções f : IRn −→ IRm são ditas de classe Ck em U ⊂ IRn se suas derivadas (derivadas

parciais) de k-ésima ordem existem e são cont́ınuas em todos os pontos de U .
Quando k ≥ 1, temos uma estrutura diferenciável de classe Ck, e a variedade Ck é neste caso

uma variedade diferenciável de classe Ck.
Uma variedade C0 na qual as funções de passagem não são todas diferenciáveis é denominada

variedade simples.
Se algumas das funções de passagem possuem derivadas de 1a ordem não-cont́ınuas, o que

significa uma propriedade intermediária entre C0 e C1, a variedade não é variedade C1, mas é
variedade C0, apesar de não ser variedade simples. Mesmo não sendo de classe C1, ela costuma
também ser chamada de variedade diferenciável.

A estrutura Ck (k ≥ 0) permite induzir sobre M uma topologia. A variedade torna-se
neste caso um espaço topológico localmente euclidiano, no sentido topológico, e não métrico. A
topologia induzida pode, porém, não ser Hausdorff.

Para a Geometria Diferencial são de interesse variedades Ck nas quais a topologia induzida
seja Hausdorff e enumerável, as quais podem, portanto, ser encaradas estaticamente como pares
constitúıdos de espaço topológico de Hausdorff enumerável e de estrutura diferenciável de classe
Ck, devendo, porém, ser notado que a topologia emM é definida nesta concepção posteriormente,
depois de introduzida a estrutura diferenciável.



Caṕıtulo 2. Variedades Diferenciáveis 25

Em geral, saber o valor exato de k em Ck não é muito importante, e por isso k não costuma
ser explicitado, subentendendo-se ser ele suficientemente grande para os propósitos a que se
destinam as variedades. Freqüentemante k é considerado igual a infinito.

– Variedade topológica de classe Ck

É um par (Espaço topológico Hausdorff e enumerável M , Estrutura Ck) .
Aparece também na literatura sob o nome abreviado de variedade Ck.
A topologia sobre M é considerada neste caso desde o ińıcio, ou seja, antes da introdução

da estrutura Ck.
Quanto à denominação das variedade quando k = 0, k ≥ 1, etc., valem as mesmas observações

anteriores, com o adendo de que se trata de variedades topológicas (M é um espaço topológico).
As duas formas de variedades, a de variedade Ck com topologia induzida e a de variedade

topológica de classe Ck, costumam receber, ambas, o nome genérico de variedade diferenciável
ou, simplesmente, variedade.

As suas concepções diferem quanto às definições de carta, mapa ou sistema de coordenadas
e de compatibilidade de cartas e requerem apresentação mais detalhada em separado.

2.2 Variedade C
k

– Referências
A presente concepção de variedades encontra–se, por exemplo, nas seguintes referências:
a) Três Senhoras [1, cap. 7]; a matéria está resumida; refere–se a variedades de dimensão

infinita.
b) Abraham-Marsden [2, cap. 1.4]; a matéria está bem detalhada; o livro é um clássico,

possui muito material e é muito referido na literatura.
c) R. D. Richtmyer [8, cap. 23.1, 2, 3 e 4]; apresentação detalhada da matéria; ótima

discussão sobre a vantagem desta concepção de variedades para uso na F́ısica; possui muito
material sobre grupos.

d) W. L. Burke [9, cap. II.7]; a matéria encontra–se espalhada; o estilo de apresentação é
mais informal do que nos outros livros; possui boas observações e idéias; é estimulante e motiva
o leitor.

– Ponto de partida
Seja M um conjunto.
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– Carta ou mapa ou sistema de coordenadas locais
É um par (U,ϕ) onde
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a) U ⊂M é denominado domı́nio da carta;
b) ϕ : U −→ V ⊂ IRn , ϕ : m 7−→ x é uma bijeção
de U em V , na qual V é um aberto do IRn munido da
topologia usual (baseada em bolas abertas);
c) n, em IRn, chama-se dimensão da carta;
d) x ≡ (x1, x2, . . . , xn) é dita a representação de m ∈M
e xi, a i–ésima coordenada de m ∈M na carta.

O conceito de carta aplica–se não só a superf́ıcies mergulhadas no IRn, mas também a con-
juntos mais abstratos, como, por exemplo, um grupo de Lie.

O usuário de variedades diferenciáveis não constrói cartas. Ele as admite dadas.
Em F́ısica, os elementos de um conjunto de interesse são em geral definidos através de cartas,

explicita ou implicitamente.
Ex :

Estados de equiĺıbrio termodinâmico de um sistema termodinâmico simples. Segundo Callen [10,
pág. 12], postulado I, são particulares estados termodinâmicos completamente caracterizados
macroscopicamente pelos valores da energia interna U , do volume V e dos números de mols
N1, N2, . . . , Nr dos componentes qúımicos do sistema. ✷

Neste exemplo, como em outros, considera–se um conjunto de grandezas mensuráveis rele-
vantes a uma situação de interesse f́ısico (U, V,N1, N2, . . . , Nr, no presente caso), entendem-se
estas como coordenadas dos pontos de um aberto V do espaço dos parâmetros IRn (n = r + 2)
e definem–se os elementos do conjunto U ⊂ M associado à situação em questão (conjunto dos
estados de equiĺıbrio termodinâmico) como sendo as pré–imagens dos pontos de V ⊂ IRn perante
uma aplicação bijetora, ϕ : U ⊂M −→ V ⊂ IRn, cuja existência é admitida por hipótese.

Se o espaço dos parâmetros, IRn, é entendido como Terra, o conjunto M pode ser entendido
como Céu.

– Ck–compatibilidade de cartas
Duas cartas (Uα, ϕα) e (Uβ , ϕβ) são ditas Ck–compat́ıveis se Uα ∩ Uβ = ∅ (trivialmente

compat́ıveis) ou, no caso de Uα ∩ Uβ 6= ∅, se
1) ϕα(Uα ∩ Uβ) e ϕβ(Uα ∩ Uβ) são abertos em IRn.
2) as aplicações, denominadas funções de passagem ou funções de mudança de coordenadas,

ϕβ ◦ ϕ
−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

ϕα ◦ ϕ
−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ) ,

isto é,
xiβ = xiβ(x

1
α, . . . , x

n
α)

xjα = xjα(x1β, . . . , x
n
β) , i, j = 1, . . . , n

são, cada uma delas, funções de classe Ck em todos os pontos das respectivas regiões de definição,
isto é, nas imagens de Uα ∩ Uβ perante ϕα e ϕβ .
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O determinante da matriz formada pelas derivadas parciais das funções de passagem,

Jαβ(xα) :=

∣
∣
∣
∣
∣

∂(x1β , ..., x
n
β)

∂(x1α, ..., x
n
α)

∣
∣
∣
∣
∣
,

chama-se jacobiano de transformação da mudança de cartas α −→ β (subentedido Ck, k 6= 0).

Exerćıcio 24: Mostre que, para Ck, k 6= 0:
a) as funções de passagem satisfazem as relações

n∑

l=1

∂xiβ
∂xlα

(xα)
∂xlα

∂xjβ
(xβ(xα)) = δij i, j = 1, ..., n ;

onde δij é a delta de Kronecker, que assume os valores 1, se i = j, ou 0, se i 6= j.

(Note que
∂xi

β

∂xj
β

= δij , pois as coordenadas x
i
β, i = 1, ..., n são funções independentes umas das

outras.)
b) os jacobianos de transformação Jαβ(xα) e Jβα(xβ) estão relacionados através de

Jαβ(xα)Jβα(xβ(xα)) = 1.

(Use as relações obtidas no item anterior e propriedades do produto e do determinante de
matrizes.)

Pode ocorrer facilmente que duas cartas que satisfazem a condição de compatibilidade 1)
não satisfaçam a condição 2).
Ex : As cartas (1) e (2) (pág. 23) referentes ao plano (X,Y ), apresentadas na Introdução,
satisfazem 1), mas não 2), sobre os eixos X e Y . ✷

Elas não são, portanto, compat́ıveis.
Pode acontecer também que duas cartas obedeçam à condição 2) sem obedecer à condição

1).
Ex : Seja M a união dos eixos X e Y no IR2. As cartas

Uα = {(x, y) | x = 0} , ϕα(x, y) = y ,
Uβ = {(x, y) | y = 0} , ϕβ(x, y) = x
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satisfazem 2) trivialmente, mas não satisfazem 1), pois Uα ∩ Uβ = {(0, 0)} é composto de um
único ponto, que não é subconjunto aberto em nenhuma das duas cartas. ✷

A compatibilidade implica a igualdade das dimensões das cartas, nα = nβ (Uα ∩ Uβ 6= 0).
Por quê?

As funções de passagem de cartas compat́ıveis são homeomórficas. Confira.
Para k ≥ 1, elas são mais do que homeomórficas; elas são difeomórficas de classe Ck. Veja

no que segue o significado disso.
Uma aplicação f : IRn −→ IRn qualquer é difeomórfica ou um difeomorfismo de classe Ck

quando f é bijetora e f e f−1 são, ambas, de classe Ck (k ≥ 1).

Exerćıcio 25: Qual é a classe Ck de compatibilidade entre a carta (1) e o sistema de coorde-
nadas plano-polares, dado no Exerćıcio 21 ?

– Atlas Ck

É uma famı́lia {(U1, ϕ1), . . . , (Uα, ϕα), . . .} de cartas cujos domı́nios constituem um recobri-
mento de M (veja pág. 13) e que são mutuamente Ck–compat́ıveis.
Ex :

Considere M = S2, formada pelos pontos do IR3 que obedecem à equação x2 + y2 + z2 = 1.
As projeções estereográficas dos pólos Norte e Sul de S2 sobre o plano z = 0 do IR3 formam um
atlas.

Carta α
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N

x

y

z

xα

yα

(xα, yα)

�
�✠

m = (x, y, z)
Uα = S2 − {N} , Vα = IR2 , ϕα : Uα −→ Vα

ϕα : (x, y, z) 7−→ (xα, yα),
xα = x

1−z , yα = y
1−z ;

ϕ−1
α : (xα, yα) 7−→ (x, y, z),

x = 2xα

1+x2
α+y2α

, y = 2yα
1+x2

α+y2α
, z = − (1−x2

α−y2α)
1+x2

α+y2α
.

Carta β
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xβ

yβ

�
�✠

m = (x, y, z)
Uβ = S2 − {S} , Vβ = IR2 , ϕβ : Uβ −→ Vβ

ϕβ : (x, y, z) 7−→ (xβ, yβ),
xβ = x

1+z , yβ = y
1+z ;

ϕ−1
β : (xβ, yβ) 7−→ (x, y, z),

x =
2xβ

1+x2
β+y2β

, y =
2yβ

1+x2
β+y2β

, z =
1−x2

β−y2β
1+x2

β+y2β
.

✷
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Exerćıcio 26:
a) Quais são as coordenadas do pólo Norte nas cartas α e β? Idem para o pólo Sul.
b) Verifique se as cartas satisfazem a condição 1) para compatibilidade de cartas.
c) Mostre que as funções de mudança de coordenadas são dadas por

xβ = xα

x2
α+y2α

yβ = yα
x2
α+y2α

e
xα =

xβ

x2
β+x2

β

yα =
yβ

x2
β
+x2

β

d) Verifique se as cartas obedecem à condição 2) para compatibilidade de cartas. Qual é a
classe Ck do atlas?

e) Verifique se os jacobianos de transformação J ≡
∣
∣
∣
∂(xβ ,yβ)
∂(xα,yα)

∣
∣
∣ e J−1 ≡

∣
∣
∣
∂(xα,yα)
∂(xβ ,yβ)

∣
∣
∣ são positivos

em todos os pontos de Uα ∩ Uβ. Se forem, está demonstrado que S2 é orientável, conforme a
definição de orientabilidade dada na pág. 35. Se não forem, isso não significa que S2 não é
orientável.

Ex :
Considere novamente M = S2, definida por x2 + y2 + z2 = 1 no IR3. Um outro atlas de S2,

com 6 cartas, é dado pelas projeções, paralelas aos eixos coordenados, das calotas esféricas sobre
os respectivos planos equatoriais, deixando de fora os elementos das linhas equatoriais.
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xc

yc

�
�✠

m = (x, y, z)

Uc = {(x, y, z) | z > 0} , Vc = {(xc, yc) | x
2
c + y2c < 1}

ϕc : Uc −→ Vc , ϕc : (x, y, z) 7−→ (xc, yc),
xc = x , yc = y ;

ϕ−1
c : (xc, yc) 7−→ (x, y, z),
x = xc , y = yc , z = +

√

1− x2c − y
2
c .

Carta b (baixo)
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yb

xb

❅
❅■

m = (x, y, z)

Ub = {(x, y, z) | z < 0} , Vb = {(xb, yb) | x
2
b + x2b < 1}

ϕb : Ub −→ Vb , ϕb : (x, y, z) 7−→ (xb, yb),
xb = y , yb = x;

ϕ−1
b : (xb, yb) 7−→ (x, y, z),

x = yb , y = xb , z = −
√

1− x2b − y
2
b .
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Note que xb e yb não são x e y, mas, sim, y e x, respectivamente. Compare com a carta c.
Essa escolha leva à demonstração de que a esfera é orientável.

Carta d (direita)
ϕd : {(x, y, z) | y > 0} −→ {(xd, yd) | x

2
d + y2d < 1} ; ϕd : (x, y, z) 7−→ (xd = z , yd = x)

ϕ−1
d : (xd, yd) 7−→ (x = yd , y = +

√

1− x2d − y
2
d , z = xd) .

Carta e (esquerda)
ϕe : {(x, y, z) | y < 0} −→ {(xe, ye) | x

2
e + y2e < 1} ; ϕe : (x, y, z) 7−→ (xe = x , ye = z)

ϕ−1
e : (xe, ye) 7−→ (x = xe , y = −

√

1− x2e − y
2
e , z = ye) .

Carta f (frente)
ϕf{(x, y, z) | x > 0} −→ {(xf , yf ) | x

2
f + y2f < 1} ; ϕf : (x, y, z) 7−→ (xf = y , yf = z)

ϕ−1
f : (xf , yf ) 7−→ (x = +

√

1− x2f − y
2
f , y = xf , z = yf ) .

Carta a (atrás)
ϕa : {(x, y, z) | x <)} −→ {(xa, ya) | x

2
a + y2a < 1} ; ϕa : (x, y, z) 7−→ (xa = z , ya = y)

ϕ−1
a : (xa, ya) 7−→ (x = −

√

1− x2a − y
2
a , y = ya , z = xa) . ✷

Exerćıcio 27:
a) Quais são os pares de cartas, dentre as cartas do Ex anterior, que são trivialmente

compat́ıveis?
b) Comprove que ϕc(Uc ∩ Ud) e ϕd(Uc ∩ Ud), por exemplo, são abertos.
c) Mostre que as funções de passagem referentes às cartas c e d são

xc = yd , yc =
√

1− x2d − y
2
d

xd =
√

1− x2c − y
2
c , yd = xc.

d) Constate que os jacobianos de transformação Jcd ≡
∣
∣
∣
∂(xd,yd)
∂(xc,yc)

∣
∣
∣ e Jbd ≡

∣
∣
∣
∂(xb,yb)
∂(xd,yd)

∣
∣
∣, por exem-

plo, são positivos. Este atlas é formado por cartas em que todos os jacobianos de transformação
de cartas que se superpõem são positivos. A esfera, portanto, é orientável. Qual seria, porém,
o sinal do jacobiano Jbd se a carta b fosse dada por

ϕb : (x, y, z) 7−→ (xb = x , yd = y)

ϕ−1
b : (xb, yb) 7−→ (x = xb , y = yb , z = −

√

1− x2b − y
2
b ?

e) Qual você acha que é a classe Ck do presente atlas?

– Atlas Ck–equivalentes
Dois atlas Ck, A e A′, são ditos Ck–equivalentes ou, simplesmente, equivalentes se
a) a união A ∪A′ é um atlas Ck,

ou, equivalentemente, se
b) cada carta α ∈ A é Ck–compat́ıvel com cada carta β ∈ A′.

Exerćıcio 28: Mostre que atlas equivalentes formam uma classe de equivalência.

Exerćıcio 29: No livro das Três Senhoras [1], página 192, é dito que os dois atlas referentes à
esfera S2, apresentados nos dois últimos Exs, são C∞–equivalentes. Confira isso parcialmente,
analisando a compatibilidade das cartas α e b.

– Estrutura Ck, atlas maximal e carta admisśıvel
Estrutura Ck , simbolizada simplesmente por E ,
a) é uma classe de equivalência de atlas Ck,

ou, equivalentemente,
b) é um atlas maximal.
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Atlas maximal ou atlas máximo é um atlas tal que qualquer carta Ck–compat́ıvel com cada
carta dele pertence a ele.

Carta admisśıvel é uma carta pertencente a um atlas maximal.
Dado um atlas Ck, a união de todos os atlas Ck–equivalentes ao atlas dado é a estrutura Ck

gerada por ele.
Dado um atlas Ck, existe só uma única estrutura Ck à qual pertence o atlas dado.
Estrutura diferenciável de classe Ck é uma estrutura Ck com k ≥ 1.

– Topologia induzida por uma carta
A topologia induzida pela carta ϕ : U −→ V em U ⊂M
a) é a topologia menos fina (pág. 8) que torna a aplicação (bijetora) ϕ homeomórfica,

ou, equivalentemente,
b) é o sistema de subconjuntos de U formados pelas pré–imagens dos abertos em V ⊂ IRn

perante ϕ (veja a definição de topologia induzida na pág. 8).

– Topologia induzida por duas cartas compat́ıveis
A topologia induzida por duas cartas compat́ıveis (Uα, ϕα) e (Uβ, ϕβ) é a topologia que declara

abertos em Uα ∪ Uβ ⊂ M todos os subconjuntos abertos nas topologias induzidas pelas cartas
α e β e as uniões arbitrárias destes abertos.

Exerćıcio 30: No caso de Uα∩Uβ 6= 0, demonstre que as condições 1) e 2) para compatibilidade
de cartas garantem que a topologia induzida pela carta α coincide com a topologia induzida pela
carta β na região Uα ∩ Uβ, e vice-versa.

Será que as condições 1) e 2) garantem que a topologia induzida em Uα∪Uβ seja Hausdorff?
Não necessariamente, conforme exemplo a seguir.

Ex :
Considere o conjuntoM composto de três cópias do IR1. Os elementos deM são representáveis

por (x, r), onde x é um número real e r indica uma das três cópias, a, b ou c, do IR1. Considere
as duas cartas

Uα = {(x, a) | x ≥ 0} ∪ {(x, b) | x < 0} , ϕα(x, r) = x ,
Uβ = {(x, c) | x ≥ 0} ∪ {(x, b) | x < 0} , ϕβ(x, r) = x .

Cada carta é homeomórfica ao IR1, mas os pontos P = (0, a) e Q = (0, c) não são separados,
pois não possuem vizinhanças disjuntas; qualquer par de vizinhanças de P e Q possui pontos de
{(x, b) | x < 0} em comum. A topologia induzida pelas duas cartas não é, portanto, Hausdorff.
✷

– Topologia induzida pela estrutura diferenciável.
A topologia induzida por uma estrutura diferenciável em M é a topologia que declara abertos

em M os subconjuntos abertos nas topologias induzidas por todas as cartas pertencentes à
estrutura e as uniões arbitrárias destes abertos.

– Variedade Ck de dimensão n
Repetitio est mater studiorum1: Variedade Ck é um par (M, E) constitúıdo de um conjunto

M e de uma estrutura Ck E (veja pág. 24).
Para trazer à luz o universo riqúıssimo da Geometria Diferencial, é conveniente que a topolo-

gia induzida em M seja Hausdorff e enumerável. Neste caso, mesmo que ela tenha sido definida
em M posteriormente, e não de ińıcio, o resultado final da presente concepção também pode ser

1 Significado: repetição é a mãe dos estudos. Abreviação para uso futuro: R.E.M.S.
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entendido como um par composto de um espaço topológico de Hausdorff enumerável e de uma
estrutura diferenciável.

Todas as cartas de uma estrutura diferenciável possuem a mesma dimensão n. Por quê?
Chama–se dimensão da variedade a dimensão das cartas e exibe–se esta caracteŕıstica da

variedade na representação desta denotando–a, a variedade, por Mn.

2.3 Variedade topológica de classe C
k

– Referências
A presente concepção encontra–se, por exemplo, nas referências seguintes:
a) Três Senhoras [1, cap. 3]; a matéria é apresentada de modo detalhado e conciso; este livro

é ótimo para consultas em geral; possui exelente ı́ndice remissivo; é muito referido na literatura;
é um bom investimento acostumar–se com ele.

b) C. von Westenholz [4, cap. 3]; encontra–se o assunto bem detalhado e com exemplos;
possui farto material de interesse geral.

c) W. Thirring [11, cap 2.1]; os conteúdos são expostos detalhadamente, e com exemplos;
possui exelentes observações.

d) Curtis-Miller [12, cap. 3, pág. 23]; a matéria é apresentada com detalhes; possui riqúısimo
material de interesse geral, com muitos exemplos e aplicações modernas.

e) Nash-Sen [3, cap. 2.1, 2.2]; a matéria é exposta resumidamente; é um livro informal e
motivador; bom complemento aos outros.

– Ponto de partida
Seja M um espaço topológico Hausdorff e enumerável.

– Carta, mapa, sistema de cooredenadas locais
É um par (U,ϕ) .
a) U ⊂M , denominado domı́nio da carta, é um aberto de M .
b) ϕ : U −→ V é um homeomorfismo de U em V , onde V é um aberto do IRn munido da

topologia usual.
c) n é a dimensão da carta.
d) ϕ(m) = x, x ≡ (x1, . . . , xn) é a representação do elemento m ∈ M na carta, e xi é sua

i–ésima coordenada.
Note que ϕ aqui é um homeomorfismo, e não uma bijeção, como na definição anterior (pág.

26). Naquela definição não fazia sentido exigir que ϕ fosse homeomórfica, pois M não era de
ińıcio espaço topológico.

Exerćıcio 31: Conclua que é supérfluo declarar que U seja um aberto de M quando se declara
que ϕ é homeomórfica e V é um aberto de IRn.

– Ck–compatibilidade de cartas
Duas cartas (Uα, ϕα) e (Uβ , ϕβ) são ditas Ck–compat́ıveis se Uα ∩ Uβ = 0 (trivialmente

compat́ıveis) ou, no caso de Uα ∩Uβ 6= 0, se as aplicações, denominadas funções de passagem ou
de mudança de coordenadas,
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ϕβ ◦ ϕ
−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

ϕα ◦ ϕ
−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ) ,

são, cada uma delas, de classe Ck em todos os elementos das respectivas regiões de definição.

Exerćıcio 32: Conclua que as imagens de Uα ∩ Uβ perante ϕα e ϕβ são abertas em IRn. Não
é, portanto, necessário declarar explicitamente que elas o sejam, como foi feito na definição
anterior de compatibilidade de cartas, referente à concepção alternativa de variedade. (Tanto
neste como no exerćıcio anterior, o teorema importante da pág. 6 mostra seu valor).

– Atlas Ck, atlas Ck equivalentes e estrutura Ck

As definições destes conceitos são as mesmas que as que dão suporte a variedades Ck (pág.
24), subentendedo–se, é claro, que no presente caso a definição de Ck–compatibilidade de cartas
seja a considerada acima.

– Variedade topológica Ck

R. E. M. S.2: variedade topológica Ck é um par (M, E) constitúıdo de um espaço topológico
de Hausdorff enumerável M e de uma estrutura Ck, denotada por E (veja pág. 25).

Na Geometria Diferencial interessam somente variedades com k ≥ 1, denominadas variedades
diferenciáveis.

Ex :
a) O conjuntoM = IRn com topologia usual transforma–se em variedade diferenciável quando

é munido da estrutura C∞ gerada pela carta (U = IRn , ϕ = id), onde id denota a aplicação
identidade, que no presente caso é representada por

id : IRn −→ IRn , id : x 7−→ x.

As coordenadas dos elementos do conjuntoM = IRn nesta carta são denominadas coordenadas
naturais do IRn; e a estrutura gerada por ela, estrutura diferenciável usual do IRn. É esta a
estrutura subentendida normalmente para o IRn.

b) Adaptando a situação genérica acima para o caso n = 1, temos a estrutura diferenciável
usual do IR1.

Encontram–se na literatura outras estruturas para o IR1, como, por exemplo, a estrutura C∞

gerada pela carta ϕ : U = IR1 −→ V = IR1 , ϕ : x 7−→ x3.
Esta é diferente da estrutura anterior, pois as cartas que geram as duas não são compat́ıveis:

as funções de passagem não são diferenciáveis no ponto x = 0 (veja as estruturas do plano
(X,Y ) apresentadas na introdução referente às variedades diferenciáveis). IR1 com esta estrutura
é, portanto, outra variedade diferenciável.

c) Um subconjunto abertoM ⊂ IRn e com estrutura gerada por (U =M , ϕ = id) é, também,
um exemplo de variedade diferenciável n–dimensional, assim como o é, no caso de uma variedade
diferenciável Mn qualquer, o domı́nio U ⊂ M de qualquer carta admisśıvel ϕ : U −→ V com a
estrutura gerada por esta.

d) Considere M = S2 ⊂ IR3 com a topologia relativa (pág. 9). As aplicações ϕα , ϕβ e
ϕc , ϕb , . . . dos atlas referentes a S

2, dados nos Exs junto às páginas 28 e 29, são homeomórficas
e cumprem as condições para que os referidos atlas sejam também atlas na presente concepção.

Comparando com o exemplo c), note que esfera a S2, aberta na topologia relativa, não é
subconjunto aberto em IR3 e, conseqüentemente, não admite estrutura diferenciável gerada por
(U = S2, id). Ela admite, porém, a estrutura induzida pelos atlas mencionados acima.

e) Seja f : IRn −→ IR1 de classe C1, pelo menos, e M = {x ∈ IRn | f(x) = 0 , ∃j tal que ∂f
∂xj 6=

2 Veja ao pé da página 31
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0 ∀x}. O teorema da função impĺıcita [1] garante a existência de cartas apropriadas que levam
M a ser uma variedade diferenciável de dimensão n− 1.

A esfera S2, caracterizada por {(x, y, z) ∈ IR3 | x2+y2+z2−1 = 0}, é um exemplo particular
de variedades desse tipo, bem como as esferas Sn ⊂ IRn+1.

f) Considere o conjunto de todas as matrizes m×m de números reais. Os m2 elementos de

cada uma das matrizes, ordenados segundo um preceito qualquer, definem um ponto no IRm2
, de

modo que o conjunto em questão pode ser identificado com o IRm2
e herda deste sua estrutura

diferenciável.
O grupo GL(m, IR) das transformações lineares de IRm em IRm é representado por matrizes

com inversa (determinante não nulo), é um subconjunto aberto de IRm2
e constitui uma variedade

diferenciável m2–dimensional no sentido do exemplo c) acima.
As matrizes unimodulares (determinante igual a 1) são caracterizadas pela condição do

exemplo e) e também formam uma variedade diferenciável, de dimensão, porém, igual a m2− 1.
g) Duas variedades Mn1

1 e Mn2
2 induzem sobre o conjunto M =M1 ×M2 uma estrutura de

variedade. Se (U1, ϕ1) e (U2, ϕ2) são cartas deM1 eM2, respectivamente, elas induzem sobreM
a carta, chamada carta produto , (U1, ϕ1)× (U2, ϕ2) = (U1×U2, ϕ1×ϕ2) , ϕ1×ϕ2 : (m1,m2) ∈
(U1, U2) 7−→ (ϕ1(m1), ϕ2(m2)) ∈ IR

n1+n2 . A topologia em M é a topologia produto. A variedade
M assim concebida é denominada variedade produto de M1 e M2, e sua dimensão é n1 + n2.

h) Contra–exemplo: M = {(x, y) ∈ IR2 | |y| = |x|} não é variedade, pois toda vizinhança
do ponto (0, 0) decompõe M , sem este ponto, em quatro partes, em vez de duas, e não pode,
conseqüentemente, ser levada homeomorficamente sobre um aberto do IR1. ✷

Como se vê nos exemplos acima, nem todos os subconjuntos do IRn podem ser usados como
variedades diferenciáveis. Eles não precisam ser necessariamente abertos, mas devem poder
admitir estrutura diferenciável.

2.4 Propriedades e estruturas adicionais

– Paracompacticidade
A partir do conceito de estrutura diferenciável, tanto numa como noutra concepção, constata–

se que as variedades são localmente homeomórficas ao IRn (veja págs. 19, 31 e 32). Confira. Esta
propriedade é um dos elos de uma cadeia de argumentos que conduzem ao seguinte teorema:

Teorema : Toda variedade, simples ou diferenciável, é paracompacta.

Exerćıcio 33: Demonstre–o. (É fácil quando se percebe a sugestão impĺıcita no comentário
feito ao final da apresentação do conceito de paracompacto, pág. 14.)

O fato de serem paracompactas as variedades é importante, porque garante sobre elas a
existência de uma estrutura denominada partição da unidade subordinada a um atlas. Esta é
uma peça fundamental para a formulação do Cálculo Integral sobre variedades diferenciáveis,
e de outros elementos importantes, que não poderiam ser implementados se as variedades não
fossem paracompactas.
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– Variedades orientáveis
Encontram–se na literatura duas definições de orientabilidade de variedades diferenciáveis,

e demonstra–se que são equivalentes, demonstração essa que envolve a partição da unidade
acima referida. Uma das definições, que invoca diretamente a estrutura diferenciável, pode
ser apresentada logo em seguida, mas a outra deve aguardar ainda a conceituação de formas
diferenciais exteriores e a definição de elemento de volume sobre uma variedade (veja pág. 84).
Antes, porém, da apresentação da primeira definição, seguem alguns exemplos intuitivos de
orientabilidade, que envolvem superf́ıcies mergulhadas no IR3.

Ex :
a) A esfera é orientável, pois admite em cada ponto os sentidos para dentro e para fora de

um vetor normal à sua superf́ıcie. Idem para o toro.
b) Um plano qualquer também é orientável, pois admite em cada ponto os sentidos para

“cima” e para “baixo” de um vetor normal a ele. IRn é orientável.
c) Contra–exemplos: a faixa de Möbius e a garrafa de Klein não são orientáveis.
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Faixa de Möbius
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Garrafa de Klein
✷

Uma variedadeMn é dita orientável se a sua estrutura admite um atlas tal que para qualquer
par de cartas α e β com Uα ∩ Uβ 6= 0 o jacobiano de transformação, o determinante da matriz
composta das derivadas parciais das funções de passagem, é positivo.

Diz–se que um atlas com esta propriedade define uma orientação e que a variedade, quando
descrita por ele, está orientada.

Quando se passa de uma carta para outra em uma variedade orientável e o jacobiano de
transformação é negativo, muda–se de orientação.

Ex :
Volte aos exerćıcios 26–e) e 27–d) e comprove que a esfera S2 é, de fato, orientável (as

demais esferas, Sn, também o são). Constate, portanto, que o jacobiano de transformação de
uma dada mudança de coordenadas ser negativo não significa que a variedade é necessariamente
não–orientável. ✷

Quanto à relevância da orientabilidade, diga–se que alguns conceitos muito apreciados nas
aplicações da Geometria Diferencial, como, por exemplo, o conceito de divergente de um campo
vetorial (pág. 85) e a teoria da integração, só valem para variedades diferenciáveis orientáveis.

– Subvariedades (submanifolds)
Surge agora a questão de saber quando um subconjunto de uma variedade herda a estrutura

diferenciável desta, situação em que é considerada uma subvariedade da variedade original.
Um subconjunto N de Mn é uma subvariedade de Mn se para todo e qualquer elemento

p ∈ N existe uma carta (U,ϕ) de Mn tal que
p ∈ U , ϕ : U ∩N −→ IRr × a e ϕ(p) = (x1, . . . , xr, a1, . . . , an−r) ,

onde a ≡ (a1, . . . , an−r) é um elemento fixo do IRn−r.
Não é dif́ıcil de entender que o conjunto {(U,ϕ)}, onde U = U ∩N e ϕ : U −→ IRr , ϕ(p) =

(x1, . . . , xr), forma sobre N r um atlas de mesma classe Ck que o atlas {(U,ϕ)} de Mn. A
dimensão da subvariedade N é r.
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A estrutura gerada por {(U,ϕ)} em N é a estrutura induzida pela estrutura de M sobre N .
Se N já possui alguma estrutura, então N , munida desta, é subvariedade de M se a estrutura
já existente coincide com a estrutura induzida por M sobre N .

Ex :
a) Um subconjunto aberto N de Mn é o caso trivial de subvariedade de dimensão r = n de

Mn.
b) IR1 é uma subvariedade de IR3.
c) Sejam M = IR3, N = S2 e (x, y, z) as coordenadas naturais do IR3. Considere a carta

(U,ϕ) de M cujo domı́nio são os elementos m ∈M com x2 + y2 < 1, z > 0 e cujas coordenadas
ϕ(m) = (xc, yc, zc) estão relacionadas às coordenadas (x, y, z) através das funções de passagem

xc = x , yc = y , zc = z −
√

1− x2 − y2 .
Nesta carta – note que ela pertence à estrutura diferenciável usual do IR3 – vale ϕ(p) =

(xc, yc, 0) para todo elemento p ∈ U ∩ S2 , de onde se constata que a calota superior da esfera
S2 (pontos com z > 0) é uma subvariedade do IR3. A carta (U,ϕ) gerada por (U,ϕ) é a carta c
apresentada no exemplo de atlas da esfera S2 dado na pág. 29.

Para os demais elementos de S2, pode–se verificar a existência de cartas análogas à carta
(U,ϕ) considerada acima, e que conduzem às demais cartas do atlas da pág. 29.

A esfera S2 toda é, portanto, uma subvariedade diferenciável do IR3.
Um modo mais simples de constatar que S2 é uma subvariedade do IR3 vale-se de um teorema

enunciado na página 53, o qual aborda subvariedades definidas por um sistema de equações.
S2 bem como as esferas Sn−1 são apresentadas como exemplos de subvariedades do IR3 e IRn,
respectivamente, junto ao teorema citado.

d) Contra–exemplo: dado M = IR2, o subconjunto N = {(x, y) ∈ IR2 | y = |x|} com
a estrutura gerada pelo atlas (U = N,ϕ : (x, y) ∈ N 7−→ x) é uma variedade, mas não é
subvariedade de IR2.

Note que a carta cujo domı́nio U é IR2 e cujas coordenadas (xc, yc) estão relacionadas às
coordenadas naturais do IR2, (x, y), via xc = x, yc = y − |x|, não funciona, pois não pertence
à estrutura diferenciável usual do IR2 – as funções de passagem não são diferenciáveis no ponto
x = 0, y = 0.

A estrutura gerada pelo atlas (U,ϕ) acima não é, portanto, recebida por indução da estrutura
diferenciável usual do IR2.

e) Veja as possibilidades de formação de subvariedades (pág. 53) viabilizadas pelo conceito
de mergulho (embedding) (pág. 53) e pelo teorema referido no exemplo c) acima, a serem
apresentados no próximo caṕıtulo. ✷

– Variedades com contornos (manifolds with boundaries)

a) Preliminares
A definição de variedade baseia–se, como foi visto, em cartas que são bijeções, ou homeo-

morfismos, de partes de um conjunto em abertos no IRn. Em muitas aplicações, no emprego do
teorema de Stokes, no Cálculo Integral, e no estudo de problemas de contorno na F́ısica, por
exemplo, este conceito de carta é muito restritivo e pede um relaxamento, o qual, quando é feito
nos moldes do que é apresentado a seguir, leva à concepção de variedades mais abrangentes, as
variedades com contorno.

Sejam IRn
+ = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ IR

n | xn ≥ 0} e ∂IRn
+ = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ IR

n | xn = 0}. IRn
+

é denominado semi–espaço superior do IRn.
Seja V um aberto em IRn

+ (na topologia relativa), e f : V −→ IRr, uma aplicação qualquer.

Diz–se que f é diferenciável de classe Ck sobre V se existem um aberto Ṽ ⊂ IRn contendo V
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e uma aplicação f̃ : Ṽ −→ IRr de classe Ck tal que sua restrição ao aberto V coincide com f ,
f̃ |V = f .

xnIRn

IRn
+

IRr
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f̃✻

V

V não necessita ser aberto no IRn e pode conter partes do ∂IRn
+.

IRn
+ não é subvariedade do IRn, mas ∂IRn

+ é.

b) Variedade com contorno
Da mesma forma que para as variedades apresentadas anteriormente, uma variedade com

contorno é um par (M, E), onde M é um espaço topológico de Hausdorff enumerável e E é uma
estrutura composta de um atlas maximal cujas cartas são pares (U,ϕ) nas quais ϕ são aplicações
homeomórficas de U ⊂ M em abertos V de IRn

+, ϕ : U −→ V . O critério de compatibilidade
entre cartas é o mesmo de antes, referente a variedades (sem contorno), só que o conceito de
diferenciabilidade é o apresentado acima, nas preliminares.

c) Contorno e interior (boundary and interior)
Seja M uma variedade com contorno.
O contorno deM , denotado por ∂M , é o conjunto ∂M = {mc ∈M | existe uma carta (U,ϕ)

na estrutura E de M tal que ϕ(U) é um aberto em IRn
+ e ϕ(mc) ∈ ∂IR

n
+}.

Variedades com contorno são mais gerais do que variedades (sem contorno). Se M é uma
variedade (sem contorno), vale ∂M = ∅.

Denomina–se interior de M , e representa–se–o por IntM , o conjunto IntM = M − ∂M =
M\∂M . Se (U,ϕ) é uma carta em torno de mi ∈ IntM , então, ou ϕ(U) é aberto em IRn, ou, se
ϕ(U) é aberto em IRn

+, ϕ(mi) não pertence a ∂IRn
+.
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Teorema : ∂M e IntM são, ambos, variedades (sem contornos). A dimensão de ∂Mn é
n− 1, e a de IntMn, n.

O que acontece quando a dimensão de M é n = 1? Neste caso ∂M é um conjunto discreto,
cujos elementos são encarados como uma variedade não diferenciável e de dimensão n = 0. Veja
exemplos logo a seguir.

Conclui–se do teorema acima que o contorno do contorno de uma variedade qualquer, com
contorno ou sem contorno, é vazio, ∂(∂M) = ∅ ; ∂2 = 0, e que o interior do interior coincide
com o interior, Int(IntM)= IntM ; Int2 = Int.

O contorno ∂M não deve ser confundido com uma fronteira topológica (pág. 12), a qual
depende do espaço do qualM é subconjunto. ParaM = ∂IRn

+, por exemplo, o contorno é ∂M = ∅,
ao passo que, encarando M como subconjunto do espaço topológico IRn, vale b(M) = M , ou,
encarando–o como subconjunto do IRn−1, b(M) = ∅. E quanto ao interior, será que vale a mesma

observação para IntM e o interior topológico (pág. 12),
◦
M? Parece que sim. Confira.

Ex :
a) M = [a, b] ∈ IR1 com o atlas U1 = [a, b) , ϕ1 : x 7−→ x− a ; U2 = (a, b] , ϕ2 : x 7−→ b− x.

Têm–se ∂M = {a}∪ {b} e Int M = (a, b). Este é um exemplo que mostra que ∂M pode não ser
conexo mesmo que M o seja.

b) M = [a, b) ∪ (b, c). ∂M = {a} e M = (a, b) ∪ (b, c). Aqui se verifica uma situação
reversa à do exemplo anterior: ∂M pode ser conexo sem que M o seja. Verifica–se também que
uma variedade com contorno não necessita ser compacta. Por outro lado, que uma variedade
compacta também pode não ter contorno atesta–o a esfera.

c) M = bola fechada = {(x, y, z) ∈ IR3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1} com a estrutura gerada pelo atlas
composto da carta U1 = {x

2 + y2 + z2 < 1} , ϕ1 : (x, y, z) 7−→ (x, y, z + 1) e das cartas produto
induzidas sobre U = {12 < x2 + y2 + z2 ≤ 1} = S2 × (12 , 1]} pelas cartas de S2 (veja pág. 28,
p. ex.) e de (12 , 1] (veja exemplo a) acima) nos moldes da definição dada no exemplo g) da pág.
34. ∂M = S2 e IntM = bola aberta = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 < 1}.

d) Contra–exemplo: M = {(x, y) ∈ IR2 | |x| ≤ 1 , |y| ≤ 1} não é subvariedade com contorno
do IR2, pois possui cantos. ✷

2.5 Fibrados

– Referências
a) N. E. Steenrod [13, parte I]; é uma referência clássica, muito citada na literatura;
b) Três Senhoras [1, cap. III.B.2];
c) M. Nakahara [14, cap. 9];
d) Nash-Sen [3, cap. 7];
e) C. von Westenholz [4, cap. 6].

– Introdução
Fibrados (fibre bundles) são obras de engenharia topológica das mais fascinantes, e de grande

aplicabilidade à F́ısica. Por exemplo, os cenários dos formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano da
Mecânica Clássica, quais sejam, os espaços de fases de velocidade e de momentum, são fibrados
constrúıdos sobre o espaço de configuração dos sistemas dinâmicos. As teorias de calibre (gauge
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field theories), que incluem, p. ex., o campo eletromagético, são tratadas de modo natural em
termos de fibrados principais.

Por serem estruturas baseadas eminentemente em espaços topológicos, poderiam já ter sido
apresentados antes, imediatamente após espaços topológicos, como seria natural. No entanto, o
lugar mais apropriado parece-nos ser aqui, após variedades diferenciáveis, não só porque podem
incluir, como caso particular, a conceituação dos fibrados de maior interesse à F́ısica, os fibrados
diferenciáveis, mas, principalmente, porque a sua compreensão fica facilitada quando se constata
que a sua concepção é semelhante à de variedades diferenciáveis: está estruturada em termos
de conceitos que, mutatis mutandis, são os conceitos de carta, compatibilidade de cartas, atlas,
atlas equivalentes, estrutura diferenciável, etc.

– Fibrados (fibre bundles)
Adotando o estilo carreta-na-frente-dos-bois, fibrado é um quinteto (E,M, π;F,G) comple-

mentado por uma classe de equivalência de famı́lias constitúıdas de trivializações locais.
Os componentes do quinteto (E,M, π;F,G) são um feixe (E,M, π), uma fibra t́ıpica F e um

grupo de estrutura G, cujos significados, bem como os dos demais elementos que compõem os
fibrados, passam a ser apresentados.

– Feixe (bundle)
Fibrados fundamentam-se sobre feixes, e estes, sobre a idéia de multi in unum — não con-

fundir com multi in uno.
Feixe (bundle) é um trio (E,M, π), onde E e M são, respectivamente, espaços topológicos e

π é uma aplicação sobrejetora cont́ınua,

π : E −→M.

E é denominado espaço total, ou espaço das fibras, e é usado muitas vezes para representar
o trio inteiro.

M e π chamam-se, respectivamente, espaço base e projeção.
Para que um feixe seja interessante, π deve ser não-

injetora, isto é, deve ser tal que cada elemento de M seja
imagem de mais de um elemento de E. Muitos elementos
p ∈ E são levados (are mapped) em um único e mesmo ele-
mento m ∈ M ; dáı multi in unum, que quer dizer “muitos
em um”.

A pré-imagem de m ∈ M , ou seja, o conjunto Fm =
π−1(m) formado por aqueles elementos de E que têm por
imagem m, π(Fm) = m, é denominado fibra em m ou fibra
sobre m (fibre over m).
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Obs. A notação π−1(m) não significa que existe aplicação inversa π−1, pois quando π é
não-injetora a inversa não existe.

O espaço E pode ser entendido como um feixe ou punhado composto de fibras, uma para
cada m ∈M ;

E = ∪
m∈M

Fm .

Os elementos de cada fibra Fm constituem uma classe de equivalência Fm = [p], na qual
p ∼ p

′

se π(p) = π(p
′

) = m.
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Ex :
a) Dado um feixe — no sentido usual da palavra —, de n colares de pérolas rotulados com

os números 1, 2, ...,n, sejam E o conjunto de todas as pérolas que compõem os n colares e M
o conjunto dos rótulos dotado de uma das muitas topologias posśıveis – a propósito, se n = 3,
quantas topologias existem? (Veja o Exerćıcio 8.)

A aplicação π : E −→M que associa a cada pérola o rótulo do colar ao qual ela pertence é
sobrejetora e, considerando para topologia em E a topologia induzida por π a partir da topologia
em M (veja pág. 8), é cont́ınua. Conseqüentemente, o trio (E,M, π) é um feixe segundo a
definição acima.

As pérolas de cada colar constituem uma fibra.
Se neste exemplo os conceitos de feixe e de fibra estão próximos dos significados quotidianos

destes termos, já nos exemplos que seguem, nem tanto.
b) Considere o conjunto E composto de todas as frutas em um pomar – maçãs, peras,

pêssegos, etc. –, juntamente com o conjunto M formado por todas as árvores que as sustentam.
O trio (E,M, π), onde π : E −→M é a aplicação que associa a cada fruta a árvore que a sustenta,
forma um feixe no sentido matemático do termo (supondo que π seja cont́ınua), apesar de a
disposi̧cão das frutas no pomar não dar a idéia de feixe no sentido usual da palavra.

Dentre todas as frutas, aquelas que pertencem ou estão em uma mesma árvore – aqui, sim,
cabe dizer multi in uno, que também quer dizer “muitos em um” – formam uma fibra segundo a
definição acima; isso por que elas são levadas em um mesmo elemento, a árvore à qual pertencem
– multi in unum!

c) Sejam E = {z = x+iy ‖ |z| = 1} eM = {w = u+iv ‖ |w| = 1} duas cópias do conjunto de
números complexos de módulo unitário e seja π a aplicação caracterizada por π : z 7−→ w = zn.
Note que E e M são o mesmo espaço, a esfera S1. π : E −→ M é sobrejetora e cont́ınua,
segundo a topologia usual, e (E,M, π) é, portanto, um feixe.

De quantos elementos é composto cada uma das fibras Fw no caso de n = 2? E no caso de
um inteiro n qualquer?

d) Considere um cilindro liso, de raio e altura unitários e orientado ao longo do eixo Z do IR3.
Sejam E o cilindro,M a circunferência (esfera S1) obtida pela projeção do cilindro sobre o plano
(X,Y ) e π a aplicação que associa a cada ponto p ∈ E o ponto m ∈M obtido pela projeção de
p sobre (X,Y ). Suponha E e M dotados da topologia relativa com respeito à topologia usual
do IR3 (veja pág. 9). O trio (E,M, π) é um feixe.

Apesar de um cilindro liso não dar esta impressão, podemos imaginá-lo como um feixe de
retas paralelas e de mesmo comprimento, desempenhando o papel de fibras no sentido usual da
palavra, coladas umas às outras de modo a formar o cilindro.

e) E se em vez do cilindro liso E tivermos um cilindro amassado, E′? Este é homeomorfo a
E, e, se considerarmos a aplicação π′ : E′ −→ S1 que associa a cada p′ ∈ E′ a projeção sobre
(X,Y ) do ponto p ∈ E homeomorfo a p′ ∈ E′, o trio (E′, S1, π′) é também um feixe. ✷

– Feixe produto (product bundle)
Feixes produto costumam ser os primeiros exemplos de feixe apresentados na literatura

introdutória a fibrados.
Sejam M e F dois espaços topológicos e E = M × F o correspondente produto cartesiano

dotado da topologia produto (veja pág. 10). Seja π = π1, a projeção canônica que associa a
cada par ordenado (m, f) ∈M × F o elemento m ∈M .

Um feixe (E,M, π) assim constitúıdo é denominado feixe produto.
Ex :
a) (IR2 = IR1 × IR1, IR1, π1).
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b) O feixe envolvendo o cilindro liso no Ex. anterior é na realidade o trio (S1 × I, S1, π1),
onde I é um segmento de reta de comprimento unitário, e é um exemplo de feixe produto.

c) Contra-exemplos: os feixes envolvendo as pérolas, as frutas e o cilindro amassado no Ex.
anterior.

d) Contra-exemplo clássico: a faixa de Möbius, cujo espaço total, diferentemente do cilindro,
não pode ser escrita como um produto do tipo S1× I e nem sequer é homeomórfica a S1× I. ✷

– Feixe trivial (trivial bundle)
Pode ocorrer que um feixe (E,M, π) não seja feixe produto mas que exista um homeomor-

fismo (global) entre E e um espaço topológico M × F .
(E,M, π) é neste caso chamado de feixe trivial.
Ex :
a) Feixe produto – caberia chamar este de feixe trivial trivial.
b) O feixe que envolve o cilindro amassado no penúltimo Ex. ✷

– Secção (section)
Dado um feixe (E,M, π), secção transversal ou, simples-

mente, secção, é uma aplicação σ :M −→ E tal que

π ◦ σ = idM ,

ou seja, tal que π(σ(m)) = m, ∀m ∈M .
σ associa a m ∈ M um elemento σ(m) pertencente a

Fm ⊂ E.
Podemos visualizar o contradomı́nio de σ como uma

curva geométrica sobre E que corta cada fibra em um único
ponto.
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Ex:
a) Dada uma aplicação f : X −→ Y , f : x 7−→ y, o conjunto formado pelos pares ordenados

{(x, y)||y = f(x), x ∈ X} em X × Y é denominado gráfico de f .
A aplicação σ : X −→ X × Y que associa a cada x o elemento (x, f(x)) do gráfico de f é

um exemplo de secção constrúıda em termos do feixe (X × Y,X, π1), que na presente situação
é um feixe produto, mas que em outros casos pode não sê-lo.

b) Campos tensorias (pág. 78), de grande importância na Geometria Diferencial, são também
exemplos de secções. Eles são aplicações que associam a um elemento m de alguma variedade
diferenciável Mn um elemento da fibra Fm de um fibrado tensorial que temMn por espaço base.
✷

– Morfismo de feixe (bundle morphism)
Dados dois feixes (E,M, π) e (E′,M ′, π′) e uma aplicação

g : E −→ E′ ,

se g preserva fibra, isto é, se g associa a cada fibra de E uma fibra de E′, o que pode não se
cumprir para uma g qualquer, g é denominada morfismo de feixe.

Neste caso g induz a aplicação ḡ :M −→M ′ que associa a m = π(p) o elemento m′ = π′(p′)
quando g(p) = p

′

.
Um morfismo de feixe pode ser caracterizado como um par (g, ḡ) que satisfaz a relação

π′ ◦ g = ḡ ◦ π .



Caṕıtulo 2. Variedades Diferenciáveis 42

– Fibra t́ıpica (typical fibre)
Há feixes em que todas as fibras Fm são homeomórficas a um espaço topológico F , que é

chamado de fibra t́ıpica.
A topologia considerada em cada fibra é a topologia relativa.
Ex :
a) Em (M × F,M, π1) a fibra t́ıpica é F .
b) Tanto no cilindro liso como no cilindro amassado apresentados anteriormente, o segmento

de reta I desempenha o papel de fibra t́ıpica.
c) Contra-exemplo: qualquer feixe cujas fibras não possuem o mesmo número de elementos.

Por quê? ✷

Fibrados — o que será que os destaca dentre os feixes? — em que a fibra t́ıpica é um espaço
vetorial são denominados fibrados vetoriais. Os espaços de fases de velocidade e de momentum
na Mecânica são exemplos de fibrados vetoriais.

– Feixes =⇒ fibrados
Feixes passam a ser chamados de fibrados quando, além de fibra t́ıpica, possuem ainda uma

estrutura adicional intimamente ligada a um grupo topológico, denominado grupo de estrutura,
que atua sobre a fibra t́ıpica.

– Grupo de estrutura (structure group)
Antes de apresentá-lo, alguns conceitos preliminares.
Sejam G e F um grupo e um espaço topológicos.
Grupo de transformações {σg} de F é um conjunto de aplicações

σg : F −→ F ,

uma para cada g ∈ G, com as seguintes propriedades:
a) cada σg é um homeomorfismo de F sobre si mesmo — difeomorfismo (págs. 28, 51), se G

e F são variedades diferenciáveis;
b) a correspondência σ : G −→ {σg}, σ : g 7−→ σg é tal que

σgh = σg ◦ σh , ∀g, h ∈ G
σe = id ,

de onde segue
σg−1 = (σg)

−1 .

σ é, portanto, um homomorfismo, podendo ser na realidade um isomorforfismo, se for bije-
tora.

Chama-se σ de realização de G.
Diz-se que G opera ou age de maneira efetiva, ou efetivamente, sobre F se

σg : f 7−→ f, ∀f ∈ F =⇒ g = e ,

onde e é o elemento neutro de G. Desta propriedade decorre que σ é bijetora.
O grupo de estrutura de um fibrado (E,M, π;F,G) é um grupo topológico (veja pág. 10),

G, que opera de maneira efetiva sobre a fibra t́ıpica, F , através de um grupo de transformações
{σg} de F .

Em vista dos conceitos preliminares, resulta que em cada fibrado os grupos {σg} e G são
isomorfos e podem ser identificados um com o outro,

{σg} ≈ G .
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Obs. Em fibrados distintos com mesmo G e F , os conjuntos de aplicações {σg}, apesar de
formarem grupos isomorfos a G, podem, porém, ser distintos. Isso ocorre, por exemplo, com a
garrafa de Klein e o toro torcido (pág. 47).

A presença de G nos fibrados está ligada a uma famı́lia de trivializações locais.

– Trivialização local (local trivialization)
Num fibrado, mesmo que não o seja globalmente, E é localmente homeomórfico a M ×F , o

que dá suporte a um conceito semelhante ao de carta no contexto de variedades diferenciáveis,
o conceito de trivialização local.

Trivialização local é um par (U,ϕ) com as seguintes caracteŕısticas:
1) U é um aberto de M .

Conseqüentemente, π−1(U) ⊂ E é um aberto de E, pois π : E −→M é cont́ınua;
2) ϕ é uma aplicação homeomórfica

ϕ : π−1(U) −→ U × F , ϕ : p 7−→ (π(p),
∧
ϕ (p)) = (m, f),

denominada função coordenada. (m, f) são chamadas de coordenadas de p ∈ E.
π−1(U) é o espaço das fibras de um feixe trivial.

Da definição de ϕ observa-se que π1 ◦ ϕ = π, pois π1(ϕ(p)) = π1(π(p),
∧
ϕ (p)) = π(p) para

qualquer p ∈ π−1(U). Se p ∈ Fm, então (π1 ◦ ϕ)(p) = π(p) = m.
Tem-se também que

∧
ϕm: Fm −→ F ,

onde
∧
ϕm é a restrição de

∧
ϕ a uma fibra Fm ⊂ π−1(U) qualquer (

∧
ϕm=

∧
ϕ

∣
∣
∣
∣
Fm

), é uma aplicação

homeomórfica.
ϕ é o análogo à aplicação ϕ : U −→ V ⊂ IRn, ϕ : m 7−→ x no contexto das variedades

diferenciáveis.

– Famı́lia de trivializações locais
Um fibrado admite uma famı́lia de trivializações locais {ϕ} ≡ {(Uα, ϕα)}, α ∈ Λ — infinitas

familias, na realidade —, onde os abertos {Uα} recobremM ,M = ∪
α∈Λ

Uα, o mesmo acontecendo,

conseqüentemente, com os abertos {π−1(Uα)} em relação a E.
{ϕ} é o análogo a atlas nas variedades diferenciáveis; tal como as cartas de um atlas, as

trivializações obedecem a um critério de compatibilidade, que, no presente caso, envolve um
grupo topológico, G.

– Compatibilidade de trivializações locais
Sejam (Uα, ϕα) e (Uβ , ϕβ) duas trivializações quaisquer.
Se Uα ∩ Uβ = ∅, as trivalizações são ditas trivialmente compat́ıveis.
Se Uα ∩ Uβ 6= ∅, o critério de compatibilidade baseia-se na aplicação

gβα(m) ≡
∧
ϕβ,m ◦

∧
ϕ
−1

α,m: F −→ F , fα 7−→ fβ ,

onde
∧
ϕα,m e

∧
ϕβ,m são, respectivamente, as restrições de

∧
ϕα e

∧
ϕβ à fibra Fm e m ∈ Uα ∩ Uβ .
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Exerćıcio 34: Conclua que:
a) gβα(m) é um homeomorfismo de F em F ;
b) a aplicação

∧
ϕ β ◦

∧
ϕ
−1

α : Uα × F −→ Uβ × F , (m, fα) 7−→ (m, fβ)

pode ser expressa em termos de gβα(m) conforme
∧
ϕβ ◦

∧
ϕα

−1
= (id, gβα(m)).

As trivializações α e β são ditas compat́ıveis se:
1) gβα(m), para cada m ∈ Uα ∩ Uβ e cada par α, β ∈ Λ, é elemento do grupo {σg} ≈ G;
2) as aplicações

gβα : Uα ∩ Uβ −→ G −→ {σg} , m 7−→ g 7−→ gβα(m) ,

denominadas funções de transição ou transformações de coordenadas, são cont́ınuas.
Conseqüentemente, seguem da definição de gβα(m) as seguintes propriedades:
a) gβα(m)gαγ(m) = gβγ(m), m ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ;
b) gαα(m) = σe ≈ e, m ∈ Uα ;
c) gαβ(m) = [gβα(m)]−1, m ∈ Uα ∩ Uβ , ∀α, β, γ ∈ Λ,

onde (em a)) não há convenção de soma sobre ı́ndices repetidos, e denota o elemento neutro de
G e [gβα(m)]−1 é o elemento inverso de gβα(m) ∈ {σg}.

As funções gβα(m) desempenham aqui papel análogo ao das funções de passagem ϕβ ◦ ϕ
−1
α

nas variedades diferenciáveis e estão presentes — suas propriedades — no seguinte conceito:

– Sistema de transformações de coordenadas
Sejam G e M , respectivamente, um grupo e um espaço topológicos, não necessariamente

referentes a um fibrado.
Diz-se que um recobrimento aberto {Uα}, α ∈ Λ deM e uma coleção de aplicações cont́ınuas

gβα : Uβ ∩ Uα −→ G , α, β ∈ Λ

que satisfazem as propriedades a), b) e c) acima constituem um sistema de transformações de
coordenadas em M com valores em G.

– Fibrado coordenado (coordinate bundle)
Um sexteto (E,M, π;F,G, {ϕ}), onde E, M , π, F e G possuem os significados apresentados

anteriormente e {ϕ} denota uma famı́lia de trivializações locais, aparece na literatura sob o
nome de fibrado coordenado.

– Famı́lias de trivializações equivalentes; estrutura de fibrado
Duas famı́lias de trivializações {ϕ} e {ϕ

′

} referentes a um quinteto (E,M, π;F,G) são ditas
equivalentes se a união delas, {ϕ} ∪ {ϕ

′

} ≡ {(Uα ∪ U
′

β, ϕα ∪ ϕ
′

β)}, é também uma famı́lia de
trivializações, ou, em outros termos, se cada trivialização pertencente a uma das famı́lias é
compat́ıvel com cada trivialização da outra famı́lia.

Famı́lias de trivializações equivalentes formam classe de equivalência. Uma classe desse tipo
é o análogo à estrutura diferenciável no contexto das variedades diferenciáveis, e é aqui chamada
de estrutura de fibrado.

Uma dada famı́lia de trivializações locais gera uma estrutura de fibrado única, que é a classe
de equivalência à qual a famı́lia pertence; uma estrutura de fibrado pode, porém, ser gerada por
diferentes famı́lias de trivializações locais.



Caṕıtulo 2. Variedades Diferenciáveis 45

Pode-se também chamar uma estrutura de fibrado de famı́lia de trivializações maximal,
analogamente a atlas maximal no contexto das variedades diferenciáveis.

– Fibrados coordenados equivalentes
Dois fibrados coordenados (E,M, π;F,G, {ϕ}) e (E,M, π;F,G, {ϕ

′

}) são ditos equivalentes
se {ϕ} e {ϕ

′

} são equivalentes.
Fibrados coordenados equivalentes formam classe de equivalência.
Cada fibrado coordenado gera uma classe de equivalência única, isto é, um fibrado único,

mas cada fibrado pode ser gerado por diferentes fibrados coordenados.

– Fibrado
R. E. M. S.: fibrado é um quinteto (E,M, π;F,G) acompanhado de uma estrutura de fibrado.
Dito de outro modo, fibrado é uma classe de equivalência de fibrados coordenados.
Na literatura o nome “fibrado” aparece muitas vezes dado ao que na realidade é somente um

fibrado coordenado, em geral quando não são de interesse as diferentes possibilidades de famı́lias
de trivializações locais; fica subentendido, nesses casos, que o fibrado envolvido é na realidade
aquele gerado pelo fibrado coordenado em apreço.

– Fibrado principal (principal fibre bundle)
Há fibrados, denominados fibrados principais, nos quais a fibra t́ıpica coincide com o grupo

de estrutura, F = G.
Neles, G atua não somente sobre F (= G), por translação esquerda (left translation) (veja,

p. ex., [1, cap.III.D.1]), conforme

gβα(m) =
∧
ϕβ,m ◦

∧
ϕ
−1

α,m= σg ≡ Lg , Lg : G −→ G , Lg : h 7−→ gh , g ∈ G ,

mas também sobre cada fibra Fm em E por ação pela direita (right action),
∼

Rg, (veja [1], pág.
129), definida com referência a uma trivialização local (Uα, ϕα) qualquer por

(
∼

Rg p)α :=
∧
ϕ
−1

α,m (gαg) , m ∈ Uα , p ∈ Fm , gα =
∧
ϕα,m (p) ∈ G , g ∈ G .

Demonstra-se que (
∼

Rg p)α = (
∼

Rg p)β para p = π−1(Uα ∩ Uβ) (veja [1], pág. 130), ou seja,

que
∼

Rg não depende da escolha dos abertos Uα contendo π(p).

Verifica-se que
∼

Rg1

∼

Rg2 p =
∼

Rg1g2 p, ou seja, que {
∼

Rg} é um grupo (anti-)isomorfo a G.
∼

Rg desempenha papel importante na definição de conexão sobre um fibrado principal (veja
[1, Caṕıtulo Vbis.A.1], conceito fora do escopo destas notas.

– Construção de um fibrado
Qualquer fibrado com espaço base M e grupo de estrutura G determina um sistema de

transformações de coordenadas em M com valores em G.
Reversamente, dados um sistema de transformações de coordenadas em M com valores em

G e um espaço topológico F sobre o qual G age de modo efetivo, será que existe um fibrado que
tem estes elementos como ingredientes? — se existir, isso implica encontrar de modo uńıvoco
π, E e {ϕ}.

A resposta é sim, conforme teorema a seguir.
Teorema da construção [13, §3]
Se M e F são espaços topológicos, G um grupo topológico que age efetivamente sobre F e

{Uα}, {gβα} um sistema de transformações de coordenadas em M com valor em G, então existe
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um fibrado (E,M, π;F,G) que tem M como espaço base, F como fibra t́ıpica, G como grupo
de estrutura e {Uα}, {gβα} como sistema de funções de transição.

Para a construção do fibrado em questão, considere:
a) X =∪

α
Uα × F ;

b) a relação de equivalência entre (m, fα) ∈ Uα × F e (m′, fβ) ∈ Uβ × F definida por
(m, fα) ∼ (m′, fβ) se, e somente se, m′ = m, fβ = gβα(m)fα.

Os componentes do fibrado, além dos elementos apresentados no enunciado do teorema, são
dados por:

Espaço total E: é o espaço formado por todas as classes de equivalência [(m, f)] em X,
E = X/ ∼ ;

Projeção π: é a aplicação π : E −→M definida por π : [(m, f)] 7−→ m;
Famı́lia de trivializações locais {ϕ}: é o sistema {(Uα, ϕα)} definido por

ϕα : π−1(Uα) −→ Uα × F , ϕα : [(m, f)] 7−→ (m, f) .

O teorema nos dá a informação mı́nima requerida para a construção de um fibrado: um
espaço base, uma fibra t́ıpica, um grupo que atua de modo efetivo sobre a fibra e um sistema
de transformações de coordenadas.

O teorema também sugere a possibilidade de construção de novos fibrados a partir de um
fibrado (E,M, π;F,G) dado: associado a este pode-se, por exemplo, conceber um fibrado que
possui o mesmo espaço base M , o mesmo grupo de estrutura G, o mesmo sistema de funções de
transformação de coordenadas, mas fibra t́ıpica F ′ 6= F ou, no caso de F ′ = F , atuação de G
sobre F , através de {σg}, diferente.

– Alguns exemplos de fibrados

Exemplo trivial: fibrado produto
Fibrado produto é um fibrado gerado pelo fibrado coordenado (M×F,M, π1;F,G, {ϕ}), onde

o grupo é composto unicamente do elemeto neutro, G = {e}, e {ϕ} é dada por (U1 =M,ϕ1 = id).
As funções de transição gβα(m) reduzem-se neste caso unicamente a g11(m) = e.
São exemplos espećıficos o cilindro de raio e altura unitários, M = S1, F = [0, 1] ⊂ IR1, e o

toro dado por M = S1, F = S1.
Note que, de acordo com o teorema da construção, o toro pode ser constrúıdo a partir do

cilindro, e vice-versa, pois possuem ambos os mesmos M , G e sistema de transformações de
coordenadas.

Exemplos não triviais clássicos: faixa de Möbius, garrafa de Klein
Considere fibrados coordenados com espaço base M = S1, grupo de estrutura G = {e, g},

dotado da toplogia discreta (veja Exerćıcio 13), e sistema de transformação de coordenadas
composto dos seguintes elementos:

a) recobrimento aberto de S1 formado por dois arcos abertos, U1 e U2, cuja interseção é dada
nesta situação por dois abertos disjuntos, A e B; U1 ∩ U2 = A ∪B;

b) funções de transição dadas por

g11(m) = g22(m) = e

g12(m) = g−1
21 (m) =

{
e , m ∈ A
g , m ∈ B .

Em vista do teorema da construção, dada uma fibra F e definida uma ação de G sobre F , via
grupo de aplicações {σe, σg} de F em F , decorre dos elementos acima um fibrado coordenado,
e deste, um fibrado.
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Quando a fibra t́ıpica é o segmento de reta
F = [0, 1] ⊂ IR1 e σg é a rotação de F por um
ângulo de 180◦ em torno do seu ponto médio,
0,5, — a aplicação σe = id deixa obviamente
qualquer fibra F intacta — o fibrado é a faixa
de Möbius de raio e largura unitários, disse-
cada em termos de seus componentes na fi-
gura ao lado.

Quando, porém, F = S1 e σg é a rotação
da circunferência S1 por um ângulo de 180◦

em torno de um eixo que coincide com uma
reta contida no plano da circunferência e que
passa pelo centro desta (reflexão de S1 em
relação a uma reta diâmetro), o fibrado ge-
rado é a garrafa de Klein de raios unitários.
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σe

De modo semelhante ao que ocorre no exemplo anterior, a garrafa de Klein pode ser cons-
trúıda a partir da faixa de Möbius, e vice-versa.

Toro torcido
O que acontece se a aplicação σg na concepção da garrafa de Klein é mudada para rotação

da circunferência F = S1 de um ângulo de 180◦ em torno do eixo desta?
O fibrado resultante é o toro torcido, que não é fibrado produto, mas que é homeomórfico

(globalmente) a um fibrado deste tipo, o toro, e é, portanto, um exemplo de fibrado trivial.
Note que na garrafa de Klein e no toro torcido o espaço base, o grupo estrutural, o sistema

de transformações de coordenadas e a fibra t́ıpica são os mesmos. O que muda de um para o
outro é o conjunto de aplicações {σg}.

Você saberia dar um exemplo de dois fibrados, um deles trivial e o outro não trivial, que
podem ser constrúıdos um a partir do outro segundo o teorema da construção?

– Fibrado diferenciável Ck

O fibrado gerado por um fibrado coordenado (E,M, π;F,G, {φ}) diz-se que é um fibrado
diferenciável Ck quando:

• E, M e F são variedades (topológicas) Ck;
• π é uma aplicação diferenciável de classe Ck;
• G é um grupo de Lie;
• os abertos Uα na famı́lia de trivializações {φ} são os domı́nios das cartas (Uα, ϕα) de um

atlas amisśıvel de M ;
• as funções de transição gβα são diferenciáveis de classe Ck.
G é um grupo de Lie quando é uma variedade com estrutura diferenciável compat́ıvel com a

estrutura de grupo, isto é, com estrutura tal que a operação

G×G −→ G , (x, y) 7−→ xy−1 ,

dada em termos das operações definitórias do grupo (produto e inverso dos seus elementos, pág.
10), é uma aplicação diferenciável.

Surge naturalmente a questão: o que é uma aplicação genérica f :M r −→ N s diferenciável?
Não urge uma resposta imediata; por isso a questão fica suspensa até o momento apropriado,
página 51.

Os exemplos de fibrados diferenciáveis a seguir citados são da mais alta relevância na Geo-
metria Diferencial.
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Ex :
a) Fibrado tangente. Veja págs. 58 e 59.
b) Fibrado cotangente. Veja pág. 68 e 69.
c) Fibrado tensorial genérico, que contempla, como casos particulares, os dois anteriores.

Veja pág. 78. ✷

Por que não apresentá-los com detalhes aqui? Isso, de fato, poderia ser feito, como o é na
referência [13, §6], mas convém fazê-lo mais adiante, após a introdução de elementos que não só
lhes são relevantes mas que tornam a apresentação mais natural e transparente, além de darem
suporte à afirmação feita acima, antes da citação dos exemplos.

Que elementos serão estes?
Siga em frente e aprecie-os; são os habitantes do Céu, mas que possuem representantes na

Terra.



Caṕıtulo 3

TENSORES E CAMPOS TENSORIAIS

– Introdução
Tensores apóiam-se sobre variedades diferenciáveis. Em cada elemento m de uma variedade

diferenciável Mn existem infinitos tipos de tensores. Cada tipo é representado por um conjunto
de números reais, os quais dependem do sistema de coordenadas utilizado na vizinhança de m.
Mudando o sistema de coordenadas, mudam os números representativos do tensor. A mudança
dos números representativos obedece a uma lei de transformação que define o tipo de tensor.

Um campo ou função tensorial de um determinado tipo de tensor é uma aplicação que associa
a cada elemento m ∈Mn um elemento do conjunto de tensores, do tipo considerado, em m.

Neste caṕıtulo são apresentados tensores e campos tensoriais, bem como elementos e conceitos
adicionais intimamente ligados a eles.

– Referências
a) Três Senhoras [1, cap. 3];
b) Abraham-Marsden [2, cap. 1 e 2];
c) W. L. Burke [9, cap. II];
d) W. Thirring [11, cap. 2].

3.1 Escalar

– Campo escalar, função real sobre M
É um aplicação f :M −→ IR1.

– Representação de f :M −→ IR1 numa carta (Uα, ϕα)
É a aplicação composta (pág. 4) fα = f ◦ ϕ−1

α , ou seja, é a função fα : ϕα(Uα) −→ IR1 dada
por fα(xα) = f(m) em qualquer xα = ϕα(m) , m ∈ Uα.
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fα = f ◦ ϕ−1
α

fα(xα) = f(m)

IR1
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– Lei de transformação escalar
Mudando a carta de α para β, com Uα∩Uβ 6= ∅, a representação fα muda para fβ = f ◦ϕ−1

β

e tem-se, para m ∈ Uα ∩ Uβ,
fβ(xβ) = fα(xα) .

Conhecida a expressão anaĺıtica de fα em ϕα(Uα∩Uβ), fβ é obtida a partir dela por fβ(xβ) =
(fα ◦ ϕα ◦ ϕ

−1
β )(xβ) = fα(xα(xβ))

fβ sobre ϕβ(Uα ∩ Uβ) é a imagem rećıproca – veja a seguir – de fα perante ϕα ◦ ϕ
−1
β .
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fα

fβ = fα ◦ ϕα ◦ ϕ
−1
β

fβ(xβ) = fα(xα)

– Imagem rećıproca (pull-back) de uma aplicação
A imagem rećıproca da aplicação g : N −→ Q perante f : M −→ N é a aplicação f∗g :

M −→ Q definida por (f∗g)(m) := (g ◦ f)(m) = g(f(m)).
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f∗g = g ◦ f

Para uma aplicação composta vale (f ◦ h)∗ = h∗ ◦ f∗.
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– Representação de uma aplicação f :M r −→ N s

As dimensões das variedades M r e N s podem ser quaisquer.
Sejam (U,ϕ) e (W,ψ) cartas de M r e N s que contêm m e n = f(m), respectivamente.
A representação de f no par de cartas dado é a aplicação composta ψ ◦ f ◦ ϕ−1.
Notação: yi = yi(x1, ..., xr) , i = 1, ..., s, onde x = ϕ(m), y = ψ(m).
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A representação de um campo escalar é o caso particular no qual N s = IR1 , ψ = id.

– Atenção
As representações de aplicações são aplicações entre espaços vetoriais euclidianos, IRr e IRs, e

são analisáveis em termos do Cálculo Diferencial usual.
Esse detalhe é básico para a extensão do Cálculo a variedades diferenciáveis.

– Diferenciabilidade
Diz-se que f : Mn −→ IR1 é diferenciável em m ∈ M se a representação de f em alguma

carta α é diferenciável, no sentido usual do termo, em xα = ϕα(m).
Diferenciável no sentido usual do termo significa que todas as derivadas parciais da função

real fα : ϕ(U) ⊂ IRn −→ IR1 existem e são cont́ınuas no ponto xα = ϕα(m).
Diferenciabilidade é um conceito intŕınsico, independente de carta, como se conclui do

próximo exerćıcio.

Exerćıcio 35: Prove que se fα é diferenciável em xα = ϕα(m), então fβ é diferenciável em
xβ = ϕβ(m) para qualquer carta admisśıvel que contém m (use a regra da cadeia).

f é considerada C l se a sua representação em alguma carta é de classe C l (pág. 24) –
subentende-se l ≤ k, onde k especifica a classe Ck da estrutura diferenciável de M .

Diz-se que a aplicação f :M r −→ N s é diferenciável emm ∈M se a representação ψ◦f ◦ϕ−1

para algum par de cartas é diferenciável em x = ϕ(m).
Analogamente à função real, diz-se que f é de classe C l em m ∈ M r se todas as derivadas

parciais de ordem l de ψ ◦f ◦ϕ−1, que atua entre IRr e IRs, existem e são cont́ınuas em x = ϕ(m).

– Difeomorfismo
f :M r −→ N s é um difeomorfismo C l se f é bijetora e se f e f−1 são, ambas, C l (l ≥ 1).
As dimensões de M r e N s devem ser necessariamente iguais nesse caso, r = s.
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– Anel F(M)
Seja F(M) o conjunto das funções reais f(m), g(m), ... definidas sobre M e diferenciáveis

de classe Ck com k suficientemente grande nas aplicações onde são usadas.
F(M) forma um anel [1, cap. 1.B.2] perante as seguintes operações internas:

i) adição: (f + g)(m) := f(m) + g(m);
ii) multiplicação: (fg)(m) := f(m)g(m).

– Diferencial ou derivada
A definição em termos de uma aplicação linear será apresentada posteriormente, depois da

conceituação de vetor tangente (vide pág. 57).
Por enquanto, relembrando a idéia de derivada ou diferencial de uma aplicação f : IRn −→ IRm,

dada na pág. 21, o diferencial ou derivada de f : Mn −→ IR1 em m ∈ Mn é definido como a

classe de equivalência f ′(m) ≡ [f ′α(xα)] formada pelas n–uplas f ′xα
≡
(

∂fα
∂x1

α
(xα), · · · ,

∂fα
∂xn

α
(xα)

)

de derivadas parciais das representações de f , calculadas nos pontos representativos de m, xα =
ϕα(m).

A relação de equivalência entre f ′α(xα) e f
′
β(xβ) é a lei de transformação covariante,

∂fβ
∂xiβ

(xβ) =
n∑

j=1

∂fα

∂xjα
(xα)

∂xjα

∂xiβ
(xβ) , i = 1, ..., n .

O diferencial de f : M r −→ N s é conceituado de maneira análoga, substituindo na relação

de equivalência acima n por r e as derivadas parciais
∂fβ
∂xi

β

, ∂fα
∂xj

α

por
∂fk

β

∂xi
β

, ∂fk
α

∂xj
α

, onde i = 1, ..., r e

k = 1, ..., s.

– Ordem (rank, rang) de uma aplicação diferenciável
Primeiramente, alguns conceitos auxiliares.
Dimensão (order) de uma matriz quadrada é o número de filas, ou colunas, da matriz;
Chama-se matriz singular a matriz quadrada cujo determinante é nulo. Se este não é nulo,

a matriz é dita não-singular ;
Ordem de uma matriz, não necessariamente quadrada, é a dimensão da maior sub-matriz

quadrada não singular que puder ser encontrada na matriz.
Mesmo sendo quadrada, a ordem da matriz pode ser menor do que a sua dimensão – quando

ela é singular.
Agora, ao conceito principal.
Seja f :M r −→ N s uma aplicação diferenciável e sejam yi = f i(x1, ..., xj , ..., xr), i = 1, ..., s

a representação de f em algum par de cartas e Mr×s a matriz formada pelas derivadas parciais
de y = f(x),

Mr×s =
[∂f i(x)

∂xj

]

.

Ordem da aplicação f no ponto m ∈M r representado por x é a ordem da matriz Mr×s.

– Imersão, mergulho e submersão
Seja f :M r −→ N s uma aplicação diferenciável.
Se a ordem de f é igual a r – neste caso r ≤ s – para cada m ∈M r, então f é chamada de

imersão (immersion) (veja, por ex., [1, cap. IV.C.5]).
Para uma definição equivalente de imersão, baseada na visão de derivada como aplicação

linear entre espaços tangentes (pág. 57), veja a retomada do conceito de imersão à pág. 58.
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Se a ordem de f é igual a s – neste caso r ≥ s – para cada n ∈ N s, então f é chamada de
submersão (submersion).

Uma imersão não é necessariamente injetora.
Uma imersão em que f é também injetora é denominada mergulho (embedding, plongement).

– Subvariedades
Seja f :Mn −→ N s uma aplicação diferenciável.
Se f é uma imersão não injetora, a imagem de Mn perante f , f(Mn) ⊂ N s, não é subvarie-

dade (pág. 35) de N s.
Se, porém, f é um mergulho, então f(Mn) é uma subvariedade de N s.
O próximo teorema aborda subvariedades Mn definidas por um sistema de equações.
Teorema:
Seja S o subconjunto de Mn definido por s equações, S = {m ∈Mn|f i(m) = 0, i = 1, ..., s},

onde f i(m) são funções reais diferenciáveis tais que a ordem da aplicação F : Mn −→ IRs,
F : m 7−→ (f1(m), ..., f s(m)) seja s para cada m ∈ S. Então S é uma subvariedade de dimensão
n− s de Mn.

Será que F é uma submersão de Mn em IRs? E a restrição F |S?
Ex :
Um exemplo simples de subvariedade do IRn, coordenadas x = (x1, ..., xn), é a esfera Sn−1,

definida por Sn−1 = {x ∈ IRn|
n∑

i=1
(xi)2 − 1 = 0}.

A aplicação F : x 7−→
n∑

i=1
(xi)2 − 1 é diferenciável e de ordem 1 em cada x ∈ Sn−1, o que

torna Sn−1 uma subvariedade diferenciável do IRn.
Um caso particular desta situação é a esfera S2, já identificada de modo alternativo como

subvariedade do IR3 no Ex : c) na página 36. ✷

3.2 Vetor Tangente

– Vetor tangente a M em m, vetor em m.
Para variedades diferenciáveis de dimensão finita encontram-se três versões de vetor tangente.

Versão 1

Vetor tangente ou, simplesmente, vetor em m ∈ Mn é um tensor de posto 1 (rank 1)
contravariante em m, ou seja, é uma classe de equivalência vm ≡ [vxα ] de n–uplas vxα de
números reais, vxα ≡ (v1α, ..., v

n
α), denominadas componentes de vm.

Duas n–uplas vxα e vxβ
pertencem à mesma classe de equivalência, vxβ

∼ vxα , se satisfazem
a lei de transformação contravariante

viβ =

n∑

j=1

∂xiβ

∂xjα
(xα)v

j
α , i = 1, ..., n .
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vxα e vxβ
assim relacionados representam vm nos pontos xα = ϕα(m) e xβ = ϕβ(m) das

cartas α e β, respectivamente.
Ex : Velocidade generalizada de uma part́ıcula mecânica no ponto m0 do seu espaço de

configuração. Considere, p. ex., a part́ıcula sobre uma mesa plana, considerada como M = IR2

com a estrutura diferenciável usual, movendo-se de acordo com m = C(t) , m0 = C(t = 0).
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.. ϕα

Nas coordenadas xα, cartesianas, digamos, viα = dxi
α

dt

∣
∣
∣
t=0

.

Nas coordenadas xiβ, plano-polares, p. ex., v
i
β =

dxi
β

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

.

vxβ
∼ vxα , pois v

i
β =

2∑

j=1

∂xi
β

∂xj
α

(xα)
dxj

α

dt

∣
∣
∣
t=0

=
2∑

j=1

∂xi
β

∂xj
α

(xα)v
j
α. ✷

Exerćıcio 36:
Suponha a part́ıcula descrevendo uma curva x = a cos(bt) , y = a sin(bt). Quais são as

representações da posição m0 e da velocidade generalizada vm0 em coordenadas cartesianas (x, y)
e plano-polares (r, θ)?

Exerćıcio 37:
É posśıvel definir vetor tangente para uma variedade C0?

Versão 2

Vetor tangente a M em m0 é uma classe de equivalência de curvas (paramétricas) tangentes
em m0,

vm0 ≡ [C : I ⊂ IR1 −→M , C(t) = m , C(t = 0) = m0] .

Duas curvas C e C são ditas tangentes em m0 se suas imagens Cα = ϕα ◦ C e Cα = ϕα ◦ C
perante ϕα são tangentes uma a outra no ponto xα = ϕα(m0) em alguma carta α.

Cα e Cα são tangentes em xα se dCα

dt

∣
∣
t=0

= dCα

dt

∣
∣
∣
t=0

.
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vxα = dCα

dt |t=0

A “velocidade” vxα = d(ϕα◦C)
dt

∣
∣
∣
t=0

representa na carta α a classe de equivalência à qual C

pertence e, conseqüentemente, o vetor tangente vm0 .
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Dada uma carta α, a cada n-upla V corresponde em m0 ∈ U um vetor tangente vm0 que
tem V como representante vxα = V em xα = ϕ(m0) , vm0 ≡ [C(t) = ϕ−1

α (ϕα(m0) + tV )].

Exerćıcio 38:
Prove que o critério de tangência de curvas C e C não depende de carta. (Mostre que vxα

e vxβ
estão relacionados pela lei de transformação contravariante, e ...)

– Comentário
QuandoM é uma superf́ıcie diferenciável (vide pág. 22) mergulhada no IR3, p. ex., é posśıvel

verificar diretamente, por cálculo usual no IR3, se duas curvas C e C sobreM são ou não tangentes
em m0. Este critério de tangência não é, porém, necessariamente equivalente ao anterior, em
termos de imagens Cα e Cα tangentes em xα. É preciso verificar se alguma carta da estrutura
diferenciável definitória de M não viola o critério (B) (pág. 22),
∣
∣
∣
∂(x,y)
∂(u,v)

∣
∣
∣
m0

6= 0 e/ou ...

Cumprindo-se (B), os critérios são equivalentes e a cada terna dC
dt

∣
∣
t=0

= (
.
x (0),

.
y (0),

.
z (0))

corresponde um par dCα

dt

∣
∣
t=0

= (v1α =
.
u (0), v2α =

.
v (0)) na carta α, e vice-versa. Mudando de

carta, o par correspondente a cada terna muda de acordo com a lei de transformação contra-
variante. Isso possibilita a percepção de um vetor tangente como uma terna, a qual pode ser
visualizada como um segmento orientado no espaço IR3, tangendo M em m0.

Esta situação é um bom modelo para apreciar que vetores tangentes são entes intŕınsicos,
que permanecem invariantes perante mudanças de coordenadas enquanto suas representações
variam.

Quando, porém, a estrutura diferenciável adotada para a superf́ıcie é tal que (B) não se
cumpre em m0, os critérios de tangência não são equivalentes e a correspondência terna-par
mencionada acima deixa de existir. Vetores tangentes em m0 continuam, porém, existido, mas
não são mais visualizáveis como setas no IR3. Você concorda, ou não?

Exerćıcio 39:
Considere o Plano (X,Y ) no IR3 com as estruturas diferenciáveis (1), (2) e (3) apresen-

tadas na página 23.
a) Para qual ou quais das estruturas um segmento orientado e sentado sobre qualquer ponto

dos eixos X ou Y representa um vetor tangente?
b) Obtenha as curvas C e C correspondentes às curvas Cα e Cα dadas por (u = t , v = 0)

e (u = 0 , v = t), respectivamente, e teste a equivalência dos dois critérios de tangência, para
cada uma das estrururas.

c) Se uma part́ıcula vinculada ao Plano (X,Y ) se move segundo x = t , y = 0 , z = 0, qual
é a sua velocidade no instante t = 0 para cada uma das estruturas?

Versão 3

Sejam vm ≡ [vxα ] um vetor e f uma função real diferenciável em m.
Com a representação vxα de vm em uma carta α qualquer constrói-se o operador diferencial

vxα = v1α
∂

∂x1α
+ v2α

∂

∂x2α
+ · · · + vnα

∂

∂xnα
,

que, atuando sobre a representação fα de f , gera um número real no,
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vxα(fα) =

n∑

i=1

viα
∂fα
∂xiα

∣
∣
∣
∣
xα

= no.

Este número é independente de carta, como decorre do exerćıcio seguinte, o que permite
associar ao vetor tangente um operador intŕınsico, também simbolizado por vm, tal que vm(f) =
no.

A representação vxα(fα) =
n∑

i=1
viα

∂fα
∂xi

α

∣
∣
∣
xα

de vm(f) em qualquer carta α sugere o entendimento

de vm(f) como derivada direcional de f na “direção” de vm.

Exerćıcio 40:
Mostre que vxα(fα) = vxβ

(fβ) = no.
(Use as leis de transformação contra e covariantes.)

O operador vm satisfaz as seguintes propriedades:
a) linearidade:

vm(αf + βg) = αvm(f) + βvm(g) , α, β ∈ IR1 e f e g diferenciáveis em m.
b) regra de Leibniz:

vm(fg) = f(m)vm(g) + g(m)vm(f) .
Um operador desse tipo é chamado de derivação (derivation).
Um vetor tangente define uma derivação. O inverso, porém, só é garantidamente verdadeiro

para variedades de dimensão finita. No caso de dimensão infinita são necessárias hipóteses
adicionais (vide Três Senhoras, cap. VII.A.1, pág. 545).

Para variedades Mn de dimensão finita, qualquer derivação é identificada com um vetor
tangente (veja Três Senhoras, cap. III.B.1, pág. 117 e, também, pág. 545).

Esta terceira versão de vetor tangente é muito usada na Geometria Diferencial.

– Espaço tangente TmM ou Tm(M)
É o conjunto de vetores tangentes a M em m.
TmM forma espaço vetorial frente às operações definidas, na versão 3, por exemplo, por

i) adição: (vm + um)(f) := vm(f) + um(f),
ii) multiplicação por escalar α: (αvm)(f) := αvm(f).

A dimensão do espaço vetorial TmM – número de vetores linearmente independentes – é
igual à dimensão da variedade diferenciável M .

Obs. TmM não possui produto escalar natural.
Se as três versões de vetores forem sentidas como estruturas distintas, deve ser entendido,

porém, que são isomorfas, o que significa dizer que há entre os espaços vetorias correspondentes
bijeções que preservam estrutura vetorial.

– Base natural de TmM .
Dada uma carta α qualquer de Mn, base natural de TmM

n na carta α é a base vetorial de
TmM

n composta dos vetores tangentes em m ∈Mn representados por

{
∂

∂x1α
,
∂

∂x2α
, · · · ,

∂

∂xnα

}

.

Mudando a carta de α para β, a base natural muda – ela é dependente de carta – e é dada

na nova carta pelos vetores representados por

{

∂
∂x1

β

, ∂
∂x2

β

, · · · , ∂
∂xn

β

}

, os quais estão relacionados
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com os anteriores de forma covariante

∂

∂xiα
=

n∑

j=1

∂xjα

∂xiβ

∂

∂xjα
, i = 1, ..., n .

As componentes de um vetor tangente na base natural variam, porém, de maneira contravariante.

– Diferencial ou derivada
Seja f :M r −→ N s uma aplicação diferenciável em m ∈M .
f mapeia uma curva qualquer CM(t) , CM (0) = m sobre M em uma curva CN (t) , CN (0) =

f(m) sobre N . CN é a imagem rećıproca de f perante CM , CN = C∗
Mf , certo?

f preserva tangência de curvas, certo?
Sejam vm e uf(m) os vetores tangentes que correspondem a CM e CN (= C∗

Mf), respectiva-
mente.

IR1

0 t
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uf(m)

........

..
..
..
..

CM
........

..
..
..
..

f

........

..
..
..
..

CN

Sejam x = ϕ(m) , y = ψ(f(m)) , y = y(x) , vx e vy as respectivas representações dos
elementos m , f(m) , f , vm e uf(m) num par de cartas (U,ϕ) e (W,ψ) quaisquer que contenham
m e f(m).

Exerćıcio 41:

a) Mostre que uiy =
r∑

j=1

∂yi

∂xj (x)v
j
x , i = 1, ..., s . (Considere a versão 2 de vetor tangente.)

b) Para uma função real h : N −→ IR1 diferenciável qualquer em f(m), mostre que

uf(m)(h) = vm(h ◦ f).

(Considere a versão 3 de vetor tangente e o resultado do item anterior).

O diferencial ou derivada de f em m é a aplicação ou operador f ′m : TmM −→ Tf(m)N que
associa a cada vm ∈ TmM o vetor uf(m) ∈ Tf(m)N dado acima.

Usando a versão 3 de vetor tangente, f ′m é defińıvel por

(f ′mvm)f(m)(h) := vm(h ◦ f) ,

onde h é qualquer função real diferenciável em f(m).

A aplicação ou operador f ′m é representado no par de cartas acima pela matriz
[
∂f i

∂xj (x)
]

, i =

1, ..., s , j = 1, ..., r .
Outras notações para o diferencial são f ′(m), Df(m), T f(m), f∗(m), ..., dependendo do

contexto.

– Imagem (push–forward) de vm
uf(m) = f ′m(vm) é denominada a imagem de vm perante f .
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Exerćıcio 42:
a) Mostre que f ′m é linear. (Use o item a) do exerćıcio anterior.)
b) Mostre que (f ◦ g)′m = f ′g(m) ◦ g

′
m.

– Imersão
Seja f :M r −→ N s uma aplicação diferenciável, não necessariamente injetora.
Uma conceituação de imersão equivalente à apresentada na página 52 vale-se da aplicação

induzida f ′m : TmM
r −→ Tf(m)N

s.
f é uma imersão se a aplicação f ′m é injetora ou, mais precisamente, se f ′m é um isomorfismo

entre TmM
r e o sub-espaço vetorial (de dimensão r) f ′m(TmM

r) ⊂ Tf(m)N
s para cada m ∈M r.

Certifique-se de que os dois conceitos são equivalentes, subentendendo-se que as dimensões
das variedades domı́nio e contradomı́nio de f sejam finitas.

No caso de variedades de dimensão infinita, imersão é caracterizada pela propriedade de
isomorfismo de f ′m (vide [1, pág. 549]).

– Fibrado tangente (tangent bundle) TM ou T (M)
É o conjunto de todos os vetores tangentes a M ,

TM = {(m, vm)||m ∈M,vm ∈ TmM} .

É a união de todos os espaços tangentes TmM ,

TM = ∪
m∈M

TmM .

Obs. vm, a rigor, já denota um vetor tangente qualquer, mas a notação (m, vm) apresenta
algumas vantagens e é muito usada na literatura. Cuidado: (m, vm) pode dar a impressão de
que TM é produto cartesiano de dois espaços, de M com TmM , o que não é verdade; TmM e
Tm′M , m′ 6= m, por exemplo, são conjuntos diferentes, que não têm relação um com o outro, e,
portanto, não faz sentido escrever TM como M × TmM ou algo parecido.

TM não é espaço vetorial, apesar de ser a união de espaços vetoriais; vm e vm′ não podem
ser somados quando m′ 6= m, já que a operação de adição só está definida para m′ = m.

– Coordenadas naturais de TM
Cada carta ϕα : Uα −→ Vα da estrutura diferenciável (Ck) de Mn induz sobre TMn uma

carta
∧
ϕα: ∪

m∈Uα

TmM
n −→ Vα × IR

n ⊂ IRn × IRn ,
∧
ϕα: (m, vm) 7−→ (xα, vα), onde xα e vα são,

respectivamente, as representações de m e vm na carta (Uα, ϕα).
As cartas induzidas sobre TMn pelas cartas de Mn formam um atlas, denominado atlas

natural de TMn.
Os números reais (xα, vα) ≡ (x1α, ..., x

n
α, v

1
α, ..., v

n
α) são denominados coordenadas naturais de

(m, vm) ∈ TMn e transformam-se perante mudanças de carta induzidas por (Uα, ϕα)→ (Uβ, ϕβ)
conforme

xiβ = xiβ(x
1
α, ..., x

n
α) , viβ =

n∑

j=1

∂xiβ

∂xjα
(xα)v

i
α , i = 1, ..., n ,

onde xiβ = xiβ(x
1
α, ..., x

n
α), i = 1, ..., n representam (Uα, ϕα)→ (Uβ , ϕβ).

Existem, naturalmente, mudanças de carta admisśıveis sobre TMn que não são representadas
pelas relações acima; que não são, portanto, induzidas por mudanças de coordenads de Mn.
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TMn, dotado da estrutura diferenciável gerada pelo atlas natural, constitui uma variedade
diferenciável (Ck−1) de dimensão 2n.

Ex : A variedade TQn, onde Qn é o espaço de configuração, é o cenário para a formulação
Lagrangiana da Mecânica Clássica, do ponto de vista geométrico. TQn é o espaço de evolução
do sistema e é também chamado de espaço de fases de velocidade (velocity phase space).

As coordenadas naturais costumam ser representadas por (q, q̇) ou (q, v) e são conhecidas
como coordenadas e velocidades generalizadas.

As equações de Euler-Lagrange mantêm a sua forma, seu aspecto, perante transformações
de coordenadas naturais. ✷

– Estrutura de feixe em TM
TM admite uma estrutura de feixe (pág. 39), dada pelo trio (TM,M, τ), onde a projeção

τ , denominada no presente contexto de projeção canônica, é a aplicação

τ : TM −→M , τ : (m, vm) 7−→ m .

A fibra sobre m, isto é, o conjunto Fm tal que τ(Fm) = m, é o espaço TmM .
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TM não é feixe produto (pág. 40), pois, como foi observado na página anterior, não pode
ser escrito como M × TmM ; todas as fibras TmM , Tm′M , ... são distintas uma da outra; têm
“cores” diferentes.

Teorema: TMn é um feixe trivial (pág. 41) quando Mn é contrátil (pág. 17).
Trivial significa, no presente caso, que existe um homeomorfismo global φ entre TMn e o

feixe produto Mn × IRn, dado por φ : (m, vm) 7−→ (m, y) , m ∈Mn , y ∈ IRn.
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M

M × IRn(m, y)

φ

– Estrutura de fibrado em TM
TM admite, mais precisamente, uma estrutura de fibrado diferenciável (pág. 47) que tem

por gerador o fibrado coordenado

(TM,M, τ ;F,G, {φ}) ,
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onde:
• F , a fibra t́ıpica, é IRn;
• G, o grupo de estrutura do fibrado, é GL(n, IR), o grupo das transformações lineares de IRn

em si mesmo;
• {φ} ≡ {(Uα, φα)}, a famı́lia de trivializações locais (pág. 43) que recobrem TM , são

induzidas pelas cartas {(Uα, ϕα)} de um atlas amisśıvel A da estrutura diferenciável de M . Os
abertos Uα em {φ} são os domı́nios das cartas α de A, como deve ser, segundo a definição de
fibrado diferenciável, e φα são as aplicações φα : τ−1(Uα) −→ Uα×IR

n , φα : (m, vm) 7−→ (m, vα),
onde vα = ϕ′

α(vm) é a representação de vm na carta α.
As trivializações locais são o análogo das cartas na conceituação de variedades diferenciáveis.
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Mudando de carta em M , de α para β, as imagens perante φα dos elementos de uma fibra
Fm(= TmM) mudam sobre a fibra t́ıpica F (= IRn) de vα para vβ segundo a lei de transformação
contravariante. Esta mudança é entendida como a ação de um elemento do grupo de estrutura
G sobre F . {φα} determinam uma realização {σg} de GL(n, IR) — uma representação, neste
caso, pois IRn é espaço vetorial —, dada pelas matrizes referentes a mudanças de carta

[

∂xiβ

∂xjα
(xα)

]

, i, j = 1, ..., n .

– Prolongamento ou tangente Tf de f :M −→ N
Seja f :M −→ N , f : m 7−→ n diferenciável em M .
Prolongamento ou tangente de f é a aplicação Tf : TM −→ TN definida por

Tf : (m, vm) 7−→ (n, un) , n = f(m) , un = f ′m(vm) .

T f preserva fibra, isto é, leva fibras em fibras; o seguinte diagrama comuta,

TM
Tf
−−−→ TN

τM



y



yτN

M −−−→
f

N

; τN ◦ Tf = f ◦ τM .
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Ex : No formalismo Lagrangiano da Mecânica Clássica é de interesse o prolongamento de
τQ : TQ −→ Q.

T (TQ)
TτQ
−−−→ TQ

τTQ



y



yτQ

TQ −−−→
τQ

Q

T (TQ) é o duplo fibrado tangente de Q. É interessante observar que T (TQ) admite duas
estruturas de feixe: (T (TQ), TQ, τTQ) e (T (TQ), TQ, TτQ).

Se (q, v) são coordenadas naturais de TQ e (q, v, u, a) são coordenadas naturais de T (TQ),
valem τTQ : (q, v, u, a) 7−→ (q, v) e TτQ : (q, v, u, a) 7−→ (q, u).

Repare que (q, v, v, a) é projetado, qualquer que seja o valor de a, no mesmo elemento
(q, v) ∈ TQ, tanto por τTQ como por TτQ. ✷

– Campo vetorial
É uma aplicação que associa a cada m ∈M um vetor tangente vm ∈ TmM .
É uma seção (pág. 41) de (TM,M, τ, ...).
Uma seção de (TM,M, τ, ...) é uma aplicação

σ :M −→ TM , τ ◦ σ = id .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

.

..

..

..

..

..
..
..
.
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
........
........
.........
..........
...........
.............

....................
............................................................................................................................................................

....
....
.....
....
.....
....
.....
.....
.....
.....
......
.....
......
......
.......
.......
........
.........
............
................................................................................................................................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

.

..

..

..

..
..
..
.
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
...
...
...
...
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

..

.

.

..

..

.

..

..

..
..
.
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
...
..
..

•

...
...
....
...
...
....
....
....
....
....
....
.....
.....
......
......
......
........
.........
.............

..............................................................................................................................................................

•.......
..
...
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
..
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

TM

M

τ

m
..
..
..
..
.
..
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
...
...
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
.
..
.
..
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

σ
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

..

.

..

..

..

..
..
..
..
.
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

.

..

..

..
..
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

..

..

..

..

.

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
..
...
..
...
...
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

..

.

..

..

.

..

..

..

.

..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...

..
..
..
..
..
..
...
..
...
...
...
...
..
...
..
...
..
...
...
...
...
...
...
....
...
...
....
....
....
....
....
.....
.....
.....
.......
.......
.........
..............

..........................................................................................

Obs. Existe outro tipo de tensor de posto 1, também chamado de vetor, o vetor cotan-
gente ou covariante (pág. 64). Quando na literatura aparece o nome campo vetorial, sem a
especificação do tipo do vetor, é subentendido tratar-se de vetor tangente.

Um campo vetorial v(m) atuando sobre uma função real diferenciável f(m), v(f), produz
um número real associado a cada m ∈M . v(f) é um campo escalar sobre M .



Caṕıtulo 3. Tensores e Campos Tensoriais 62

– Curva integral de um campo vetorial
Seja v(m) um campo vetorial diferenciável sobre M , e σ : I ⊂ IR1 −→ Mn, uma curva tal

que o vetor tangente à curva em m = σ(t) seja igual ao vetor v(m) dado pelo campo em m.
σ é denominada curva integral do campo v(m).
σ satisfaz a equação diferencial ordinária de 1a ordem

dσ(t)

dt
= v(σ(t)) , t ∈ I ,

representada pelo conjunto de n equações

dxiα
dt

(t) = vi(xα(t)) , i = 1, ..., n.

Sistemas dinâmicos são muitas vezes descritos por tais equações e caracterizados, portanto,
por campos vetoriais diferenciáveis. Veja [1, cap. III.C.1] e [2, cap. 2.1].

Ex : Um sistema mecânico conservativo é descrito na formulação Hamiltoniana pelo campo
vetorial v = ∂H

∂p (q, p)
∂
∂q −

∂H
∂q (q, p)

∂
∂p . As curvas integrais obedecem às equações de Hamilton,

.
q= ∂H

∂p ,
.
p= −∂H

∂q .
Aplicando v a H resulta v(H) = 0, certo? ✷

Dado uma campo v(m) diferenciável, será que existe sempre uma curva integral de v(m) que
passa por m0 ∈M? Se existir, será que ela é única?

Teorema [1, pág. 144]: Seja v(m) um campo diferenciável Cr sobreM . Então, para cada
m0 ∈M , existe uma curva integral de v(m), t 7−→ m = σ(t,m0), tal que:

1) σ(t,m0) é definida para t pertencente a algum intervalo I(m0) ⊂ IR1 que contém t = 0;
σ(t,m0) é de classe Cr+1 em I(m0);

2) σ(0,m0) = m0 para cada m0 ∈M ;
3) a curva é única: dadom0 ∈M , não existe curva integral de v(m) definida em um intervalo

estritamente maior que I(m0) e que passa por m0, isto é, tal que σ(0,m0) = m0.
A demostração baseia-se nos teoremas de existência e unicidade de soluções de sistemas de

equações diferenciais ordinárias de primeira ordem (veja [1, cap. II.D.1]).

– Parêntese de Lie (Lie brackets)
Sejam v(m) e u(m) dois campos vetoriais diferenciáveis em M .
Parêntese de Lie de v e u é o campo vetorial denotado por [v, u] e definido por

[v, u](f) := v(u(f))− u(v(f))

para qualquer função real diferenciável f sobre M .
[v, u] é o comutador de v e u na versão 3 de vetor.

Exerćıcio 43:
Mostre que numa carta qualquer [v, u] é representado por

[v, u] =

n∑

i=1

n∑

j=1

(vj
∂ui

∂xj
− uj

∂vi

∂xj
)
∂

∂xi
.

(Use a definição de [v, u].)
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Exerćıcio 44:
Demonstre que

[v, fu] = v(f)u+ f [v, u],

onde v e u e f são, respectivamente, campos vetoriais e função real diferenciáveis sobre M .

– Álgebra de Lie dos campos vetoriais, X (M)
Seja X (M) o conjunto dos campos vetoriais diferenciáveis de classe Ck com k suficientemente

grande em M .
X (M) forma uma álgebra [1, cap. 1.B.4] sobre o anel F(M) (pág. 52) frente às seguintes

operações:
i) adição: (v + u)(f) := v(f) + u(f);
ii) multiplicação por função g: (gv)(f) := gv(f);
iii) produto interno: (v · u)(f) := [v, u](f) , ∀v, u ∈X (M) , ∀g, f ∈F(M).

A álgebra em questão não é associativa, pois não satisfaz (v · u) · w = v · (u · w).
Além das propriedades necessárias para formação de álgebra, X (M) satisfaz também as

propriedades:
a) anti-simetria: [v, u] = −[u, v];
b) identidade de Jacobi: [[v, u], w] + [[u,w], v] + [[w, v], u] = 0.

Em vista dessas propriedades adicionais, X (M) é uma álgebra de Lie.

– Imagem (push-forward) de um campo vetorial
Seja f :M r −→ N s diferenciável em M r, e v(m), um campo vetorial sobre M r.
As imagens dos vetores v(m) perante f são vetores tangentes a N s e são dados por

(f ′mvm)f(m)(g) = vm(g ◦ f) , ∀g ∈ F(N s) ,

para cada m ∈M r, onde F(N s) é o conjunto das funções reais diferenciáveis sobre N s.
Num par de cartas (U,ϕ) e (W,ψ) de M r e N s, respectivamente, contendo m = ϕ−1(x) e

f(m) = n = ψ−1(y), a relação entre as representações dos vetores v(m) e de suas imagens un é
dada por

uiy =

r∑

j=1

∂yi

∂xj
(x)vj(x) , i = 1, ..., s .

Será que os vetores imagem do campo v(m) formam um campo vetorial u(m) sobre N s? Não
necessariamente. Para que formem campo é necessário que em cada n ∈ f(M r) ⊂ N s exista só
um único vetor imagem (veja figuras a seguir).

Quando f possui inversa, f−1, a imagem de v(m) é com certeza campo vetorial. Sua repre-
sentação u(y) na carta (W,ψ) é obtida substituindo no lado direito da relação acima x por x(y)
referente à representação de f−1 no par de cartas considerado. Em notação intŕınsica, o campo
(f ′v)(n), denominado imagem do campo vetorial v(m), é definido pela relação entre funções

(f ′v)(g) := v(g ◦ f) ◦ f−1 , ∀g ∈ F(N s) , .

Quando f não possui inversa, a imagem de v(m) não constitui em geral campo, como no Ex
a seguir.

Ex : Para uma f do tipo exemplificado na figura abaixo, existe mais de um vetor imagem
em n ∈ f(M r) ⊂ N s. Os vetores imagem não formam, portanto, campo vetorial.
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✷

Pode ocorrer, porém, que para certas combinações de campo v(m) e aplicação f sem inversa
os vetores imagem constituem campo.

Ex : v(m) e f são tais que as imagens dos vetores v(m) associados aos m ∈ M r que são
levados num mesmo n ∈ N s – pré-imagem de n ∈ N s – coincidem.
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f

uf(m1) = uf(m2)

Em cada n ∈ f(M r) ⊂ N s existe só um vetor imagem.
Neste caso diz-se que v(m) é projetável por f e que v e f ′v são f -relacionados. ✷

Exerćıcio 45:
Considere o feixe (TQ,Q, τ) , τ : TQ −→ Q. Sejam (q, v) ≡ (q1, ..., qn, v1, ..., vn) coordena-

das naturais de TQ.

Dado um campo vetorial qualquer X(q, v) =
n∑

i=1

(

Ai(q, v) ∂
∂qi

+Bi(q, v) ∂
∂vi

)

sobre TQ, obte-

nha a imagem de X sobre Q perante τ e constate que X é projetável por τ quando as componentes
Ai(q, v) do campo não dependem de v.

Se v(m) é um campo Cr e f é um difeomorfismo Cr+1, a imagem f ′v é um campo Cr.

– Simetria de um campo vetorial
Diz-se que um campo v(m) sobreMn é invariante perante um difeomorfismo f :Mn −→Mn

quando
f ′(m)(v(m)) = vf(m)(f(m)) , ∀m ∈Mn .

O difeomorfismo f é chamado de simetria de v(m) nesse caso.
Notação: f ′v = v.

3.3 Vetor Cotangente

– Vetor cotangente a M em m, covetor
Encontram-se duas versões de vetor cotangente na literatura.
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Versão 1

Vetor cotangente ou covetor em m ∈M é um tensor de posto 1 covariante em m, ou seja, é
uma classe de equivalência θm ≡ [θxα ] de n-uplas θxα de números reais, θxα ≡ (θα1, ..., θαn).

Duas n–uplas θxβ
e θxα pertencem à mesma classe de equivalência, θxβ

∼ θxα , quando
satisfazem a lei de transformação covariante,

θβi =

n∑

j=1

∂xjα

∂xiβ
(xβ)θαj , i = 1, ..., n .

θxβ
e θxα assim relacionadas representam θm nas cartas α e β, respectivamente.

Ex : Diferencial de uma função real. Confira (pág. 52). ✷

Versão 2

Recordando o estilo carreta-na-frente-dos-bois, vetor cotangente ou covetor em m ∈M é um
elemento do espaço cotangente T ∗

mM (veja mais adiante, na pág. 67).

– Contração de um covetor e um vetor
Contração de um covetor θm e um vetor vm é a operação representada em alguma carta α

por
n∑

i=1
θαiv

i
α, da qual resulta um número real no.

Exerćıcio 46:

Prove que
n∑

i=1
θαiv

i
α =

n∑

j=1
θβjv

j
β = no .

Do exerćıcio constata-se que da contração de θm e vm resulta um tensor escalar.

– Dual algébrico de um espaço vetorial X real
Sejam X e Y dois espaços vetoriais reais.
Uma aplicação f : X −→ Y é uma aplicação linear se

f(αv + βu) = αf(v) + βf(u) , ∀v, u ∈ X , ∀α, β ∈ IR1 .

Seja L(X,Y ) o conjunto de todas as aplicações lineares de X em Y . L(X,Y ) é um espaço
vetorial real perante as operações

i) adição: (f + g)(v) := f(v) + g(v) ;
ii) multiplicação por real α: (αf)(v) := αf(v) .

O dual algébrico de um espaço vetorial realX é o espaço vetorial X∗ dado porX∗ = L(X, IR1).
< θ, v > denota o pareamento que associa a cada par (θ ∈ X∗, v ∈ X) o número real obtido

pela atuação de θ sobre v,
θ : v −→ θ(v) ≡< θ, v >= no .

Se a dimensão deX é n – número máximo de vetores linearmente independentes –, a dimensão
de X∗ é também n. Seja e ≡ {e1, e2, ..., en} uma base de X.

Base dual a e é a base de X∗ composta dos vetores α ≡ {α1, α2, ..., αn} definidos por

αi(ej) ≡< αi, ej >= δij .
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Ex :
Considere X = IR3 = {v = xi+ yj+ zk}, o conjunto de vetores visualizados como segmentos

orientados na origem de M = IR3 pensado como conjunto de ternas ordenadas (x, y, z). X é o
espaço tangente a M na origem, X = ToIR

3.
Uma função linear qualquer de v é dada por θ(v) = ax+ by + cz.
Os coeficientes (a, b, c) caracterizam θ e são independentes. Eles representam um vetor de

outro espaço vetorial, do dual X∗ = IR3∗, que também possui dimensão 3.
< θ,v >= ax+ by + cz = 0 é a equação de um plano que passa pela origem de M .
Um elemento qualquer do dual IR3∗ (uma função linear) pode ser visualizado, portanto, como

um plano que passa pela origem de IR3.
Dá para sentir a diferença entre os dois tipos de vetor? ✷

Quando um espaço vetorial X de dimensão finita está equipado com uma forma bilinear
não-degenerada, isto é, com uma aplicação

g : X ×X −→ IR1 , g : (v, u) 7−→ (v|u) = no

tal que
i) (v|αu+ βs) = α(v|u) + β(v|s) , (αu+ βs|v) = α(u|v) + β(s|v) ;
ii) (v|u) = 0 , ∀v ∈ X ⇒ u = 0 ,

existem dois isomorfismos naturais ĝa : X −→ X∗ , ĝa : v 7−→ θav , a = 1, 2 entre X e X∗,
definidos por

< θ1v , u >:= (v|u) , < θ2v , u >:= (u|v) , ∀u ∈ X .

Nas situações em que g é simétrica ou anti-simétria – quando g é produto escalar ou forma
simplética (pág. 101) em X, por exemplo – valem, respectivamente,

iii) (v|u) = (u|v) ou (v|u) = −(u|v) ,
e os dois isomorfismos coincidem – a menos de um sinal, no caso anti-simétrico.

Obs. O adjetivo natural, aqui e em outros lugares onde aparece, significa que o objeto
ao qual se refere é estabelecido em termos de uma estrutura subjacente. No presente caso a
estrutura é a forma bilinear não-degenerada.

Se X possui dimensão infinita, ĝa, a = 1, 2 são injetoras e preservam estrutura vetorial –
são lineares –, mas podem não ser sobrejetoras, isto é, X∗ pode conter mais elementos do que
ĝa(X). ĝa não são isomorfismos neste caso.

Ex :
Seja X = C0(U) o espaço vetorial formado pelas funções cont́ınuas num intervalo fechado

U ⊂ IR1 e com produto escalar definido por (v|u) :=
∫

U v(t)u(t)dt.
A cada v ∈ X corresponde uma função linear θv(·) ≡ (v|·) =

∫

U v(t) · dt.
θδ(·) =

∫

U δ(t − t0) · dt, onde δ denota a “função” delta de Dirac, não é, porém, imagem de
nenhum vetor, pois a “função” delta não pertence a X = Co(U). ✷

– Bidual algébrico de um espaço vetorial X
X∗, por ser espaço vetorial, também possui espaço dual, denotado por X∗∗ e chamado de

espaço bidual de X.
No caso de dimensão finita, X e X∗∗ são isomorfos e podem ser identificados, X∗∗ = X. O

isomorfismo natural é J : v −→< ·, v > , < ·, v >: X∗ −→ IR1 , < ·, v >: θ 7−→< θ, v >= no .
Quando a dimensão deX é infinita, J , que é injetora e linear, pode não ser sobrejetora. J não

é, portanto, necessariamente um isomorfismo, e, quando não o é, X∗∗ não pode ser identificado
com X.

Quando X∗∗ = X, então J é isomorfismo e diz-se que X é reflexivo.
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O isomorfismo J permite entender um vetor v ∈ X como uma aplicação linear

v : X∗ −→ IR1 , v : θ 7−→ v(θ)

que dá como resultado o mesmo valor que o de θ atuando sobre v, v(θ) = θ(v).

– Espaço cotangente T ∗
mM , ou T ∗

m(M)
O espaço (vetorial) cotangente em m ∈ Mn é o dual algébrico do espaço vetorial tangente

em m, T ∗
mM

n = L(TmM
n, IR1).

Vetor cotangente θm ∈ T
∗
mM na versão 2 é, portanto, uma aplicação ou forma linear, que

associa a cada vetor tangente vm ∈ TmM um escalar no;
i) θm(vm) = no ,
ii) θm(αvm + βum) = αθm(vm) + βθm(um) , ∀α, β ∈ IR1 , vm, um ∈ TmM

n.
Como a dimensão de TmM

n é n, a dimensão de T ∗
mM

n é também igual a n.
Não existe isomorfismo natural entre TmM e T ∗

mM , pois TmM não é dotado, em prinćıpio,
de forma bilinear não-degenerada natural (produto escalar, ...).

A toda base natural de TmM , representada na carta α por { ∂
∂x1

α
, ..., ∂

∂xn
α
}, corresponde uma

base dual em T ∗
mM , chamada cobase natural. Ela é simbolizada por dxα = {dx1α, ..., dx

n
α} e é

definida por

< dxiα,
∂

∂xjα
> = δij .

θm é representado na carta α por

θxα = θα1dx
1
α + θα2dx

2
α + · · ·+ θαndx

n
α

e, atuando sobre vm, produz

θm(vm) ≡< θm, vm >=<

n∑

i=1

θαidx
i
α,

n∑

j=1

vjα
∂

∂xjα
>=

n∑

i=1

n∑

j=1

θαiv
j
α < dxiα,

∂

∂xjα
>=

n∑

i=1

θαiv
i
α = no ,

que se reduz (confira) no importante caso particular em que θxα = dxiα a

dxiα(vm) = viα.

Exerćıcio 47:
Sabendo que θm(vm) é um tensor escalar e que vxα se transforma de maneira contravariante,

demonstre que θxα obedece à lei de transformação covariante.

– Diferencial dfm
O diferencial dfm de uma função real em m ∈M é um vetor cotangente e é representado na

carta α por

dfα =

n∑

i=1

∂fα
∂xiα

(xα)dx
i
α .

Quando age sobre vm, dfm produz

dfm(vm) ≡< df, vm >=
n∑

i=1

∂fα
∂xiα

(xα)v
i
α = vm(f) .
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A i-ésima coordenada de m na carta α, xiα, é um exemplo de função real; seu diferencial,
dxiα, resulta ser igual ao śımbolo dxiα da cobase natural na carta α. Constata-se, pois, que os
elementos da cobase natural numa carta qualquer são os diferenciais das coordenadas de m na
mesma carta.

A lei de transformação dos dxiα é

dxiβ =

n∑

j=1

∂xiβ

∂xjα
(xα)dx

j
α , i = 1, 2, ..., n .

– Imagem rećıproca (pull-back) de θm
É uma aplicação análoga à derivada ou diferencial f ′m de f , mas que atua sobre vetores

cotangentes, em vez de vetores tangentes.
Seja f :M r −→ N s , f : m 7−→ n = f(m) uma aplicação diferenciável em m ∈M .
Assim como f induz f ′m : TmM

r −→ TnN
s, f ′m : vm 7−→ un, ela induz também uma aplicação

f∗n : T ∗
nN

s −→ T ∗
mM

r , f∗n : θm 7−→ ωm ,

definida por
(f∗nθn)m(vm) := θn(f

′
mvm)n , ∀vm ∈ TmM

r .

O covetor f∗nθn ≡ ωm ∈ T
∗
mM é denominado a imagem rećıproca de θ ∈ T ∗

nN perante f .
Dito de outro modo, sem referência a f∗m, a imagem rećıproca de θn ∈ T

∗
nN perante f é o

vetor cotangente ωm ∈ T
∗
mM tal que

ωm(vm) = θn(un) , ∀vm ∈ TmM ,

onde n = f(m), un = f ′(vn).
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f∗n







ωm(vm) = θn(un)

Exerćıcio 48: Mostre que a relação entre θn e ωm = f∗n(θn) é representada por

ωxi =

s∑

j=1

∂yj

∂xi
(x)θyj , i = 1, ..., r .

– Fibrado cotangente (cotangent bundle) T ∗M ou T ∗(M)
É o conjunto de todos os vetores cotangentes sobre M ,

T ∗M = {(m, θm)||m ∈M,θm ∈ T
∗
mM} .
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É a união de todos os espaços cotangentes T ∗
mM ,

T ∗M = ∪
m∈M

T ∗
mM .

T ∗M não é espaço vetorial, apesar de ser a união de espaços vetoriais.
Analogamente ao fibrado tangente, T ∗M constitui uma variedade diferenciável (Ck−1) de

dimensão 2n, com a estrutura diferenciável gerada pelo atlas induzido sobre ele pela estrutura
(Ck) de Mn.

– Coordenadas naturais de T ∗M
As coordenadas de um elemento (m, θm) ∈ T ∗Mn na carta induzida sobre T ∗M por uma

carta (Uα, ϕα) qualquer deM
n são (xα, θα) ≡ (x1α, ..., x

n
α, θα1, ..., θαn), onde xα e θα representam,

respectivamente, m e θm em (Uα, ϕα).
(xα, θα) são chamadas coordenadas naturais de (m, θm) e transformam-se perante mudanças

de carta induzidas por (Uα, ϕα)→ (Uβ, ϕβ) de acordo com

xiβ = xiβ(x
1
α, ..., x

n
α) , θβi =

n∑

j=1

∂xjα

∂xiβ
(xβ(xα))θαj , i = 1, ..., n ,

onde xiβ = xiβ(x
1
α, ..., x

n
α) , i = 1, ..., n representam as mudanças de coordenadas α→ β em Mn.

Ex : A variedade T ∗Q, onde Q é o espaço de configuração, é o cenário básico para a
formulação Hamiltoniana da Mecânica Clássica, do ponto de vista geométrico. T ∗Q é identificado
com o espaço de fases de momentum (momentum phase space).

As coordenadas naturais costumam ser representadas por (q, p).
As equações de Hamilton mantêm seu aspecto perante mudanças de coordenadas naturais.

✷

– Estrutura de fibrado em T ∗M
T ∗M admite a estrutura de fibrado diferenciável gerada pelo fibrado coordenado

(T ∗M,M,π;F,G, {φ}) ,

onde:
• π : T ∗M −→M , π : (m, θm) 7−→ m;
• F , a fibra t́ıpica, é IRn;
• G, o grupo de estrutura, é GL(n, IR);
• {φ} ≡ {(Uα, φα)} é um conjunto de trivializações locais induzidas, como no caso do fibrado

tangente, pelas cartas de um atlas admisśıvel A da estrutura diferenciável de M . Os abertos Uα

são também os abertos das cartas de A, mas φα são as aplicações definidas por φα : π−1(Uα) −→
Uα × IR

n, φα : (m, θm) :7−→ (m, θα), onde θα é a representação de θm na carta α.
A realização {σg} de GL(n, IR) é dada pelas matrizes

[

∂xjα

∂xiβ
(xβ)

]

, i, j = 1, ..., n ,

que são as transpostas das inversas das matrizes referentes à realização de GL(n, IR) no fibrado
TM .

Tal como ocorre com a garrafa de Klein e o toro torcido (pág. 47), os fibrados tangente
e cotangente de M têm o mesmo espaço base, grupo estrutural, sistema de transformações de
coordenadas e fibra t́ıpica. As aplicações σg : F −→ F são, porém, diferentes.
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– Campo vetorial cotangente ou covariante
É uma aplicação que associa a cada m ∈M um vetor cotangente θm ∈ T

∗
mM .

É uma seção transversal do fibrado (T ∗M,M,π; ...), definida por

σ :M −→ T ∗M , π ◦ σ = id .

Um campo cotangente θ(m) atuando sobre um campo tangente v(m) produz um campo
escalar f(m), onde se subentende que cada número real fm = f(m) é obtido pela atuação do
covetor θm = θ(m) sobre o vetor vm = v(m). Notação: θ(v) = f .

– Forma diferencial exterior p = 1, forma p = 1, 1-forma
É um campo vetorial cotangente diferenciável.

– Módulo Λ1(M)
É o conjunto de todas as formas p = 1 sobre M .
Λ1(M) forma um módulo [1, cap. 1.B.3] sobre o anel F(M) (funções diferenciáveis sobreM)

frente às operações dadas por
i) adição: (θ(m) + ω(m))(v(m)) := θ(m)(v(m)) + ω(m)(v(m)) ,
ii) multiplicação por função g: (g(m)θ(m))(v(m)) := g(m)θ(m)(v(m)) .

Não há análogo a parêntese de Lie para 1-formas.

– Imagem rećıproca (pull-back) de uma forma p = 1
Seja f :M r −→ N s um aplicação diferenciável em M , e θ(n), uma 1-forma sobre N .
As imagens rećıprocas dos covetores θ(n) perante f∗(n) são vetores cotangentes a M dados

por
(f∗nθn)m(vm) = θn(f

′
mvm)n , ∀vm ∈ TmM , ∀n = f(m) ∈ N .

A relação entre as representações de θ(n) e ωm = f∗(n)θ(n) num par de cartas (U,ϕ) e
(W,ψ) de M r e N s, tais que x = ϕ(m) e y = ψ(n = f(m)), é dada por

ωxi =
s∑

j=1

∂yj

∂xi
(x)θj(y) , i = 1, ..., r .

Diferentemente dos campos de vetores tangentes, as imagens rećıprocas dos campos de cove-
tores θ (n) formam sempre um campo vetorial cotangente diferenciável e, portanto, uma forma
p = 1, não importando se f possui ou não inversa. Tal forma p = 1 é denominada imagem
rećıproca da 1–forma θ(m).

A representação ω(x) do campo ω = f∗θ é obtida substituindo no lado direito da relação
acima y por y(x) referente à representação de f no par de cartas (U,ϕ) e (W,ψ).

Em notação intŕınsica, a imagem rećıproca de θ(n) perante f é definida pela relação entre
funções

(f∗θ)v = θ(f ′v) ◦ f .

Exerćıcio 49:
Considere o feixe (T ∗Q,Q, π). Sejam (q, p) ≡ (q1, ..., qn, p1, ..., pn) coordenadas naturais de

T ∗Q.

Obtenha a imagem rećıproca π∗θ de uma forma p = 1 qualquer θ(q) =
n∑

i=1
θi(q)dq

i sobre Q.
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Se θ(n) é um campo cotangente Cr, e f , uma aplicação Cr+1, a imagem rećıproca de θ(n) é
um campo Cr.

– Simetria de uma 1-forma
Uma 1-forma θ(m) sobre M é dita invariante perante um difeomorfismo f :M −→M se

f∗(f(m))θ(f(m)) = θ(m) .

Diz-se que f é uma simetria de θ(m) neste caso.
Notação: f∗θ = θ.
Ex :
Uma forma p = 1 qualquer sobre T ∗Q é representada num dado sistema de coordenadas

naturais (q, p) por θ(q, p) =
n∑

i=1

(
Ai(q, p)dq

i +Bi(q, p)dpi
)
, certo?

Considere o caso particular θ0(q, p) =
n∑

i=1
pidq

i.

θ0(q, p) é invariante perante o difeomorfismo f : IRn × IRn −→ IRn × IRn, f : (q̄, p̄) 7−→ (q, p)
que se refere a uma mudança de coordenadas naturais (pág. 69):

θ0(q, p) =

n∑

i=1

pidq
i =

n∑

i,j,k=1

p̄j
∂q̄j

∂qi
(q(q̄))

∂qi

∂q̄k
dq̄k =

n∑

j,k=1

p̄jδ
j
kdq̄

k =

n∑

j=1

p̄jdq̄
j = θ0(q̄, p̄) .

θ0 é denominada forma de Liouville e será abordada com mais detalhes à página 104.
Mudanças de cartas que deixam θ0 invariante são relevantes na Mecânica Clássica, onde são

chamadas de transformações canônicas homogêneas ou transformações de Mathieu. ✷

Ex :
Na Termodinâmica, a 1a lei, a 2a lei (parcialmente) e o interesse nas propriedades inde-

pendentes de tamanho de sistemas simples com um único componente qúımico conduzem a um
espaço de fases M5 definido por cartas compat́ıveis com uma carta de coordenadas −T, p, s, v, µ.

Neste espaço existe uma 1-forma θ(m) importante, a forma de Gibbs-Duhem [10]:

θ(−T, p, s, v, µ) = −sdT + vdp− dµ .

θ(m) é um exemplo de forma diferencial conhecida como forma diferencial de contato, e M ,
tendo θ(m) como forma destacada (distinguished), é uma variedade de contato (M,θ).

Coordenadas canônicas ou coordenadas de Darboux de (M,θ) são coordenadas (x, y, z) nas
quais θ(x, y, z) assume a aparência, chamada forma canônica,

θ(x, y, z) = y1dx1 + y2dx2 − dz .

Transformações canônicas em (M,θ) são mudanças de carta f : IR5 −→ IR5, f : (x̄, ȳ, z̄) 7−→
(x, y, z) que preservam a forma canônica de θ, a menos de uma função real λ(x̄, ȳ, z̄) 6= 0,

(y1dx1 + y2dx2 − dz) = λ(x̄, ȳ, z̄)(ȳ1dx̄1 + ȳ2dx̄2 − dz̄) .

Processos termodinâmicos quase-estáticos são transformações de contato: difeomorfismos
f : M −→ M , f : m 7−→ n tais que f∗(n)θ(n) = λ(m)θ(m), onde λ(m) é uma função real
arbitrária não nula. Quando λ(m) = 1, o difeomorfismo é chamado de transformação de contato
estrita.
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Referências:
V. Arnold [15, apêndice 4], referência obrigatória sobre geometria de contato;
L. Mistura [16], aplicação da geometria de contato à Termodinâmica;
L. A. Saeger [17], dissertação de Mestrado, envolve geometria de contato e contém aplicações

à Termodinâmica e à Mecânica Clássica. ✷

Exerćıcio 50:
a) Mostre que as transformações de Legendre são transformações canônicas de (M,θ). Con-

sidere, p. ex., a transformação (−T, p, s, v, µ) 7−→ (x, y, z) dada por

x1 = s , x2 = v , y1 = T , y2 = −p , z = µ+ Ts− pv

e comprove que θ(x, y, z) = λ(−T, p, s, v, µ)θ(−T, p, s, v, µ). Identifique a função λ.
Note que µ ≡ g e z ≡ u são, respectivamente, a função de Gibbs e a energia interna molares.
b) Considerando a representação de θ na carta referente à representação de energia,

θ(s, v, T,−p, u) = Tds− pdv− du, demonstre que a mudança de coordenadas (s, v, T,−p, u) 7−→
(x, y, z) correspondente à passagem para a representação de entropia, que não é uma trans-
formação de Legendre,

x1 = u , x2 = v , y1 =
1

T
, y2 =

p

T
, z = s ,

é também uma transformação canônica. Identifique λ.
c) A transformação (−T, p, s, v, µ) 7−→ (x, y, z) dada por

x1 = −µ , x2 = −T , ρ ≡ y1 =
1

v
, σ ≡ y2 =

s

v
, z = −p

é canônica?
Note que ρ e σ são, respectivamente, a densidade e a entropia volumétricas, ρ = N

V , σ = S
V .

(Veja L. Mistura [16] e L. A. Saeger [17].)

3.4 Tensor Genérico

– Referências
Três Senhoras[1, cap. III.B.5]; C. von Westenholz[4, cap. 6]; W. Thirring[11, cap. 2.4];

Abraham-Marsden[2, cap. 1.7]

– Tensor em m ∈Mn

Encontram-se na literatura duas versões de tensor.
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Versão 1

Tensor de posto q + p, q-contravariante e p-covariante ou tensor do tipo

(
q
p

)

em m ∈M

é uma classe de equivalência tm ≡ [txα ] de conjuntos txα constitúıdos de nq+p números reais,

txα ≡
[

t
i1...iq
α j1...jp

]

, (i), (j) = 1, ..., n, denominados componentes de tm.

Dois conjuntos txα e txβ
pertencem à mesma classe de equivalência, txβ

∼ txα , quando
satisfazem a lei de transformação

t
i1...iq
β j1...jp

=

n∑

(k),(l)=1

∂xi1β

∂xk1α
(xα) · · ·

∂x
iq
β

∂x
kq
α

(xα)
∂xl1α

∂xj1β
(xβ) · · ·

∂x
lp
α

∂x
jp
β

(xβ) t
k1...kq
α l1..lp

.

txα e txβ
assim relacionados representam tm nas cartas α e β, respectivamente.

Ex : Escalar, vetor tangente e vetor cotangente são casos particulares de tensor; são tensores

do tipo

(
0
0

)

,

(
1
0

)

e

(
0
1

)

, respectivamente. ✷

Exerćıcio 51:
a) Demonstre que se as componentes de um tensor misto de posto 2 são dadas em alguma

carta α por tiαj = δij , onde δ
i
j é a delta de Kronecker, então em outra carta β qualquer elas são

dadas também pela delta de Kronecker. (Dica: use a lei de transformação das componentes do
tensor e leve em conta a relação apresentada no item a) do Exerćıcio 24.)

b) Convença-se de que a propriedade acima não se cumpre para tensores de posto 2 com
q = 0, p = 2 ou com q = 2, p = 0 quando a delta de Kronecker é dada sob a forma δij ou δij ,
respectivamante

c) Demonstre que se as componentes de um tensor totalmente covariante de posto 2 são
anti-simétricas[simétricas] em alguma carta α, então as suas componentes são também anti-
simétricas[simétricas] em outra carta β qualquer, ou seja, demonstre que

tαji = ±tαij ⇒ tβkl = ±tβlk .

Observação: forma simplética (pág.101) e tensor métrico (pág. 102), de grande importância
na Geometria Diferencial e apresentados no próximo caṕıtulo, são tensores com essas proprie-
dades; são de posto 2, com os dois ı́ndices covariantes e são, respectivamente, anti-simétricos e
simétricos.

d) Será que as mesmas propriedades de simetria valem para um tensor contravariante de
posto 2? E para um tensor do tipo q = 2 e p = 2 em relação aos ı́ndices covariantes somente ou
contravariantes somente? E ainda para um tensor com q > 2 ou p > 2 em relação a qualquer
par de ı́dices superiores ou inferiores?

Observação: as formas diferenciais exteriores, de fundamental importância no Cálculo Ex-
terior e que serão apresentados no próximo caṕıtulo, são tensores totalmente covariantes e
anti-simétricos em relação a qualquer par de ı́ndices.

Versão 2

Tensor do tipo

(
q
p

)

em m é um elemento do espaço T q
p (m) a seguir apresentado.
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– Espaço tensorial T q
p (m) ou T q

mp (M)
É o conjunto das aplicações ou formas multilineares

T q
p (m) = Lq+p(T ∗

mM, ..., T ∗
mM

︸ ︷︷ ︸

q cópias

, TmM, ..., TmM
︸ ︷︷ ︸

p cópias

; IR1) .

Um elemento de T q
p (m) é uma aplicação

tm :T ∗
mM × · · · × T

∗
mM

︸ ︷︷ ︸

q fatores

× TmM × · · · TmM
︸ ︷︷ ︸

p fatores

−→ IR1 , tm(θ1m, ..., θ
q
m, vm1, ..., vmp) = no

linear em cada um dos q + p argumentos θ1m, ..., θ
q
m, vm1, ..., vmp,

tm(..., αam i + βbmi...) = αtm(..., am i, ...) + βtm(..., bm i, ...) , ∀i , ∀α, β ∈ IR1 .

Ex : Um elemento tm ∈ T
0
2 (m) é dado na carta α por tm(vm, um) =

n∑

k,l=1

tαklv
k
αu

l
α. ✷

Ex : T 0
1 (m) = L(TmM ; IR1) é T ∗

mM , o espaço cotangente em m ∈M .
T 1
0 (m) = L(T ∗

mM ; IR1) é T ∗∗
m M , o bidual algébrico de TmM .

Para M de dimensão finita está garantido que TmM é reflexivo (veja pág. 66), isto é,
T 1
0 (m) ≡ T ∗∗

m M = TmM . Neste caso, uma aplicação linear tm : T ∗
mM −→ IR1, que em prinćıpio

pertence a T ∗∗
m M , é identificada com um vetor tangente vm ∈ TmM . ✷

Exerćıcio 52:
Demonstre que as componentes tαkl da função bilinear tm ∈ T

0
2 (m) dada no penúltimo Ex

obedecem à lei de transformação de um tensor do tipo

(
0
2

)

segundo a versão 1 de tensor.

T q
p (m) forma espaço vetorial de dimensão nq+p perante as operações

i) adição: (tm + um)(...) := tm(...) + um(...) ,
ii) multiplicação por real α: (αtm)(...) := αtm(...) .

– Produto tensorial ⊗ e base de T q
p (m)

Casos particulares

Sejam θm, ωm ∈ T
∗
mM e vm, um ∈ TmM .

a) θm ⊗ ωm é a aplicação θm ⊗ ωm : TmM × TmM −→ IR1 definida por

(θm ⊗ ωm)(vm, um) := θm(vm)ωm(um) , ∀vm, um.

Observe que θm ⊗ ωm é uma forma bilinear, ou seja, é um tensor do tipo

(
0
2

)

.

Na versão 1 de tensor, o produto θm ⊗ ωm é definido numa carta α qualquer pela classe de
equivalência

θm ⊗ ωm := [gxα ] , gαij ≡ θαiωαj , i, j = 1, ..., n.

b) vm ⊗ um é o tensor do tipo

(
2
0

)

definido por

(vm ⊗ um)(θm, ωm) := vm(θm)um(ωm) , ∀θm, ωm ,
= θm(vm)ωm(um)
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ou, na versão 1, por

vm ⊗ um := [txα ] , tijα ≡ v
i
αu

j
α , i, j = 1, ..., n.

c) vm ⊗ θm é o tensor do tipo

(
1
1

)

definido por

(vm ⊗ θm)(ωm, um) := vm(ωm)θm(um) , ∀ωm, um

ou por
vm ⊗ θm := [Sxα ] , Si

αj ≡ v
i
αθαj , i, j = 1, ..., n.

d) θm ⊗ vm é o tensor do tipo

(
1
1

)

definido por

(θm ⊗ vm)(um, θm) := θm(um)vm(ωm) , ∀vm, ωm

ou por
θm ⊗ vm := [Txα ] , T i

αj ≡ θαjv
i
α , i, j = 1, ..., n.

Caso geral

O produto tensorial de Tm ∈ T
q
p (m) por Sm ∈ T

r
s (m) é o tensor Tm⊗Sm ∈ T

q+r
p+s (m) definido

por

(Tm ⊗ Sm)(θ1m, ..., θ
q
m, ω1

m, ..., ω
r
m, v

1
m, ..., v

p
m, u1m, ..., u

s
m) :=

:= Tm(θ1m, ..., θ
q
m, ω1

m, ..., ω
r
m)Sm(v1m, ..., v

p
m, u1m, ..., u

s
m) ,

para quaisquer θm, ωm ∈ T
∗
mM, vm, um ∈ TmM , ou, na versão 1 de tensor, por

Tm ⊗ Sm := [txα ] , tα
i1...iqk1...kr
j1....jpl1...ls

≡ Tα
i1...iq
j1...jp

Sα
k1...kr
l1...ls

, (i), (j), (l), (k) = 1, ..., n.

Exerćıcio 53:
Será que o produto tensorial de dois tensores é mesmo um tensor? Demonstre que sim, mos-

trando, por exemplo, para o caso particular de Tm ∈ T
1
0 (m) e Sm ∈ T

0
1 (m), que as componentes

tiαj = T i
αSαj e tkβl = T k

βSβl de Tm ⊗ Sm estão relacionadas pela lei de transformação de um

tensor do tipo

(
1
1

)

.

Exerćıcio 54:
Dados θ1m, θ

2
m, θ

3
m ∈ T

∗
mM , mostre que

a) ⊗ é associativo: (θ1m ⊗ θ
2
m)⊗ θ3m = θ1m ⊗ (θ2m ⊗ θ

3
m).

b) ⊗ é distributivo: θ1m ⊗ (αθ2m + βθ3m) = α(θ1m ⊗ θ
2
m) + β(θ1m ⊗ θ

3
m) , ∀α, β ∈ IR1.

c) ⊗ não é comutativo: θim ⊗ θ
j
m 6= θjm ⊗ θim.

O conjunto de todos os produtos tensoriais com q fatores pertencentes a TmM e p fatores
pertencentes a T ∗

mM ,

⊗qTmM ⊗
p T ∗

mM ≡TmM ⊗ ...⊗ TmM︸ ︷︷ ︸

q fatores

⊗ T ∗
mM ⊗ ...⊗ T

∗
mM

︸ ︷︷ ︸

p fatores

,
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coincide com T q
p (m).

Se em ≡ {em1, em2, ..., emn} é uma base vetorial de TmM , e θm ≡ {θ
1
m, θ

2
m, ..., θ

n
m}, a respec-

tiva base dual, o conjunto dos nq+p produtos tensoriais

emi1 ⊗ ...⊗ emiq ⊗ θ
j1
m ⊗ ...⊗ θ

jp
m , (i), (j) = 1, ..., n

constitui uma base vetorial de T q
p (m).

– Representação de tensores
Vide versão 1 de tensor.
Com respeito à versão 2, sejam em e θm a base e cobase naturais de TmM e T ∗

mM na carta
α, representadas por { ∂

∂x1
α
, ..., ∂

∂xn
α
} e {dx1α, ..., dx

n
α}, respectivamente.

A base natural de T q
p (m) é representada na carta α por

∂

∂xi1α
⊗ ...⊗

∂

∂x
iq
m

⊗ dxj1α ⊗ ...⊗ dx
jp
α , (i), (j) = 1, ..., n ,

e um tensor tm, por

txα =
n∑

(i),(j)=1

t
i1...iq
αj1

...jp

∂

∂xi1α
⊗ ...⊗

∂

∂x
iq
α

⊗ dxj1α ⊗ ...⊗ dx
jp
α .

Mudando a carta de α para β, { ∂
∂xi

α
} e {dxjα} transformam-se conforme

∂

∂xiβ
=

n∑

j=1

∂xjα

∂xib

∂

∂xjα
, dxiβ =

n∑

j=1

∂xiβ

∂xjα
dxjα , i = 1, ...n

e t
i1....iq
αj1...jp

, segundo a lei dada na versão 1 de tensor.

– Álgebra graduada (graded algebra) dos tensores em m ∈M

Considere o conjunto de todos os tensores, de qualquer tipo

(
q
p

)

, em m ∈M .

Este conjunto forma uma álgebra graduada com as operações de adição e de multiplicação
por real dados na página 74 e com o produto interno dado pelo produto tensorial.

A álgebra é dita graduada (graded) porque a adição só está definida para tensores do mesmo
tipo em q e p.

A álgebra é associativa, certo? A álgebra não é álgebra de Lie. Confere?

– Contração
Contração de um tensor, ou de um ı́ndice contravariante com um ı́ndice covariante de um

tensor, é uma aplicação linear C : T q
p (m) −→ T q−1

p−1 (m) definida por

t...j...α...i... 7−→
n∑

k=1

t...k...α...k... .

– Produto contráıdo
É o produto tensorial de dois tensores seguido de uma contração de ı́ndices do tensor resul-

tante, no qual o ı́ndice contravariante origina-se de um dos dois tensores e o ı́ndice covariante,
do outro.
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Ex : Dados vm ∈ T
1
0 (m) e ωm ∈ T

0
p (m), um produto contráıdo posśıvel entre vm e ωm é

θm ∈ T
0
p−1(m) dado por

(viα, ωαj1j2...jp) 7−→ viαωαj1j2...jp 7−→
n∑

k=1

vkαωαkj2...jp = θαj2...jp .

Se ω é uma 1–forma θ(m), o produto contráıdo de vm = v(m) e θm = θ (m) em todos os m
produz um campo escalar. Certo?

No caso de ser ω uma p-forma com p = 1, 2, ..., n qualquer, a ser apresentada mais adiante
(veja pág. 82), o produto contráıdo exemplificado acima é a base do produto interior (veja pág.
108), simbolizado por ivω (v e ω são campos tensoriais, e ivω é o campo que resulta do produto
contráıdo em cada m. ✷

– Imagens de tensores induzidas por f :M −→ N
Uma aplicação f : M r −→ N s , : m 7−→ n = f(m) diferenciável em m ∈ M induz sobre

T 0
p (n) e T

q
0 (m) aplicações análogas a f∗n e f ′m:

a) ⊗pf∗n : ⊗pT ∗
nN −→ ⊗

pT ∗
mM , definida por

[(f∗n ⊗ · · · ⊗ f
∗
n)(θn ⊗ · · · ⊗ ωn)]m(vm, ..., um) :=

:= (θn ⊗ · · · ⊗ ωn)(f
′
mvm, ..., f

′um)
= θn(f

′
mvm)n · · ·ωm(f ′mum)n

= (f∗nθn ⊗ · · · ⊗ f
∗
nωn)m(vm, ..., um) .

b) ⊗qf ′m : ⊗qTmM −→ ⊗
qTnN , definida por

[(f ′m ⊗ · · · ⊗ f
′
m)(vm ⊗ · · · ⊗ um)]n(θn, ..., ωn) :=

:= (vm ⊗ · · · ⊗ um)(f∗nθn, ..., f
∗
nωn)

= vm(f∗nθn)m · · · um(f∗nωn)m
= (f ′mvm ⊗ · · · ⊗ f

′
mum)(θn, ..., ωn) .

⊗pf∗n e ⊗qf ′m também são simbolizadas, abreviadamente, por f∗n e f ′m, respectivamente.
Seja f : Mn −→ Nn uma aplicação difeomórfica em m ∈ Mn – lembre-se, f : M r −→ N s

difeomórfica implica r = s = n.
f induz a aplicação ⊗qf−1′

n ⊗p f∗n : ⊗qTnN ⊗
p T ∗

nN −→ ⊗
qTmM ⊗

p T ∗
mM definida por

[(f−1′
n ⊗ · · · ⊗ f∗n ⊗ · · ·)(vn ⊗ · · · ⊗ θn ⊗ · · ·)]m(ωm, ..., un, ...) :=

:= (vn ⊗ · · · ⊗ θn ⊗ · · ·)(f
−1′
m ωm, ..., f

′
mum, ...)

= (f−1′
n vn ⊗ · · · ⊗ f

∗
nθn ⊗ · · ·)(ωm, ..., um, ...) .

A imagem rećıproca Sm de um tensor Tn do tipo

(
q
p

)

é representado num par de cartas

(U,ϕ) e (W,ψ) de M e N , tais que m ∈ U , n = f(m) ∈W , x = ϕ(m) 7−→ y = ψ(n), por

S
i1...iq
xj1...jp

=

n∑

(k),(l)=1

∂xi1

∂yk1
(y) · · ·

∂xiq

∂ykq
(y)

∂yl1

∂xj1
(x) · · ·

∂ylp

∂xjp
(x)T

k1...kq
yl1...lp

.

Exerćıcio 55:

Dados M = TQn e o tensor Sm representado por S(q,p) =
n∑

i=1

∂
∂vi
⊗dqi nas coordenadas natu-

rais (q, v) ≡ (q1, ..., qn, v1, ..., vn), mostre que a imagem rećıproca de Sm perante o difeomorfismo
f : IRn × IRn −→ IRn × IRn, (q̄, v̄) 7−→ (q, v) referente a uma mudança de coordenadas naturais é

representada por S(q̄,v̄) =
n∑

j=1

∂
∂v̄j
⊗ dq̄j .
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– Fibrado tensorial T q
p (M)

É o conjunto de todos os tensores (m, tm), m ∈M , tm ∈ T
q
p (m) ou

T q
p (M) = ∪

m∈M
T q
p (m) .

T q
p (Mn) não é espaço vetorial, mas é uma variedade diferenciável de dimensão n+nq+p, com

estrutura diferenciável (Ck−1) gerada pelo atlas induzido sobre T q
p (Mn) pela estrutura (Ck) de

Mn, do mesmo modo que as estruturas induzidas sobre TM e T ∗M .
As coordenadas naturais de (m, tm) ∈ T q

p (M) induzidas por uma carta α qualquer de M
sobre T q

p (M) são (xα, txα), onde xα representa m e txα são as componentes de tm na carta α.

Exerćıcio 56:
Escreva a lei de transformação das coordenadas naturais de (m, tm) ∈ T q

p (M) perante mu-
danças de carta induzidas por α→ β em M .

T q
p (M) admite a estrutura de fibrado diferenciável gerada pelo fibrado coordenado

(
T q
p (M),M, πqp;F,G, {φ}

)
,

onde:
• πqp : T q

p (M) −→M , πqp : (m, tm) 7−→ m;

• F , a fibra t́ıpica, é IRnq+p

;
• G, o grupo de estrutura, é GL(n, IR);
• {φ} ≡ {(Uα, φα)} é uma famı́lia de trivializações locais induzidas pelas cartas de um atlas

admisśıvel A de M . Como no caso de fibrados diferenciáveis, os abertos Uα são os abertos
das cartas de A, mas φα são as aplicações dadas por φα : (πqp)−1(Uα) −→ Uα × IR

n, (πqp)−1 :
(m, tm) 7−→ (m, tα), onde tα representa tm na carta α.

O grupo GL(n, IR) age sobre a fibra t́ıpica através do grupo de matrizes

[

∂xi1β

∂xk1α
(xα) · · ·

∂x
iq
β

∂x
kq
α

(xα)
∂xil1α

∂xj1β
(xβ) · · ·

∂x
lp
α

∂x
jp
β

(xβ)

]

, (i), (j), (k), (l) = 1, ..., n ,

que caracterizam a lei de transformação das componentes de tm perante mudanças de carta.

– Campo tensorial do tipo

(
q
p

)

É uma aplicação que associa a cada m ∈M um tensor tm ∈ T
q
p (m) do tipo

(
q
p

)

, ou seja,

é uma seção transversal

σ :M −→ T q
p (M) , σ : m 7−→ σ(m) = t (m) , πqp ◦ σ = id .

– Módulo X q
p (M)

É o conjunto dos campos tensoriais diferenciáveis do tipo

(
q
p

)

.

X q
p (M) forma módulo sobre o anel F(M) perante as operações

i) adição: (t+ u)
i1...iq
j1...jp

(x) := t
i1...iq
j1...jp

(x) + u
i1...iq
j1...jp

(x) ;

ii) multiplicação por função g: (gt)
i1...iq
j1...jp

(x) := g(x)t
i1...iq
j1...jp

(x) .
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O conjunto dos campos vetoriais diferenciáveis, X 1
0 (M), é usualmente denotado por X (M)

(veja pág. 63).

– Derivada de Lie, Lv
A derivada de Lie é uma generalização do conceito de derivada direcional de função real.

Vide, por exemplo, Três Senhoras [1, cap. III.2].
Lv é um instrumento importante no estudo de simetrias de campos tensoriais. Dados um

campo vetorial v e um campo tensorial T sobre M , se, p. ex., LvT = 0, o campo v é gerador de
uma transformação infinitesimal de M em M que deixa invariante o campo T .

Seja σt : M −→ M uma famı́lia de difeomorfismos locais parametrizados por t ∈ I ⊂ IR1,

e v(m) = dσt(m)
dt

∣
∣
∣
t=0

, o campo vetorial que dá a direção e “velocidade” do mapeamento σt em

cada m ∈M . v(m) é o campo gerador das transformações σt :M −→M .
As imagens de um m ∈M qualquer perante σt descrevem uma curva geométrica sobre M à

medida que t varia em I.
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Por outro lado, a um campo vetorial diferenciável qualquer v(m) corresponde (localmente,
pelo menos) um mapeamento σt relacionado às curvas integrais de v(m).

σt induz mapeamentos ⊗qσ′t, ⊗
pσ∗t e ⊗qσ−1′

t ⊗p σ∗t de campos tensoriais q-contravariantes,

p-covariantes e de campos mistos, do tipo

(
q
p

)

, respectivamente.

LvT (m) indica o quanto a imagem de T (m) ∈ X q
p (M) perante o mapeamento ⊗qσ−1′

t ⊗p σ∗t
gerado por v(m) difere de T (m).
LvT (m) é um campo tensorial do mesmo tipo que o de T (m).
A derivada de Lie de um campo tensorial T (m) ∈ X q

p (M) qualquer em relação ao (na direção
do) campo vetorial v(m) é uma aplicação

Lv : X
q
p (M) −→ X q

p (M)

definida como segue.

Casos particulares fundamentais

a) Função real g(m) :

(Lvg)(m) :=lim
t→0

1

t
[g(σt(m))− g(m)] = v(g)(m).

b) Campo vetorial tangente u(m) :

(Lvu)(m) :=lim
t→0

1

t
[σ−1′

t (u(σt(m))) − u(m)].
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•

m

•

n = σt(m)
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. u(m)
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σ−1
′

tu(n)
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❆
❆❆❯

σ−1
′

tu(n)− u(m)
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u(n)

c) Campo vetorial cotangente ω(m) :

(Lvω)(m) :=lim
t→0

1

t
[σ∗t (ω(σt(m))) − ω(m)].

•

m

•

n = σt(m)
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v

···············
···············
···············
···············
···············
···············
···············
································· ω(m)

·························
·························
·························
········································σ∗t ω(n)

··················································································································

❆
❆❆❯

σ∗t ω(n)− ω(m)

················
················
················
················
······································
ω(n)

Caso geral

Campo tensorial T (m) ∈ X q
p (M) :

(LvT )(m) :=lim
t→0

1

t
[(⊗qσ−1′

t ⊗p σ∗t )(T (σt(m)))− T (m)].

Propriedades
1) Lv é um operador local:

Se T = S em uma vizinhança U(m) de m ∈ M , então LvT = LvS em U(m). Se
v1 = v2 em U(m), então Lv1T = Lv2T em U(m).

2) Lv é aditiva:
Lv(T + S) = LvT + LvS.

3) Lv satisfaz a regra de Leibniz:
Lv(T ⊗ S) = (LvT )⊗ S + T ⊗ (LvS).

Representações básicas

a) Função real g(x) : Lvg(x) =
n∑

i=1
vi(x) ∂g

∂xi (x) = v(g)(x).

b) Base natural ∂
∂xi : Lv

∂
∂xi = −

n∑

j=1

∂vj

∂xi (x)
∂

∂xj .

c) Cobase natural dxi : Lvdx
i =

n∑

j=1

∂vi

∂xj (x)dx
j .

As propriedades e representações básicas acima permitem calcular com facilidade a derivada
de Lie de qualquer campo vetorial.

Ex : Dado um tensor do tipo

(
1
1

)

representado por T (x) =
n∑

i,j=1
T i
j (x)

∂
∂xi ⊗ dx

j , LvT é
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obtido usando as propriedades 2) e 3) acima,

(LvT )(x) =
n∑

i,j=1

[(LvT
i
j (x))

∂

∂xi
⊗ dxj + T i

j (x)(Lv
∂

∂xi
)⊗ dxj + T i

j (x)
∂

∂xi
⊗ (Lvdx

j)] ,

e substituindo nesta expressão as representações básicas a), b) e c). ✷

Exerćıcio 57:
a) Dado um campo vetorial u(m), mostre que Lvu é representada numa carta de coordenadas

x por

(Lvu)(x) =
n∑

i,j=1

[vi(x)
∂uj

∂xi
(x)− ui(x)

∂vj

∂xi
(x)]

∂

∂xj
.

b) Comprove que Lvu = [v, u], onde [v, u] é o parêntese de Lie dos campos v e u (pág. 62).
c) Obtenha a representação de Lvθ para uma 1-forma θ(m) nas coordenadas x.

d) Para um campo tensorial t(m) genérico, do tipo

(
q
p

)

, mostre que as componentes de

Lvt nas coordenadas x são dadas por

(Lvt)
j1...jq
i1...ip

=

n∑

k=1

[vk
∂t

j1...jq
i1...ip

∂xk
− t

k...jq
i1...ip

∂vj1

∂xk
− · · · − tj1...ki1...ip

∂vjq

∂xk
+ t

j1...jq
k...ip

∂vk

∂xi1
+ · · ·+ t

j1...jq
i1...k

∂vk

∂xip
].

e) Para v e u campos vetoriais e f função real (diferenciáveis), use o item anterior para
mostrar que

Lv(fu) = Lv(f)u+ fLvu,

relação que também pode ser obtida do demonstrando do Exerćıcio 44, ao ser usado o item a)
acima, ou, ainda, de uma das três propriedades (qual delas?) apresentadas anteriormente para
a derivada de Lie.

– Simetria de um campo tensorial
Dado um campo vetorial diferenciável v(m), seja m = σ(t,m0), representada por xi =

xi(t, x0), i = 1, ..., n, a curva integral (pág. 62) de v(m) que passa por m = m0 no “instante”
t = 0.

A variação de uma função real f(m) ao longo de m = σ(t,m0) em m0 é dada por

ḟ(m0) ≡
df

dt
(σ(t,m0))

∣
∣
∣
∣
t=0

=

n∑

i=1

[
∂f

∂xi
(x(t, x0))

dxi

dt
(t, x0)]t=0 =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(x0)v

i(x0) = (Lvf)(m0) .

Se ḟ = Lvf = 0, f é invariante, permanece constante, ao longo das curvas integrais de v.
Analogamente, a variação de um campo tensorial qualquer T (m) ao longo de m = σ(t,m0)

é dada por Ṫ = LvT .
Teorema : T é invariante perante o grupo (local, ou pseudo-grupo) σt de transformações

de M em M gerado por v se, e somente se, LvT = 0. (Vide Três Senhoras [1, cap. III.C.2].)
Quando LvT = 0, diz-se que v é uma simetria de T .



Caṕıtulo 4

CÁLCULO EXTERIOR

– Introdução
No que segue são apresentados elementos do Cálculo Diferencial Exterior sobre formas dife-

renciais, desenvolvido por Elie Cartan e de grande importância na Geometria Diferencial mo-
derna.

Trata-se basicamente de:
• formas diferenciais exteriores ou p-formas (pág. 82);
• produto exterior (pág. 86);
• derivada exterior (pág. 95);
• produto interior (pág. 108);
• relações entre derivada exterior, produto interior, derivada de Lie etc. (pág. 111).
São dados conceitos adicionais, exemplos e aplicações durante a apresentação dos tópicos em

questão.

– Referências
Três Senhoras [1]; Abraham-Marsden [2]; W. Thirring[11]; C. von Westenholz [4].

4.1 Formas diferenciais exteriores

– Forma diferencial exterior de ordem p, forma p, p-forma
É um campo tensorial diferenciável ω(m) que associa a cada m ∈M uma forma exterior de

ordem p ou tensor alternado p-covariante pertencente a T 0
p (m).

– Forma exterior de ordem p, tensor alternado em m ∈Mn

É um tensor ω ∈ T 0
p (m) totalmente anti-simétrico – veja a seguir – quando p ≥ 2. Se p = 0,

é um escalar em m. Se p = 1, é um vetor cotangente ω ∈ T ∗
m(Mn).

Não existem formas exteriores de ordem p > n sobre Mn (veja Exerćıcio 58).
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Versão 1

ω ∈ T 0
p (m), dado pela classe de equivalência w ≡ [ωx], é dito totalmente anti-simétrico se

suas componentes em alguma carta (U,ϕ), x = ϕ(m), ωx ≡ (ω...i...j...), satisfazem a propriedade

ω...i...j... = −ω...j...i... , ∀ par (i, j) .

Ex :
p = 2; ωij = −ωji;
p = 3; ωijk = −ωjik = −ωikj = −ωkji = ωjki = ωkij. ✷

Será que se as componentes de um tensor covariante são totalmente anti-simétricas em al-
guma carta, elas o são também em qualquer outra carta? A resposta é sim (veja os ı́tens c) e
d) do Exerćıcio 51).

Versão 2

ω ∈ T 0
p (m), dado pela forma multilinear (pág. 74) ω(v1...vp) = no, é dito totalmente anti-

simétrico se
ω(...vi...vj ...) = −ω(...vj ...vi..) , ∀ par (i, j) .

ω(v1, ..., vp) = 0 quando dois ou mais dos p argumentos são iguais, devido à propriedade de
anti-simetria. Pela mesma razão, ωij...k = 0 se dois ou mais ı́ndices são iguais.

Exerćıcio 58:
a) Conclua que ω(v1, ..., vp) = 0 quando os p argumentos são linearmente dependentes.
b) Conclua que as formas exteriores de ordem p > n são identicamente nulas.

– Componentes estritas (strict components)
As componentes tensoriais ωIJ..K que obedecem ao ordenamento I < J < ... < K são

denominadas componentes estritas. Elas caracterizam completamente o tensor alternado.
Ex :
n = 3; p = 2; ω12, ω13, ω23;
n = 3; p = 3; ω123;
n = 4; p = 2; ω12, ω13, ω14, ω23, ω24, ω34. ✷

O número de componentes estritas é igual a
n!

p!(n− p)!
.

– Espaço Λp
m(Mn)

É o conjunto das formas exteriores de ordem p em m ∈Mn.
Casos particulares: Λ0

m(Mn) = IR1, Λ1
m(Mn) = T ∗

mM
n.

Λp
m(Mn) é um subespaço vetorial de dimensão n!

p!(n−p)! do espaço T 0
p (m), cuja dimensão é

np.
ω ∈ Λp

m(Mn) é representada na base natural de T 0
p (m) referente a uma carta (U,ϕ), x = ϕ(m)

qualquer por

ωx =

n∑

(i)=1

ωi1i2...ipdx
i1 ⊗ dxi2 ⊗ · · · dxip

(veja pág. 76) e, na correspondente base do subespaço Λp
m(Mn), por

ωx =

n∑

(I)=1

ωI1I2...Ipdx
I1 ∧ dxI2 ∧ · · · ∧ dxIp , I1 < I2 < · · · Ip .
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A base de Λp
m(Mn) é dada em termos da base de T 0

p (m) por

dxI1 ∧ dxI2 ∧ · · · ∧ dxIp =
n∑

(i)=1

ǫ
I1I2...Ip
i1i2...ip

dxi1 ⊗ dxi2 ⊗ · · · dxip ,

onde os elementos ǫ
I1I2...Ip
i1i2...ip

, com os ı́ndices superiores satisfazendo I1 < I2 < · · · Ip, formam um

subconjunto das componentes ǫ
j1j2...jp
i1i2...ip

, sem restrição nos ı́ndices superiores e dadas por

ǫ
j1j2...jp
i1i2...ip

=







0 se (j1, ..., jp) não é permutação de (i1, ..., ip) ;
+1 se (j1, ..., jp) é permutação par de (i1, ..., ip) ;

−1 se (j1, ..., jp) é permutação ı́mpar de (i1, ..., ip) ;

0 se dois ou mais ı́ndices em (j1, ..., jp) ou (i1, ..., ip) são iguais ,

do tensor denominado tensor de Kronecker (veja Três Senhoras [1, cap. III.B.5 e cap. IV.A.1]).

ǫ
j1j2...jp
i1i2...ip

são totalmente anti-simétricas nos ı́ndices inferiores bem como nos ı́ndices superiores.

No caso particular de p = n, as componentes ǫ12...ni1i2...in
, costumam ser simbolizadas simples-

mente sem os ı́ndices superiores, como ǫi1i2...in, e formam as componentes do chamado tensor de
Levi-Civita.

– Módulo Λp(Mn)
É o conjunto das formas diferenciais exteriores de ordem p (definidas na pág. 82).
Λp(Mn) é um submódulo do módulo X 0

p (M
n) (vide pág. 78). A dimensão de Λp(Mn) é

n!
p!(n−p)! .

– Volume Ω, orientabilidade e orientação em Mn

Referência: Abraham-Marsden [2, cap. 2.5].
Chama-se volume uma forma diferencial de ordem máxima, isto é, uma n-forma Ω ∈ Λn(Mn),

tal que
Ω(m) 6= 0 , ∀m ∈Mn .

Um exemplo é o volume padrão do IRn, representado num atlas de coordenadas cartesianas
x ≡ (x1, ..., xn) por

Ω0(x) = dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn,

ou por

Ω0 =
n∑

(i)=1

ǫi1i2...indx
i1 ⊗ dxi2 ⊗ · · · ⊗ dxin .

Diz-se que a variedade Mn é orientável se ela admite um volume. Compare esta definição
de orientabilidade com a dada na pág. 35.

Ex : A faixa de Möbius e a garrafa de Klein, p. ex., não admitem volume; não são,
portanto, variedades orientáveis.

A esfera S2 é orientável, pois admite volume. Siga adiante e depois retorne a este ponto para
apreciar que um dos volumes admitidos por S2 é a 2-forma Ω representada nas coordenadas
esférico-polares usuais (x = sin θ cosφ, y = sin θ sinφ, z = cos θ; 0 < θ < π, 0 < φ < 2π;
x2 + y2 + z2 = 1) por

Ω(θ, φ) = sin θdθ ∧ dφ.

Note que Ω(θ, φ) 6= 0 para 0 < θ < π, 0 < φ < 2π. ✷



Caṕıtulo 4. Cálculo Exterior 85

Como a dimensão de Λn(Mn) é igual a 1 e Ω(m) 6= 0, qualquer elemento ω ∈ Λn(Mn) sobre
uma variedade Mn dotada de volume, (Mn,Ω), é um múltiplo de Ω, ou seja, ω = fΩ, onde f é
uma função real diferenciável, f ∈ F(Mn).

Ω1 e Ω2 são ditos volumes equivalentes se, e somente se, existe uma função real diferenciável
f(m) > 0, ∀m ∈Mn tal que Ω1 = fΩ2.

Volumes assim relacionados formam uma classe de equivalência.
Uma orientação de Mn é uma classe de equivalência [Ω] de volumes em Mn.
Variedade orientada, (Mn, [Ω]), é uma variedade Mn dotada de uma orientação [Ω].
Se [Ω] é uma orientação de Mn, então [−Ω] é outra orientação, denominada orientação

reversa.
Pode-se demonstrar que uma variedade orientável é conexa se, e somente se, possui exata-

mente duas orientações, [Ω] e [−Ω].
Para (Mn, [Ω]), diz-se que uma carta (U,ϕ) com ϕ(U) = V ⊂ IRn está orientada positivamente

se, e somente se, a representação de Ω é equivalente ao volume padrão, Ω0, de V ⊂ IR
n, ou seja,

se as componentes tensorias de Ω são funções positivas sobre V .
SejamM e N , de dimensões não necessariamente iguais, duas variedades dotadas de volumes

ΩM e ΩN , respectivamente, e f :M −→ N uma aplicação diferenciável. Diz-se que:
f preserva volume se f∗ΩN = ΩM ;
f preserva orientação se f∗ΩN ∈ [ΩM ];
f reverte orientação se f∗ΩN ∈ [−ΩM ];
determinante de f com relação a ΩM e ΩN é a função det(ΩM ,ΩN ) f definida por

f∗ΩN := (det(ΩM ,ΩN )f)ΩM .

– Divergente de um campo vetorial
Seja (Mn,Ω) uma variedade diferenciável Mn dotada de um volume destacado Ω e seja v

um campo vetorial diferenciável sobre Mn, v ∈ X (Mn).
Como a derivada de Lie de um campo tensorial T de qualquer tipo é um campo tensorial

do mesmo tipo que o de T (pág. 79), LvΩ é um elemento de Λn(Mn) e, por conseguinte, um
múltiplo de Ω, conforme já mencionado.

Denomina-se divergente de v em relação a Ω o campo (divΩv)(m) definido por

LvΩ := (divΩv)Ω.

Exerćıcio 59:
Considere M = IRn com coordenadas cartesianas x ≡ (x1, ..., xn).
Demonstre que o divergente de um campo vetorial v ∈ X (IRn) em relação ao volume padrão

do IRn é dado pela conhecida expressão

(divΩ0v)(x) =
∂v1

∂x1
(x) +

∂v2

∂x2
(x) + · · ·+

∂vn

∂xn
(x).

(Adapte a expressão de (Lvt)
j1...jq
i1...ip

dada no Exerćıcio 57 à presente situação.)
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4.2 Produto exterior

Casos particulares

– Produto exterior de 2 vetores cotangentes θ1, θ2 ∈ T ∗
mM .

É a aplicação θ1 ∧ θ2 : TmM × TmM −→ IR1 definida por

(θ1 ∧ θ2)(v1, v2) :=

∣
∣
∣
∣

θ1(v1) θ1(v2)
θ2(v1) θ2(v2)

∣
∣
∣
∣

, ∀v1, v2 ∈ TmM .

Da definição decorre:

(θ1 ∧ θ2)(v1, v2) = θ1(v1)θ
2(v2)− θ

2(v1)θ
1(v2) = (θ1 ⊗ θ2 − θ2 ⊗ θ1)(v1, v2).

Exerćıcio 60:
Mostre que
a) θ1 ∧ θ2 é uma forma exterior p = 2 em m ∈M .
b) θ1 ∧ θ2 = −θ2 ∧ θ1, θi ∧ θi = 0, i = 1, 2.
c) α(θ1 ∧ θ2) = (αθ1) ∧ θ2 = θ1 ∧ (αθ2), α ∈ IR1.
d) θ1 ∧ (αθ2 + βθ3) = α(θ1 ∧ θ2) + β(θ1 ∧ θ3), α, β ∈ IR1, θi ∈ T ∗

mM.

Exerćıcio 61:
Considere M = IR2, coordenadas cartesianas (x1 ≡ x, x2 ≡ y) e o ponto m representado pela

origem do sistema de coordenadas (x, y).
a) Dados θ = Adx+Bdy e ω = Pdx+Qdy, mostre que θ ∧ ω = (AQ−BP )dx ∧ dy.
b) Para dois vetores quaisquer v, u ∈ TmM , constate que (dx ∧ dy)(v, u) é igual à área do

paralelogramo formado pelos dois vetores, a menos de um sinal.
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(Lembre que dxi(vm) = vix (pág. 67), onde vix é a i-ésima compo-
nente de vm na carta de coordenadas x = ϕ(m).)

c) Seja x = r cos θ, y = r sin θ. Expresse dx, dy em função de dr, dθ e mostre que dx∧ dy =
rdr ∧ dθ.

(Note que o jacobiano de transformação é J =
∣
∣
∣
∂(x,y)
∂(r,θ)

∣
∣
∣ = r.)

– Produto exterior de p vetores cotangentes θi ∈ T ∗
mM

É a aplicação θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp definida por

(θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp)(v1, v2, ..., vp) :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

θ1(v1) θ1(v2) ... θ1(vp)
θ2(v1) θ2(v2) ... θ2(vp)
... ... ... ...

θp(v1) θp(v2) ... θp(vp)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, ∀vi ∈ TmM .

Propriedades:
a) θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp é uma forma exterior de ordem p em m ∈M .
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b) θi1∧θi2∧· · ·∧θip = (−1)νθ1∧θ2∧· · ·∧θp, onde (i1, i2, ..., ip) é uma permutação de (1, 2, ..., p)

e ν =

{
1 permutação ı́mpar

0 permutação par
. O valor de (−1)ν é chamado sinal(sign) da permutação.

c) θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp = 0 se dois ou mais θi são iguais.
d) θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp é linear em cada um dos p fatores.
e) θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp ≡ 0 se p > n (n é a dimensão de Mn).
Ex :
Considere M = IR3 com coordenadas (x1 ≡ x, x2 ≡ y, x3 ≡ z) e m a origem de IR3.

•

dx ∧ dy = −dy ∧ dx
dx ∧ dz = −dz ∧ dx
dy ∧ dz = −dz ∧ dy






dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi, i 6= j

• dx ∧ dx = dy ∧ dy = dz ∧ dz = 0, dxi ∧ dxi = 0 .
• θ ∧ ω ≡ (Adx+Bdy +Cdz) ∧ (Pdx+Qdy +Rdz)

= (AQ−BP )dx ∧ dy + (AR − PC)dx ∧ dz + (BR−QC)dy ∧ dz.
• Se θ = ω na expressão anterior, obtém-se θ ∧ θ = 0.
• (dxi ∧ dxj)(v, u) é igual à área do paralelogramo formado pelas projeções de v e u sobre o

plano XiXj , a menos de um sinal.
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✏✏✏✏✮
(dx ∧ dy)(v, u)

• dx∧dy∧dz = dy∧dz∧dx = dz∧dx∧dy = −dy∧dx∧dz = −dz∧dy∧dx = −dx∧dz∧dy.
• (dx∧dy∧dz)(v1, v2, v3) é igual ao volume do paralelogramo formado pelos vetores v1, v2, v3,

a menos de um sinal.
• O produto de quatro ou mais dxi em IR3 é nulo, pois contém necessariamente dois ou mais

dxi iguais, já que existem só três dxi distintos, dx, dy e dz. Exemplo: dx ∧ dy ∧ dz ∧ dx = 0.
✷

Exerćıcio 62: Referente ao Ex. anterior,
a) demonstre que

dx∧dy∧dz = dx⊗dy⊗dz+dy⊗dz⊗dx+dz⊗dx⊗dy−dy⊗dx⊗dz−dx⊗dz⊗dy−dz⊗dy⊗dx.
(É fácil. É só considerar dx ∧ dy ∧ dz aplicado a vetores genéricos (v1, v2, v3), ordenar cada

uma das seis parcelas do determinante definitório de (dx ∧ dy ∧ dz)(v1, v2, v3) de tal modo a
preservar o ordenamento dos vetores (v1, v2, v3) e invocar a definição de produto tensorial.);

b) comprove que a expressão acima assume a seguinte forma compacta:

dx ∧ dy ∧ dz ≡ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =
3∑

(i)=1

ǫ123i1i2i3dx
i1 ⊗ dxi2 ⊗ dxi3 ,

Sabendo, p. ex., que ǫ213i1i2i3
= −ǫ123i1i2i3

obtém-se dx ∧ dy ∧ dz = −dy ∧ dx ∧ dz, certo?
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c) Comprove ainda que

dx ∧ dy = dx⊗ dy − dy ⊗ dx =

3∑

(i)=1

ǫ12i1i2dx
i1 ⊗ dxi2 .

e também que

dxj ∧ dxj =
3∑

(i)=1

ǫjji1i2dx
i1 ⊗ dxi2 = 0 , j = 1, 2, 3.

Exerćıcio 63:

Mostre que
n∑

i,j=1
Fij(x) dx

i ∧ dxj = 0 quando Fij(x) = Fji(x) e, portanto, como importante

caso particular desta relação, que
n∑

i,j=1

∂
∂xi (

∂f
∂xj ) dx

i ∧ dxj = 0, onde f ∈ F(Mn).

Pode-se demonstrar (você não quer tentar?) que, em termos do tensor de Kronecker (pág.
84), o produto de p vetores cotangentes é dado por

θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp =

p
∑

(i)=1

ǫ12...pi1i2...ip
θi1 ⊗ θi2 ⊗ · · · ⊗ θip ,

onde cada um dos ı́ndices i1, i2, ..., ip assume os valores que rotulam os p vetores cotangentes,
1, 2, ..., p, e não os elementos de alguma cobase natural de T ∗M , que é, por exemplo, o caso no
Exerćıcio 62.

Caso geral

– Produto exterior de duas formas exteriores quaisquer
Dados θ ∈ Λp

m(M) e ω ∈ Λq
m(M), o produto exterior de θ e ω é a aplicação

θ ∧ ω :TmM × TmM × · · · × TmM
︸ ︷︷ ︸

p+q fatores

−→ IR1

definida (Três Senhoras [1], Nakahara [14]) por

(θ ∧ ω)(v1...vp+q) :=
1

p!q!

∑

π

(signπ)π[θ(v1...vp)ω(vp+1...vp+q)],

onde π é permutação dos números (1, 2, ..., p + q) e signπ é o sinal da permutação, signπ = ±1.
Outra definição (Arnold [15], Abraham-Marsden [2], Westenholz [4]), equivalente, é

(θ ∧ ω)(v1...vp+q) :=
∑

(−1)ν(θ ⊗ ω)(vi1 ...vip , vj1 ...vjq ),

=
∑

(−1)νθ(vi1 ...vip)ω(vj1 ...vjq ),

onde a soma é sobre permutações (i1, ..., ip, j1, ..., jq) de (1, 2, ..., p + q) que obedecem ao orde-

namento i1 < i2 < · · · < ip , j1 < j2 < · · · < jq e ν =

{
1 permutação ı́mpar

0 permutação par
.

θ ∧ ω é uma forma exterior de ordem p+ q em m ∈M .
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Exerćıcio 64:
a) Para θ1 e θ2, ambas de ordem p = 1, mostre que (θ1∧ θ2)(v1, v2) coincide com a definição

anterior, em termos do determinante da matriz de elementos θi(vj).
b) Para θ e ω de ordem p = 1 e q = 2, respectivamente, obtenha (θ∧ω)(v1, v2, v3) pelas duas

definições referentes ao caso geral e constate que, de fato, estas dão o mesmo resultado.
c) Conclua que θ ∧ ω do item b) é uma forma exterior de ordem p = 3.
d) Para θ1, θ2 e θ3, todos de ordem p = 1, comprove que θ1 ∧ (θ2 ∧ θ3) = (θ1 ∧ θ2) ∧ θ3.

– Produto exterior de duas formas diferenciais quaisquer
Dados θ ∈ Λp(M) e ω ∈ Λq(M), onde p ≥ 1, q ≥ 1, – θ e ω agora são campos diferenciáveis

–, o produto exterior (exterior product, wedge product) de θ e ω é o campo (θ∧ω)(m) que associa
a cada m ∈M o elemento θ(m) ∧ ω(m) ∈ Λp+q

m (M).
No caso de uma 0-forma f ∈ Λ0(M) – função real diferenciável sobreM –, o produto exterior

de f e uma p-forma ω ∈ Λp(M) é o campo diferenciável f ∧ ω definido por

f ∧ ω := fω ,

onde fω é a multiplicação por função junto ao módulo X q
p (M) (pág. 78).

– Propriedades
O produto exterior de duas formas diferenciais exteriores é uma aplicação

∧ : Λp(M)× Λq(M) −→ Λp+q(M)

que apresenta as seguintes propriedades:
1) θ ∧ ω = (−)pqω ∧ θ; pode não ser comutativo;
2) (θ ∧ ω) ∧ w = θ ∧ (ω ∧ w); é associativo;
3) (θ + w) ∧ ω = θ ∧ ω + w ∧ ω;
ω ∧ (θ + w) = ω ∧ θ + ω ∧ w; é bilinear

4) f(θ ∧ ω) = (fθ) ∧ ω = θ ∧ (fω); f ∈ F(M),
onde F(M) é o anel das funções diferenciáveis sobre M (pág. 52).

– Álgebra exterior ou de Grassmann, Λ(M)
É o conjunto das formas diferenciais de todas as ordens (p = 0, 1, 2, ...) sobre M juntamente

com as operações de adição e multiplicação por função referentes ao módulo X q
p (M) e com

produto interno dado pelo produto exterior.
A álgebra Λ(M) é uma álgebra graduada (graded algebra), isto é, uma coleção {Λp(M)} de

módulos indexados pelos números inteiros p e com uma aplicação bilinear associativa

∧ : Λ(M) × Λ(M) −→ Λ(M).

Obs.
Uma função real diferenciável f pode ser encarada como elemento do anel F(M) sobre o

qual cada um dos Λp(M) é definido bem como 0-forma.
fω pode ser entendido como produto de uma p-forma por um elemento de F(M) ou como

produto interno de dois elementos da álgebra Λ(M) – dado pelo produto exterior –, já que
f ∧ ω := fω.
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– Representações de formas diferenciais
Ex :
Considere M = IR2 com coordenadas (x1, x2).
Há três maneiras de representar 2-formas:
1) ω(x) = ω12(x)dx

1 ⊗ dx2 + ω21(x)dx
2 ⊗ dx1

=
2∑

i,j=1
ωij(x)dx

i ⊗ dxj, ωij = −ωji;

2) levando em conta ω12 = −ω21 e dx1 ∧ dx2 = dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1, passa-se de 1) para
ω(x) = ω12(x)dx

1 ∧ dx2

=
2∑

I,J=1
ωIJ(x)dx

I ∧ dxJ , I < J ;

3) considerando ω12 = −ω21 e dx1 ∧ dx2 = −dx2 ∧ dx1, passa-se de 2) para
ω(x) = 1

2ω12(x)dx
1 ∧ dx2 + 1

2ω21(x)dx
2 ∧ dx1

= 1
2!

2∑

i,j=1
ωij(x)dx

i ∧ dxj , ωij = −ωji.

✷

As representações de uma p-forma qualquer ω ∈ Λp(Mn) na carta (U,ϕ), x = ϕ(m) são:

1) ω(x) =
n∑

(i)=1

ωi1i2...ip(x)dx
i1 ⊗ dxi2 ⊗ · · · ⊗ dxip , ωi1i2...ip totalmente anti-simétricas;

2) ω(x) =
n∑

(I)=1

ωI1I2...Ip(x)dx
I1 ∧ dxI2 ∧ · · · ∧ dxIp , I1 < I2 < · · · < Ip,

onde ωI1I2...Ip(x) são as componentes estritas de ω(x).

3) ω(x) = 1
p!

n∑

(i)=1

ωi1i2...ip(x)dx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip , ωi1i2...ip totalmente anti-simétricas.

Na literatura encontra-se com freqüência a representação 3) sem o fator 1
p! . Ao passar para

os outros modos de representação, é preciso levá-lo em conta.

Exerćıcio 65:
Convença-se de que

a) ωi1...ip = 1
p!

n∑

(k)=1

ǫ
k1...kp
i1...ip

ωk1...kp.

b)
n∑

(i)=1

ωi1...ipdx
i1 ⊗ · · · ⊗ dxip = 1

p!

n∑

(k)=1

ωk1...kpdx
k1 ∧ · · · ∧ dxkp .

c) 1
p!

n∑

(k)=1

ωk1...kpdx
k1 ∧ · · · ∧ dxkp =

n∑

(I)=1

ωI1...Ipdx
I1 ∧ · · · ∧ dxIp , I1 < I2 < · · · < Ip.

Os n diferenciais dxi das funções coordenadas, encaradas como 1-formas, constituem a base
natural do módulo Λ1(Mn) = X 0

1 (M
n).

O conjunto dos np elementos {dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxip} é uma base para o módulo X 0
p (M

n).

O conjunto das n!
p!(n−p)! p-formas linearmente independentes {dxI1 ∧· · ·∧dxIp}, I1 < · · · < Ip

constitui uma base para o submódulo Λp(Mn) de X 0
p (M).

O conjunto {dxi1 ∧ · · · ∧ dxip}, sem ordenamento crescente nos (i) como em I1 < · · · < Ip ,
não é base para Λp(Mn), pois seus elementos não são linearmente independentes. É bom lembrar
isso junto à representação 3), pois o esquecimento disso costuma causar desastres nos cálculos.

Exerćıcio 66:

Dadas as formas α =
n∑

i=1
αidx

i, β =
n∑

j=1
βjdx

j e ω = α ∧ β;



Caṕıtulo 4. Cálculo Exterior 91

a) mostre que as componentes de ω na base {dxi ⊗ dxj} são ωij = αiβj − αjβi;
b) quais são as componentes estritas de ω – componentes de ω na base dxI ∧ dxJ , I < J – e

quais são as suas componentes na expansão em termos de {dxi ∧ dxj}?

No caso particular do espaço euclidiano IR3, coordenadas (x1 ≡ x, x2 ≡ y, x3 ≡ z), costuma-
se adotar como base de Λ2(IR3) o conjunto formado por

dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy,

chamado base usual do Λ2(IR3), em vez do conjunto {dxI ∧ dxJ}, I < J .
Qual é a diferença entre a base usual e a base {dxI ∧ dxJ}, I < J?

Exerćıcio 67:
a) Para α = α1dx + α2dy + α3dz e β = β1dx + β2dy + β3dz, mostre que as componentes

de α ∧ β = −β ∧ α na base usual de Λ2(IR3) coincidem com as componentes do produto vetorial
usual, α× β, dos vetores α = α1i+ α2j+ α3k ≡ (α1, α2, α3) e β ≡ (β1, β2, β3).

b) Para α dada no item anterior e γ = γ1dy ∧ dz + γ2dz ∧ dx + γ3dx ∧ dy, mostre que a
componente estrita de α ∧ γ = γ ∧ α coincide com o produto escalar usual, α · γ, dos vetores
α ≡ (α1, α2, α3) e γ ≡ (γ1, γ2, γ3).

c) Obtenha as componentes de γ dado em b) nas representações 1), 2) e 3) de p-formas.

Passando da carta α para a carta β, ω(xα) muda para ω(xβ) de acordo com a lei de trans-

formação de um campo tensorial do tipo

(
0
p

)

,

ωj1...jp(xβ) =

n∑

(l)=1

∂xl1α

∂xj1β
(xβ) · · ·

∂xlp

∂x
jp
β

(xβ)ωl1...lp
(xα(xβ)).

As representações ω(xβ) =
1
p!

n∑

(j)=1

ωj1...(xβ)dx
j1
β ∧ · · · e ω(xα) =

1
p!

n∑

(i)=1

ωi1...(xα)dx
i1
α ∧ · · ·,

estão relacionadas por

ω(xβ) =
1

p!

n∑

(i)=1

ωi1...ip(xα(xβ))dx
i1
α (xβ) ∧ · · · ∧ dx

ip
α (xβ),

onde dxikα (xβ) =
n∑

jk=1

∂x
ik
α

∂x
jk
β

(xβ)dx
jk
β .

Exerćıcio 68:
Considere M = IR3, a mudança de carta (r, θ, φ) 7−→ (x, y, z) dada por x = r sin θ cosφ,

y = r sin θ sinφ, z = r cos θ; r > 0, 0 < θ < π, 0 < φ < 2π; |x| > 0, |y| > 0, |z| > 0 e o volume
padrão do IR3 (veja pág. 84), Ω0(x, y, z) = dx ∧ dy ∧ dz.

Mostre que Ω0(r, θ, φ) = r2 sin θdr ∧ dθ ∧ dφ.
(Adapte a relação entre as representações ω(xβ) e ω(xα) para este caso particular e desen-

volva os produtos exteriores, lembrando que dxi ∧ dxj ∧ dxk = 0 quando dois ou mais dx(i) são
iguais.)
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No caso particular de p = n (dimensão deMn), as componentes estritas das n-formas acabam
transformando-se conforme

ωK1=1...Kn=n(xβ) = J(xβ)ωI1=1...In=n(xα(xβ)),

onde J(xβ) ≡ det

[

∂xI
α

∂xK
β

(xβ)

]

é o jacobiano de transformação das coordenadas.

Ex :
Vide o exeŕıcio anterior.

✷

– Imagem rećıproca (pull-back) de p-formas
Uma f :M r −→ N s, f : m 7−→ n diferenciável sobre M induz uma aplicação

f∗ : Λp(N s) −→ Λp(M r) , p ≤ s, p ≤ r

que associa a cada ω ∈ Λp(N s) uma p-forma f∗ω ∈ Λp(M r) definida por

(f∗ω)(m)(v1, ..., vp) := ω(n)(f ′mv1, ..., f
′
mvp) , vi ∈ TmM.

(Veja pág. 68, 70 e 77 e Três Senhoras[1, capIV.A.3]).
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f∗

f∗ω é denominada imagem rećıproca (pull-back) de ω.
Num par de cartas onde m, n e f são representados, respectivamente, por x, y e y = y(x),

a relação entre ω e f∗ω é

ω(y) =
1

p!

s∑

(i)=1

ωi1...ip(y)dy
i1 ∧ · · · ∧ dyip ;

(f∗ω)(x) = 1
p!

s∑

(i)=1

ωi1...ip(y(x))dy
i1(x) ∧ · · · ∧ (x)dyip(x)

= 1
p!

r∑

(j)=1

(f∗ω)j1...jp(x)dx
j1 ∧ · · · ∧ dxjp ;

(f∗ω)j1...jp(x) =
s∑

(i)=1

∂yi1

∂xj1
(x) · · ·

∂yip

∂xjp
(x)ωi1...ip(y(x)); (j) = 1, ..., r.

Ex : Inclusão, volume da esfera S2

Considere a inclusão (pág. 9) da esfera S2 mergulhada no IR3, i : S2 −→ IR3.
Sejam (θ, φ); 0 < θ < π, 0 < φ < 2π as coordenadas esférico-polares usuais da esfera, e

(x, y, z), as coordenadas cartesianas usuais de IR3.
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A imagem rećıproca de ω = Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy ∈ Λ2(IR3) perante i é

(i∗ω) = (P sin θ cosφ+Q sin θ sinφ+R cos θ) sin θdθ ∧ dφ ∈ Λ2(S2).

Considere um ponto m qualquer sobre S2, de coordenadas (x, y, z) no IR3. O vetor r =
xi+yj+zk ≡ (x, y, z) é unitário, pois x2+y2+z2 = 1, e é o vetor posicional de m no IR3, certo?

Considere dois vetores, v ≡ (△x,△y,△z) e u ≡ (△x,△y,△z), ortogonais entre si e tangen-
tes a S2 no ponto m. Suponha que △x, ...,△x, ... sejam distâncias elementares, infinitesimal-

mente pequenas, no IR3.
O produto misto r · (v × u) = x(△y△z −△z△y) + · · · é o elemento de área de um plano

tangente à esfera no ponto m, certo? Como △x, ...,△x, ... são infinitesimais, r ·(v×u) é também
(numericamente) um elemento de área da esfera no ponto m, certo?

Exerćıcio 69: Seja ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy.
a) Mostre que ω, aplicado a v = △x ∂

∂x + · · · e u = △x ∂
∂x + · · ·, produz ω(v, u) = r · (v× u).

b) Mostre que i∗ω ≡ Ω é igual a Ω(θ, φ) = sin θdθ ∧ dφ em coordenadas (θ, φ).

Ω é o volume de S2, referido na pág. 84. ✷

Teorema: f induz um homomorfismo f∗ entre as álgebras exteriores graduadas Λ(N s) e
Λ(M r).

Homomorfismo entre Λ(N s) e Λ(M r) significa uma aplicação f∗ : Λ(N s) −→ Λ(M r) tal que
a) f∗(αω + βθ) = αf∗ω + βf∗θ , ω, θ ∈ Λp(N s) , α, β ∈ IR;
b) f∗(ω ∧ θ) = f∗ω ∧ f∗θ , ω ∈ Λp(N s), θ ∈ Λq(N s).
Você não se anima a demonstrá-lo? A propriedade b), por ex., é muito útil.
Quando f é um difeomorfismo (r = s), o homomorfismo transforma-se em isomorfismo.

– Imagem (push-forward) de p-formas
Uma aplicação f :Mn −→ Nn, f : m 7−→ n difeomórfica sobre Mn induz uma aplicação

f∗ : Λ
p(Mn) −→ Λp(Nn) , p ≤ n

que associa a cada ω ∈ Λp(Mn) uma p-forma f∗ω ∈ Λp(Nn) definida por

f∗ := f−1∗ ,

ou seja, por
(f∗ω)(n)(v1, ..., vp) := ω(m)(f−1′

n v1, ..., f
−1′
n vp) , vi ∈ TnN
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f∗

f∗ω é denominada imagem (push-forward) de ω.
Se f é diferenciável, ω(n) possui garantidamente imagem rećıproca. Para que ω(m) possua

imagem f∗ω, f deve ser mais do que diferenciável; deve ser difeomórfica (pág. 51).
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– Invariância e simetria de p-formas
Uma p-forma ω é invariante perante um difeomorfismo f :M −→M , f : m 7−→ n se

f∗(ω(n)) = ω(m)

ou, equivalentemente, se
f∗(ω(m)) = ω(n).

f é dita uma simetria de ω nesse caso.
Ex :
Sobre o cenário básico da formulação Hamiltoniana da Mecânica Clássica, o fibrado co-

tangente (pág. 68) do espaço de configuração, M2n = T ∗Qn , existe uma 2-forma destacada
(distinguished), denominada forma simplética natural de T ∗Q, ω0. Veja a observação à pág. 66
para recordar o significado do adjetivo “natural” e aguarde a pág. 101 para saber o que é uma
forma simplética, e a pág. 104 para saber porque ω0 é uma forma simplética “natural”. ω0 é a
derivada exterior, a ser apresentada logo adiante, da forma de Liouville θ0 (pág. 71), ω0 = dθ0,
e é representada em coordenadas naturais (x1...x2n) ≡ (q1...qn, p1...pn) de T

∗Qn por

ω0(q, p) = ω0can(q, p) ≡
n∑

i=1

dpi ∧ dq
i.

A aparência de ω0 é denominada forma canônica quando é a aparência acima, ω0can .
Transformação canônica – no contexto geométrico da formulação Hamiltoniana – é uma

mudança de coordenadas (q, p) 7−→ (q̄, p̄), entendida como um difeomorfismo f : IR2n −→ IR2n,
que deixa invariante a forma canônica de ω0,

f∗ω0can(q̄, p̄) = ω0can(q, p) , f∗ω0can(q, p) = ω0can(q̄, p̄) .

f é uma simetria de ω0can .
As mudanças de coordenadas naturais de T ∗Q (veja pág. 69 e 71) são transformações

canônicas.
Comprovação: dada a mudança de coordenadas naturais





q̄i = q̄i(q)

p̄i =
n∑

j=1
pj

∂qj

∂q̄i
(q̄(q))



←→





qi = qi(q̄)

pi =
n∑

j=1
p̄j

∂q̄j

∂qi
(q(q̄))



 , i = 1, ..., n,

segue das relações que carcterizam essa mudança que

f∗ω0can(q, p) =
n∑

i=1
dpi(q̄, p̄) ∧ dq

i(q̄, p̄)

=
n∑

i=1

(
n∑

j=1

∂pi
∂p̄j

dp̄j +
n∑

m=1

∂pi
∂q̄mdq̄

m

)

∧

(
n∑

l=1

∂qi

∂p̄l
dp̄l +

n∑

k=1

∂qi

∂q̄k
dq̄k
)

=
n∑

i=1

(
n∑

j=1

∂q̄j

∂qi
dp̄j +

n∑

j,l,m=1

p̄j
∂
∂ql

(∂q̄
j

∂qi
) ∂ql

∂q̄m dq̄
m

)

∧

(

0 +
n∑

k=1

∂qi

∂q̄k
dq̄k
)

=
n∑

j,k=1

(
n∑

i=1

∂q̄j

∂qi
∂qi

∂q̄k

)

dp̄j ∧ dq̄
k +

n∑

i,j,l=1

p̄j
∂
∂ql

(∂q̄
j

∂qi
)

(
n∑

m=1

∂ql

∂q̄mdq̄
m

)

∧

(
n∑

k=1

∂qi

∂q̄k
dq̄k
)

=
n∑

j,k=1

δjkdp̄j ∧ dq̄
k +

n∑

j=1
p̄j

(
n∑

l,i=1

∂
∂ql

(∂q̄
j

∂qi
) dql ∧ dqi

)

(veja o Exerćıcio 24)

=
n∑

k=1

dp̄k ∧ dq̄
k + 0 (veja o Exerćıcio 63)

= ω0can(q̄, p̄).
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Há, porém, transformações canônicas importantes na Mecânica Hamiltoniana que não são
mudanças de coordenadas naturais. ✷

Exerćıcio 70:
Para um oscilador harmônico isotrópico, por ex., a evolução temporal sobre o espaço de fases

de momentum é dada por

[

qi = xi cos(ωt) + yi

ω sin(ωt)
pi = −ωxi sin(ωt) + yi cos(ωt)

]

, i = 1, 2, ..., n .

Mostre que a relação entre os valores de (q, p) para t qualquer e seus valores iniciais, qi(0) =
xi, pi(0) = yi, é uma transformação canônica. Repare que ela não é mudança de coordenadas
naturais (por que não?).

4.3 Derivada exterior

– Derivada ou diferencial exterior de p-formas
Encontram-se na literatura duas concepções de derivada ou diferencial exterior.

Definição impĺıcita

P.d-0) Derivada ou diferencial exterior é uma aplicação

d : Λp(Mn) −→ Λp+1(Mn) , p = 0, 1, 2, ..., n

que satisfaz as seguintes propriedades:
P.d-1) d é linear,

d(αω + βθ) = αdω + βdθ , θ, ω ∈ Λp(Mn) , α, β ∈ IR1;

P.d-2) d obedece à regra antiLeibniz,

d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ + (−1)pω ∧ dθ , ω ∈ Λp(M) , θ ∈ Λq(Mn);

P.d−3) d2 = 0, isto é,
d(dω) = 0;

P.d-4) Se f é uma 0-forma, df é o diferencial ordinário de f (págs. 57, 67), representado
em coordenadas x por

df =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(x)dxi;

P.d-5) d é local, o que quer dizer que se ω e θ coincidem em um aberto U ⊂ Mn, então
dω = dθ em U , isto é, o comportamento de ω fora de U não afeta dω em U ;

(dω)|U = d(ω|U ) .
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Teorema: Existe um operador d definido univocamente pelas propriedades acima.
Referências: Três Senhoras[1, cap. IV.A.2]; Abraham-Marsden [2, Teorema2.4.5]; C. von

Westenholz[4, cap. 7 e proposição 2.1]; Curtis-Miller[12, proposições 9.41 e 9.42].

Definição expĺıcita

Seja uma ω ∈ Λp(Mn) representada na carta (U,ϕ), ϕ(m) = x por

ω(x) =
1

p!

n∑

(i)=1

ωi1...ip(x)dx
i1 ∧ · · · ∧ dxip .

As componentes ω(i)(x), (i) ≡ (i1, ..., ip) são 0-formas, funções reais diferenciáveis para todos os
valores dos elementos de (i).

O operador derivada ou diferencial exterior d é um operador que associa a ω um ente dω
representado na carta (U,ϕ) por

P.d-6)

dω(x) =
1

p!

n∑

(i)=1

dωi1...ip(x) ∧ dx
i1 ∧ · · · ∧ dxip ,

onde dω(i)(x) =
n∑

k=1

∂ω(i)(x)

∂xk dxk é o diferencial ordinário de ω(i)(x).

Referência: W. Thirring [11, Def. 2.5.1 (definição expĺıcita)].
A demonstração do teorema da existência e unicidade de d (veja, por exemplo, Três Senhoras

[1] e Abraham Marsden [2]) é feita em duas partes:
1a) demonstra-se que um operador d que satisfaz as propriedades P.d-0), 1),...,5) produz

univocamente P.d-6);
2a) demonstra-se que d definido por P.d-6) é independente de carta e satisfaz as propriedades

P.d-0), 1),...,5).

Exerćıcio 71:
a) Efetue a primeira parte da demonstração (é fácil e é importante).
b) Mostre que a expressão P.d-6) mantém sua forma perante mudanças de carta (dáı a

independência de carta do operador d).

– Observação
A definição impĺıcita é a preferida na literatura e põe em destaque, já de ińıcio, as proprie-

dades intŕınsicas de d, independentes de carta, utilizadas não só em operações que independem
de coordenadas, como, p. ex., nas demonstrações das relações entre d, iv, Lv, etc. (pág. 115) e
nos exemplos de aplicação destas (pág. 116 em diante), mas, também, em cálculos dependentes
de coordenadas, quando nas representações 2) ou 3) (pág. 90) das p-formas as componentes
tensoriais e as coordenadas são encaradas como 0-formas.

Ex :
É interessante verificar que uma série de relações conhecidas da Análise Vetorial do IR3

decorrem das propriedades de d – usando a base usual de Λ2(IR3) (pág. 91).

P.d-3) ⇒

{
rot(gradf) = 0 , p = 0;
div(rotv) = 0 , p = 1.

P.d-2) ⇒







grad(fg) = ggradf + fgradg , p = 0, q = 0;
rot(fv) = (gradf)× v + frotv , p = 0, q = 1;
div(fv) = (gradf) · v + fdivv , p = 0, q = 2;

div(v × u) = (rotv) · u− v · (rotu) , p = 1, q = 1.
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Essas relações surgem de imediato das propriedades do operador d após uma consulta ao
seguinte “dicionário”, sob forma de exerćıcio, e também ao Exerćıcio 67:

Exerćıcio 72:
a) Dada f ∈ Λ0(IR3), mostre que as componentes de df coincidem com as do gradiente de f ,

gradf .
b) Dada α = α1dx + α2dy + α3dz ∈ Λ1(IR3), mostre que as componentes de dα coincidem

com as do rotacional de α ≡ (α1, α2, α3), rotα.
c) Dada β = β1dy ∧ dz + β2dz ∧ dx+ β3dx ∧ dy ∈ Λ2(IR3), mostre que a componente estrita

de dβ coincide com o divergente de β ≡ (β1, β2, β3), divβ.

As expressões acima encontram-se em Três Senhoras [1, cap. IV.A.2] e, juntamente com
muitas outras, no interessante artigo “Differential forms as a basis for vector analysis - with
applications to electrodynamics”, de N. Schleifer [18]. ✷

– Componentes tensoriais de dω

Os elementos 1
p!

∂ωi1...ip

∂xk em dω = 1
p!

n∑

(i)=1

∂ωi1...ip

∂xk dxk ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip , que é obtida de ω

segundo P.d-6), não são as componentes tensoriais, totalmente anti-simétricas, da (p+1)-forma
dω. Para obtê-las, é necessário expressar dω em termos de dxj1 ⊗ dxj2 ⊗ · · · ⊗ dxjp+1 , base de

X 0
p+1(M), usando dxk∧dxi1∧· · ·∧dxip =

n∑

(j)=1

ǫ
ki1...ip
j1j2...jp+1

dxj1⊗dxj2⊗· · ·⊗dxjp+1 e a anti-simetria

de 1
p!

∂ωi1...ip

∂xk nos ı́ndices (i).

Casos particulares

a) p = 0 , f = f(x) , df =
n∑

k=1

∂f
∂xk (x)dx

k =
n∑

k=1

(df)kdx
k ,

(df)k ≡
∂f

∂xk
(x).

b) p = 1 , θ =
n∑

i=1
θi(x)dx

i , dθ =
n∑

k,i=1

∂θi
∂xk dx

k ∧ dxi =
n∑

k,i=1

(dθ)kidx
k ⊗ dxi ,

(dθ)ki ≡
∂θi
∂xk
−
∂θk
∂xi

.

c) p = 2 , ω =
n∑

i,j=1
ωij(x)dx

i ⊗ dxj = 1
2!

n∑

i,j=1
ωij(x)dx

i ∧ dxj ,

dω = 1
2!

n∑

i,j,k=1

∂ωij

∂xk (x)dx
k ∧ dxi ∧ dxj , dω =

n∑

i,j,k=1

(dω)kijdx
k ⊗ dxi ⊗ dxj ,

(dω)kij =
∂ωij

∂xk
+
∂ωjk

∂xi
+
∂ωki

∂xj
.

d) p = 3 , ω =
n∑

i,j,l=1

ωijl(x)dx
i ⊗ dxj ⊗ dxl = 1

3!

n∑

i,j,l=1

ωijl(x)dx
i ∧ dxj ∧ dxl ,

dω = 1
3!

n∑

i,j,l,k=1

∂ωijl

∂xk (x)dxk ∧ dxi ∧ dxj ∧ dxl =
n∑

i,j,l,k=1

(dω)kijldx
k ⊗ dxi⊗ dxj ⊗ dxl ,

(dω)kijl ≡
∂ωijl

∂xk
−
∂ωjlk

∂xi
+
∂ωlki

∂xj
−
∂ωkij

∂xl
.
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Exerćıcio 73:
Obtenha as expressões de (dθ)ki, (dω)kij e (dω)kijl dadas acima.

Caso geral

Para uma p-forma qualquer, ω =
n∑

(i)=1

ωi1...ipdx
i1 ⊗ · · · ⊗ dxip

= 1
p!

n∑

(i)=1

ωi1...ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip ,

as componentes tensoriais de dω = 1
p!

n∑

k,(i)=1

∂ωi1...ip

∂xk dxk ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=
n∑

(j)=1

(dω)j1j2...jp+1dx
j1 ⊗ dxj2 ⊗ · · · ⊗ dxjp+1

são dadas por

(dω)j1j2...jp+1 =

n∑

k,(i)=1

ǫ
ki1...ip
j1j2...jp

1

p!

∂ωi1...ip

∂xk
.

Exerćıcio 74:
Obtenha, como casos particulares do caso geral, as expressões de (dθ)ki, (dω)kij e (dω)kijl.

– Formas diferenciais fechadas e exatas
Forma fechada ou cociclo (cocycle) é uma ω ∈ Λp(M) tal que dω = 0.
Forma exata ou coborda (coboundary) é uma ω ∈ Λp(M) tal que ω = dθ para alguma

θ ∈ Λp−1(M).
Atenção:
Toda forma exata ω é fechada, pois dω = d(dθ) = 0, em vista da propriedade P.d-3), mas

nem toda forma fechada é exata! O lema de Poincaré, mais adiante (pág. 100), aborda esse
assunto.

Ex :
Todo fibrado cotangente, T ∗Qn, possui uma forma simplética natural, ω0, apresentada no

Ex. da pág. 94 e retomada mais adiante, na pág. 104. ω0 é exata, pois, por definição, é a
derivada exterior de uma 1-forma, a forma de Liouville, θ0 (pág. 71); ω0 = dθ0.

Em coordenadas naturais (q, p) de T ∗Q, θ0 é dada por θ0 =
n∑

i=1
pidq

i, e, conseqüentemente,

ω0 = dθ0 =
n∑

i=1
dpi ∧ dq

i.

É fácil de verificar – compare com a demonstração junto à definição de transformação
canônica (pág. 94) – que ω0 é invariante perante mudanças de coordenadas naturais (q, p) ⇋

(q̄, p̄) sabendo que θ0 é invariante (pág. 71): como

θ0(q, p) =

n∑

i=1

pidq
i −→ θ0(q̄, p̄) =

n∑

j=1

p̄jdq̄
j ,

então

ω0(q, p) =

n∑

i=1

dpi ∧ dq
i −→ ω0(q̄, p̄) = dθ0(q̄, p̄) =

n∑

j=1

dp̄j ∧ dq̄
j.

✷
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Ex :
Seja F(x, y, z) um campo de forças conservativo no IR3. Isso significa que o trabalho realizado

por F ao longo de qualquer caminho fechado é nulo. Existe conseqüentemente uma função escalar
V (x, y, z), denominada função (energia) potencial, tal que

F = −gradV .

Conclui-se que θ = F · dr = F1dx + F2dy + F3dz ∈ Λ1(IR3) está relacionada a V ∈ Λ0(IR3)
através de

θ = −dV .

Generalizando, dada uma p-forma ω exata de ordem p (≥ 1) qualquer, uma (p− 1)-forma θ
tal que ω = dθ é também chamada de potencial.

Uma forma exata admite infinitos potenciais, pois se θ é um potencial, então θ′ = θ+α com
α fechada também é.

Mudança ou transformação de calibre é uma mudança de potencial

θ −→ θ′ = θ + α , dα = 0 .

✷

Ex :
O termo “transformação de calibre”, aplicado a mudanças de potencial de p-formas exatas,

tem sua inspiração no Eletromagnetismo.
O tensor de componentes usualmente representadas por Fµν e que caracteriza a intensidade

do campo eletromagnético é uma 2-forma ω ≡
3∑

µ,ν=0
Fµνdx

µ⊗dxν =
3∑

µ,ν=0

1
2Fµνdx

µ∧dxν definida

sobre o espaço de Minkowski e obtida por derivação exterior, ω = dθ, da 1-forma θ ≡
3∑

ν=0
Aνdx

ν

associada ao quadrivetor (cotangente) potencial eletromagnético A ≡ (φ,A), Fµν = ∂Aν

∂xµ −
∂Aµ

∂xν ,
µ, ν = 0, 1, 2, 3.

ω não muda perante a transformação θ −→ θ′ = θ+ dχ, o que significa, em termos de Fµν e

A, que Fµν −→ F ′
µν = Fµν perante a mudança de potencial Aν −→ A′

ν = Aν + ∂χ
∂xν , conhecida

no contexto do Eletromagnetismo como transformação ou mudança de calibre. ✷

Ex :
Na formulação Hamiltoniana sobre (T ∗Qn, ω0), uma mudança de calibre θ0 −→ θ′ = θ0+dF ,

F ∈ Λ0(T ∗Q) – por exemplo, θ′ =
n∑

i=1
(pidq

i − d(piq
i

2 )) =
n∑

i=1
(12pidq

i − 1
2q

idpi) – não afeta

as equações de Hamilton, pois estas só dependem do Hamiltoniano H e da forma simplética

dθ′ = dθ0 = ω0 =
n∑

i=1
dpi ∧ dq

i, como será visto mais adiante, no Exerćıcio 83. ✷

Já foi mencionado anteriormente que toda forma exata é fechada, mas que nem toda forma
fechada é exata.

Ex :
O rotacional de um campo de forças conservativas é nulo, rot(gradV )= 0. Mas se F é tal

que rotF = 0, F não é necessariamente conservativo. Isso quer dizer que o trabalho realizado
por F ao longo de algum caminho fechado pode não ser nulo. ✷

Ex. clássico :
Considere o plano perpendicular a um condutor elétrico retiĺıneo de comprimento infinito e

espessura despreźıvel. Uma corrente elétrica i gera um campo magnético B paralelo ao plano e
que obedece a 1

µ0

∮

C B · dl = i para qualquer caminho fechado C envolvendo o condutor.
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Para a corrente elétrica dada por i = 2π
µ0
, o campo B é tal que

θ = B · dl =
1

x2 + y2
(−ydx+ xdy),

em coordenadas cartesianas.
θ é denominada forma de Oersted-Ampère e é uma 1-forma (campo vetorial cotangente

diferenciável, sem singularidades) sobre a variedade M = IR2 − {0}. M simula o plano IR2

perpendicular ao condutor e com um “furo” na origem, por onde passa o condutor.
θ é fechada; dθ = 0 (rotB = 0, conforme o Exerćıcio 72-b). Confira.
θ não é, porém, exata, θ 6= dφ, pois

∮
θ ≡

∮
B · dl = 2π 6= 0 para contornos envolvendo o

“furo”. Se θ admitisse potencial, θ = dφ (B = grad φ),
∮
θ teria que se anular para qualquer

caminho em M , inclusive aqueles que contornassem o ”furo”.
Note que um posśıvel candidato a potencial, φ = arctan( yx), não é função cont́ınua e dife-

renciável sobre todoM – φ possui corte de ramo, “branch cut” – e não é, portanto, uma 0-forma
sobre M .

A expressão de φ acima é aceitável, porém, como potencial local, válido em qualquer região
que não contenha corte de ramo. ✷

O fato de uma forma fechada sobre uma variedade M não ser necessariamente exata tem
a ver com aspectos globais, de natureza topológica de M (a existência de um “furo” no Ex.
clássico acima, por ex.).

É nesse ponto que os aspectos locais (carregados pelas formas diferenciais) e globais de M
se fundem, consubstanciando o que é conhecido na literatura sob o nome de Cohomologia de de
Rahm.

Referências: Veja, por ex., C. von Westenholz [4, cap. 10]; Nash-Sen [3, cap. 6]; M. Nakahara
[14, cap. 6].

– Lema de Poincaré
Sobre um aberto U ⊂Mn difeomórfico a IRn – U é contrátil (pág. 17) a um elemento qualquer

do IRn –, todas as formas fechadas de ordem p ≥ 1 são exatas; dω = 0 ⇒ ω = dθ em U . No
caso particular p = 0, dω = 0 significa que ω é uma função real constante. (Veja, por ex., Três
Senhoras [1, cap. IV.B.3, pág. 224].)

Ex :
Todas as formas fechadas sobre IR3 são exatas, certo?
Se Mn não é difeomórfica a IRn e uma p-forma ω fechada não é exata, isto é, se não existe

(p− 1)-forma θ definida sobre todo Mn tal que ω = dθ, o lema de Poincaré garante, porém, que
ω é localmente exata, pois sempre é posśıvel encontrar em torno de cada elemento de Mn um
aberto U difeomórfico a IRn. Neste aberto valerá ω|U = dθ para alguma θ ∈ Λp−1(Mn). Uma
tal θ é chamada de potencial local. ✷

Ex :
No Ex. clássico (pág. 99), M = IR2 − {0} não é difeomórfico ao IR2, por causa do “furo”

na origem, e a 1-forma de Oersted-Ampère é fechada, mas não exata. Ela é, porém, exata
localmente, e φ = arctan( yx) é um potencial local, válido em qualquer região aberta que não
contenha corte de ramo de φ. ✷

Ex :
A esfera S2 e o toro T 2 não são contráteis, e, portanto, uma 2-forma sobre qualquer uma

destas duas superf́ıcies é obrigatoriamente fechada, por ser de ordem máxima, mas não neces-
sariamente exata.
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Essas duas variedades são exemplos de variedades orientáveis compactas, que admitem 2-
formas volume (pág. 84) fechadas porém não-exatas. ✷

Exerćıcio 75:
Para S2, considere o volume Ω dado no Exerćıcio 69. Apresente uma 1-forma potencial local

para Ω e especifique o maior domı́nio U de validade do potencial.

– Variedade simplética
É um par (M2n, ω), ondeM2n é uma variedade diferenciável de dimensão, obrigatoriamente,

par, 2n, e ω é uma forma simplética destacada (distinguished) sobre M2n.
Forma simplética ω é uma forma diferenciável caracterizada por

1) ω é uma 2−forma;
2) ω é não-degenerada;
3) ω é fechada; (dω = 0).

Não-degenerada significa:

ω(m)(vm, um) = 0, ∀ um ⇒ vm = 0, ∀m ∈M.

Numa carta (U,ϕ) qualquer, de coordenadas x, as propriedades 1), 2) e 3) acima implicam,
respectivamente,

1) ωij(x) = −ωji(x) , wij(x) diferenciável
2) det [ωij(x)] 6= 0

3)
∂ωij

∂xk
+
∂ωjk

∂xi
+
∂ωki

∂xj
= 0







∀x ∈ ϕ(U).

Como o determinante de qualquer matriz r×r de dimensão r ı́mpar é nulo, decorre de 2) que
M deve possuir, necessariamente, dimensão par, 2n, para que possa admitir forma simplética.

(M2n, ω) é orientável, pois a 2n-forma

(ω)n ≡ ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω
︸ ︷︷ ︸

n fatores

é uma forma volume; ω(m) 6= 0⇒ (ω)n(m) 6= 0, ∀m ∈M2n, em vista da propriedade 2) acima.
A 2n-forma usualmente considerada para volume de uma variedade simplética é

Ωω =
(−1)[

n+1
2 ]

n!
(ω)n,

onde
[
n+1
2

]
é o maior número inteiro resultante de n+1

2 (
[
1+1
2

]
= 1,

[
2+1
2

]
= 1,

[
3+1
2

]
= 2,

[
4+1
2

]
= 2, ...).

Por ser uma forma bilinear não-degenerada definida sobre o espaço vetorial Tm(M), ω(m)
induz um isomorfismo, dito natural, entre Tm(M) e T ∗

m(M), como apontado na página 66.
R. E. M. S. (veja ao pé da pág. 31): seja

∧
ω (m) : TmM −→ T ∗

mM

a aplicação definida por

∧
ω (m) : vm 7−→ θm , θm(um) := ω(m)(vm, um) , ∀um ∈ Tm(M).
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∧
ω (m) é o isomorfismo natural ĝ1 da página 66.

Em coordenadas x,
∧
ω (m) é representada pela aplicação

∧
ω (x) : vx 7−→ θx,

θxj =
2n∑

i=1

vixωij(x) , j = 1, 2, ..., 2n.

∧
ω (m) possui as seguintes propriedades:

i)
∧
ω (m) é linear, pois ω(m) é bilinear;

ii)
∧
ω (m) possui inversa, pois em vista de det [ωij(x)] 6= 0, o sistema de equações algébricas

θxj =
2n∑

i=1
vixωij(x), j = 1, 2, ..., 2n admite solução vx única para cada θx;

iii)
∧
ω (m) é sobrejetora para TmM e T ∗M de dimensões finitas.

Conseqüentemente, a propriedade 2) de ω pode ser substitúıda, equivalentemente, por

2)
∧
ω (m) induzida por ω(m) é um isomorfismo entre TmM e T ∗

mM , ∀m ∈M .

As propriedades 1) e 2) de ω correspondem, respectivamente, às propriedades 1′) e 2′) do
campo tensorial métrico, g, de uma variedade Riemanniana, (Mn, g) (Veja Três Senhoras [1,
cap. V.A.1]):

1′) gij(x) = +gji(x) , gij(x) diferenciável
2′) det [gij(x)] 6= 0

}

∀x ∈ ϕ(U).

Diferentemente de 2), a propriedade 2′) não implica que a dimensão da variedade Rieman-
niana seja necessariamente par. A dimensão de (Mn, g) pode ser qualquer, par ou ı́mpar.

Em comparação a g, que não é uma 2-forma e que não pode, portanto, ser alvo da derivada
exterior, ω possui uma propriedade definitória adicional, dω = 0. Que importância terá esta
propriedade? Veja a seguir.

– Teorema de Gaston Darboux
Referências: Abraham-Marsden [2, cap. 3.2]; Três Senhoras [1, problema IV.6]; V. Arnold

[15, cap. 8.43]
Seja ω uma 2-forma não-degenerada sobre M2n. Então ω é fechada, dω = 0, se, e somente

se, para cada elemento m0 ∈ U existe uma carta (U,ϕ), m0 ∈ M com coordenadas ϕ(m) =
zDarb ≡ (z1Darb...z

2n
Darb) ≡ (x1...xn, y1...yn), m ∈ U tais que

a) ϕ(m0) = (0, ..., 0) ∈ IR2n;
b) a representação ω(zDarb) de ω(m) é constante em ϕ(U) e assume a forma padrão, dada

em termos das componentes ωij de ω, pela matriz

ω(zDarb) =

(
0 −I
I 0

)

,

onde I é a matriz identidade de dimensão n× n.

Exerćıcio 76:
a) Mostre que a forma padrão também é representável por

ω(zDarb) =
n∑

i=1

dyi ∧ dxi.
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b) Conclua que o volume Ωω de uma variedade simplética é representado nas coordenadas
zDarb pelo volume padrão do IRn (pág. 84),

Ωω(zDarb) = dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyn.

Uma variedade simplética (M2n, ω) possui, pois, na vizinhança de cada elemento um sistema
de coordenadas – na realidade, infinitos sistemas de coordenadas – no qual ω assume a forma
padrão.

Tais coordenadas são denominadas coordenadas de Darboux ou coordenadas simpléticas.
As variedades simpléticas correspondem na geometria Riemanniana aos espaços planos, os

quais admitem, em torno de cada ponto do espaço, sistemas de coordenadas nas quais as com-
ponentes do campo tensorial métrico formam uma matriz diagonal constante. No espaço de
Minkowski, p. ex., a matriz pode assumir a forma

[gij(x)] =







1
1

0

0
1
−1







, ∀x ∈ ϕ(U).

Em contextos envolvendo variedades simpléticas – na formulação Hamiltoniana tradicional
da Mecânica Clássica, p. ex. – considera-se muitas vezes a forma padrão de ω como cânone,
passando esta a ser chamada de forma canônica. Conseqüentemente, as coordenadas de Darboux
também passam a ser chamadas de coordenadas canônicas.

Transformações canônicas, no sentido mais amplo do termo, são aplicações que deixam
invariante um cânone.

No caso de uma variedade simplética (M,ω), quando o cânone é a forma padrão, ωcan =
ω(zDarb), transformações canônicas são mudanças de cartas, entendidas como aplicações f :
IR2n −→ IR2n, que deixam invariante ωcan,

f∗ωcan = ωcan.

f é uma simetria de ωcan.
Quando (M,ωM ) e (N,ωN ) são duas variedades simpléticas, encontra-se também sob o

nome de transformação canônica (Abraham-Marsden [2, Def. 3.2.5], p. ex.) a transformação
simplética ou simplectomorfismo definido pela aplicação

f :M −→ N , f∗ωN = ωM .

Para uma variedade simplética qualquer, passar de coordenadas x quaisquer para coorde-
nadas de Darboux é sempre pośıvel, em prinćıpio. Mas pode ser muito dif́ıcil, praticamente
imposśıvel, encontrar a lei de transformação; ou não ser desejável, quando, por ex., as coordena-
das x possuem significado f́ısico de interesse, ou quando a forma padrão de ω não é considerada
cânone, como, por ex., no formalismo Hamiltoniano-simplético da Mecânica Lagrangiana.

– Exemplo clássico de variedade simplética
Considere um fibrado cotangente qualquer, M2n = T ∗Qn.
Sobre M existe uma 1-forma natural θ0, baseada na estrutura de fibrado de M e chamada

de 1-forma canônica de T ∗Q. θ0 é definida intrinsecamente, independente de carta, do seguinte
modo:
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Considere os fibrados T ∗Q, TQ e T (T ∗Q), com as respectivas projeções canônicas, πQ, τQ e
τT ∗Q (págs. 59 e 69), e a aplicação prolongamento ou tangente (pág. 60) de πQ, TπQ

, tal que os
seguintes diagramas comutam,

T (T ∗Q)
TπQ
−−−→ TQ

τT∗Q



y



yτQ

M = T ∗Q −−−→
πQ

Q

Vm
TπQ
−−−→ vq

τT∗Q



y



yτQ

m −−−→
πQ

q

m ∈ T ∗
qQ

vq ∈ TqQ
Vm ∈ TmM(= Tm(T ∗Q))

Seja Θm ∈ T
∗
mM(= T ∗

m(T ∗Q)) tal que

< Θm, Vm > := < τT ∗QVm, TπQ
Vm >

= < m, vq > , ∀Vm ∈ TmM.

A 1-forma canônica θ0, também chamada de forma de Liouville (pág. 71), é a aplicação

θ0 :M −→ T ∗M , θ0 : m 7−→ Θm.

Conseqüentemente, existe também sobre T ∗M uma 2-forma natural ω0, dada por

ω0 := dθ0

e denominada 2-forma canônica de T ∗Q, ou, em vista da conclusão após o próximo exerćıcio,
forma simplética natural de T ∗Q.

Em coordenadas naturais (q, p) quaisquer de M = T ∗Q – é usado o mesmo śımbolo, q, para
as coordenadas de q ∈ Q – os elementos Vm, m e vq são representados, respectivamente, por

n∑

i=1

(vi
∂

∂qi
+ Fi

∂

∂pi
) ,

n∑

i=1

pidq
i ,

n∑

i=1

vi
∂

∂qi
,

e um vetor cotangente Θm ∈ T
∗M qualquer, por

n∑

j=1

ajdq
j + bjdpj .

Exerćıcio 77:
a) Mostre que as componentes de Θm nas coordenadas (q, p) são

aj = pj , bj = 0 , j = 1, ..., n

e, portanto, que θ0 e ω0 são dadas, respectivamente, por

θ0(q, p) =

n∑

j=1

pjdq
j , ω0(q, p) =

n∑

j=1

dpj ∧ dq
j.

b) Conclua que ω0 é não-degenerada no domı́nio da carta de coordenadas (q, p) e, por con-
seguinte, em todo T ∗Q.
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Conclusão: como ω0 é uma 2-forma não degenerada e exata, e, portanto, fechada (ω0 :=
dθ0 ⇒ dω0 = d2θ0 = 0), ω0 é uma forma simplética.

Note que as coordenadas naturais de T ∗Q resultam ser coordenadas de Darboux em relação
a ω0. Harmonizando com a denominação de θ0 e ω0, elas são também chamadas de coordenadas
canônicas de T ∗Q.

Todo fibrado T ∗Q é orientável, pois admite forma simplética (ω0, por ex.) e, conseqüente-
mente, volume.

(T ∗Qn, ω0) desempenha papel fundamental na formulação Hamiltoniana usual da Mecânica
Clássica no contexto geométrico.

Para a obtenção das equações de Hamilton e a demonstração do teorema de Liouville, p. ex.,
referentes a sistemas Hamiltonianos sobre (T ∗Q,ω0), veja os Exerćıcios 83 e 91.

– Forma simplética sobre TQ ?
TQ, diferentemente de T ∗Q, não é dotado de forma simplética natural.
Dada, porém, uma função real

L : TQ −→ IR1 , L = L(q, vq) ∈ F(TQ)

qualquer, é posśıvel destacar sobre TQ uma 2-forma ωL, chamada 2–forma de Lagrange. ωL será
forma simplética se L satisfizer certas condições de regularidade, apresentadas mais adiante.

ωL pode ser obtida de duas maneiras diferentes:

• com o aux́ılio da chamada derivada sobre fibra (fiber derivative) de L, também denominada
transformação de Legendre de L.

Referências: Abraham-Marsden [2, cap. 3.5]; Três Senhoras [1, problema III.1];

• com o aux́ılio de uma estrutura natural de TQ, dada por um campo tensorial misto de
posto 2 (q = 1, p = 1) denominada estrutura quase tangente (almost tangent structure).

Referências:
a) “Tangent bundle geometry for Lagrangian dynamics”, de M. Crampin [19];
b) “Defining Euler-Lagrange Fields in terms of almost tangent structures”, de M. Crampin

[20];
c) “Presymplectic Lagrangian systems I, II”, de M. J. Gotay e J.M. Nester [21], [22];
d) “Invariant derivation of the Euler-Lagrange equation”, de J. M. Nester [23].

Vejamos o método da transformação de Legendre de maneira intŕınseca.
Considere a restrição de L : TQ −→ IR1 à fibra E ≡ TqQ sobre q ∈ Q, isto é, a aplicação

Lq : E −→ IR1 , Lq : v 7−→ Lq(vq) := L(q, vq),

onde q é fixo. Recorde que o diferencial de Lq em vq ∈ E é uma aplicação linear

(Lq)
′
vq : TvqE −→ TLq(vq)IR

1

(veja o conceito de diferencial após o Exerćıcio 41).
Note que E e IR1 são espaços vetoriais. Isso significa que existe, como ocorre para qualquer

espaço vetorial, um isomorfismo natural entre cada um deles e os respectivos espaços tangentes,
TvqE e TLq(vq)IR

1, ∀vq ∈ E.
O isomorfismo entre E e TvqE surge do seguinte modo: dados, por exemplo, vq, uq ∈ E, ao

vetor uq corresponde em TvqE o vetor tangente formado pela classe de equivalência de curvas
tangentes

[C(t) = vq + tuq, C(0) = vq] ∈ TvqE ,
dC(t)

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

= uq
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(vide versão 2 de vetor tangente, pág. 54), chamado ascensão vertical (vertical lift) de uq em vq.
Esta correspondência é linear e bijetora e, portanto, isomórfica. Dela resulta a projeção

τvq : TvqE −→ E que associa a cada Uvq ∈ TvqE o vetor uq ∈ E cuja ascensão em vq é Uvq .
Do mesmo modo são concebidos o isomorfismo natural entre IR1 e TL(vq)IR

1, a ascensão

vertical dos vetores tangentes a IR1 e a projeção análoga a τvq .
Isso significa que o diferencial de Lq em vq também define – com o aux́ılio das projeções –

uma aplicação linear
DLq(vq) : E −→ IR1,

a qual é um elemento do espaço vetorial dual E∗, ou seja, um vetor cotangente θq ∈ T
∗
qQ.

A transformação de Legendre ou derivada sobre fibra é a aplicação

FL : TQ −→ T ∗Q , FL : (q, vq) 7−→ (q, θq := DLq(vq)).
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FL

q 7−→ q
vq 7−→ θq = DLq(vq)

A 2-forma de Lagrange é a imagem rećıproca de ω0 perante FL,

ωL := FL∗ω0,

ou, equivalentemente,
ωL := dθL , θL := FL∗θ0,

onde θ0 e ω0 são as formas canônicas de T ∗Q (pág. 104).
Sejam (q, v) e (q, p) as coordenadas naturais induzidas pelo sistema de coordenadas q de Q

sobre TQ e T ∗Q, respectivamente – é usado o mesmo śımbolo, q, para denotar um elemento
q ∈ Q e suas coordenadas.

O diferencial DLq(vq) é representado nas coordenadas (q, v) pela matriz dos elementos
∂Lq(v)
∂vi

≡
(
∂L(q,v)
∂vi

)

q
, i = 1, 2, ..., n (veja após Exerćıcio 41).

Exerćıcio 78:
Mostre que

(
∂L
∂vi

)

q
≡ ∂L

∂vi
, i = 1, 2, ..., n se transformam perante mudanças de coordenadas

naturais de TQ como componentes de um vetor cotangente a q ∈ Q. (É fácil e não requer
consulta ao problema III.1 das Três Senhoras [1]. Uma olhada no problema é, porém, valiosa.
Confira.)

A transformação de Legendre, por sua vez, é representada nas coordenadas (q, v) e (q, p) por

FL : (q, v) 7−→ (q, p) , pi =
∂L(q, v)

∂vi
, i = 1, 2, ..., n.

Exerćıcio 79:
Mostre que θL e ωL são representadas nas coordenadas (q, v) por
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a) θL(q, v) =
n∑

j=1

∂L(q,v)
∂vj

dqj ;

b) ωL(q, v) =
n∑

i,j=1

(
∂
∂vi

( ∂L
∂vj

)dvi ∧ dqj + ∂
∂qi

( ∂L
∂vj

)dqi ∧ dqj
)

.

Questão: ωL é forma simplética? Isso depende de L:
Diz-se que L é hiper-regular (veja Abraham-Marsden [2, Def. 3.6.1]) quando FL é um

difeomorfismo (global). Neste caso, J ≡ det
[

∂
∂vi

( ∂L
∂vj

)
]
, J 6= 0 sobre todo TQ.

Diz-se que L é regular, não singular ou não degenerado se J 6= 0 sobre todo TQ.
Todo L hiper-regular é regular, mas L regular não é necessariamente hiper-regular, pois se

J 6= 0 em todo TQ, o teorema da função inversa (veja Três Senhoras [1, cap.II.C.4]) garante
somente que para cada vq ∈ TQ existe uma vizinhança U(vq), não necessariamente igual a TQ,
tal que FL é difeomórfica sobre U(vq).

Ex :
Sobre TIR2, com coordenadas (x, y, vx, vy), as funções

L1 =
v2x
2

+
v2y
2

, L2 = evx sin(vy)

são, ambas, regulares, mas só L1 é hiper-regular, pois FL2 não é globalmente injetora. Vale a
pena conferir. ✷

Simpleticidade da forma de Lagrange: ωL ∈ Λ2(TQ) é forma simplética quando L é regular,
não necessariamente hiper-regular.

O par (TQ, ωL) desempenha papel fundamental na formulação Lagrangiana da Mecânica
Clássica, do ponto de vista geométrico. TQ é identificado com o espaço de fase de velocidades
(velocity phase space), e L é o Lagrangiano.

Para a obtenção das equações de Euler-Lagrange sobre TQ, p. ex., usando ωL e FL, veja o
Exerćıcio 84.

Quanto à definição de ωL e à formulação Lagrangiana com o aux́ılio da estrutura quase-
tangente de TQ, veja, por ex., os artigos referidos na pág. 105.

Trata-se de uma formulação conceitualmente mais apropriada e atraente do que a baseada
em FL, não só porque valoriza uma estrutura natural de TQ e não faz referência alguma a T ∗Q
e a ω0, mas também porque apresenta diversas vantagens sobre a outra, além de conduzir de
modo natural a generalizações do formalismo Lagrangiano.

Não é apresentada aqui, mesmo resumidamente, porque a matéria merece destaque devido
e isso estenderia demais este assunto em comparação a outros.

– Outro exemplo de variedade simplética
A esfera S2 com uma 2-forma volume Ω ≡ ω qualquer constitui uma variedade simplética.
É interessante saber que neste exemplo ω não é exata, conforme já foi referido no exemplo

anterior ao Exerćıcio 75.
Como Λ2(S2) é um módulo unidimensional, todas as formas simpléticas pertencem a uma

das duas classes de equivalência, [Ω] ou [−Ω], e nenhuma delas é exata.
Conseqüentemente, S2 não pode ser encarada (globalmente) como fibrado cotangente de

alguma variedade unidimensional.

Exerćıcio 80:
Considere ω|U = Ω|U = sin θdθ ∧ dφ, 0 < θ < π, 0 < φ < 2π.
Obtenha uma lei de transformação das coordenadas (θ, φ) para coordenadas de Darboux (x, y).

(Existem infinitos sistemas de coordenadas de Darboux.)
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4.4 Produto interior

– Referências:
a) Três Senhoras [1, cap. IV.A.4 e fim do cap. VII.A.1];
b) Abraham-Marsden [2, definição 2.4.12 e Teorema 2.4.13];
c) C. von Westenholz [4, cap. 7.2.5];
d) Curtis-Miller [12, Definição 9.39];
e) W. Thirring [11, Definição 2.4.33].

– Produto interior de uma p-forma e um campo vetorial
Encontram-se na literatura duas definições de produto interior de uma p-forma e um campo

vetorial diferenciável.

Definição impĺıcita

Seja v ∈ X (Mn) um campo vetorial diferenciável qualquer.
P.iv − 0) Produto interior (interior or inner product) iv é uma aplicação

iv : Λp(Mn) −→ Λp−1(Mn)

que satisfaz as seguintes propriedades:
P.iv − 1) iv é linear,

iv(αω + βθ) = αivω + βivθ , ω, θ ∈ Λp(M) , α, β ∈ IR1;

P.iv − 2) iv obedece à regra antiLeibniz,

iv(ω ∧ θ) = (ivω) ∧ θ + (−1)p ω ∧ (ivθ) , ω ∈ Λp(M), θ ∈ Λq(M);

P.iv − 3) Se f é 0-forma,
ivf = 0;

P.iv − 4) Se θ = dxjα,
ivdx

j
α = vjα;

P.iv − 5) iv é local;
iv|U ω|U = (ivω)|U .

Teorema: Existe um operador iv definido univocamente pelas propriedades acima.

Definição expĺıcita

O produto interior de ω(m) ∈ Λp(M) e v(m) ∈ X (M) é o campo tensorial (ivω)(m) definido
por

(ivω)(m)(v2...vp) := ω(m)(v (m) , v2...vp) , ∀v2, ..., vp ∈ TmM
n,
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para p-formas de ordem p ≥ 1, e por
ivf := 0,

para 0-formas f .
Notação: encontra-se também na literatura o produto interior simbolizado por i(v)ω e por

v |ω.
As componentes de ivω são representadas na carta α por

(ivω)j2...jp =
n∑

k=1

vk(xα)ωk,j2...jp(xα).

Trata-se de um exemplo particular de produto contráıdo de tensores, apresentado na pág.
76.

Exerćıcio 81:
a) Se ω ∈ Λp(M), p ≥ 1, convença-se de que ivω ∈ Λp−1(M).
b) Para dois campos vetoriais v e u quaisquer, conclua que (iviuω)(· · ·) = ω(u, v, · · ·).
c) Demonstre as seguintes propriedades:
i) iviu = −iuiv; ii) i2v ≡ iviv = 0;
iii) iv+u = iv + iu; iv) ivdf = v(f);
v) ifv = fiv, f ∈ Λ0(M).

Exerćıcio 82:
a) Usando P.iv − 2), 3) e a observação referente a fω na pág. 89, onde f ∈ F(M), mostre

que ivfω = fivω. Conseqüentemente, P.iv − 1) vale também quando α, β ∈ F(M), certo?
b) Para θ ∈ Λ1(Mn), resulta da definição expĺıcita de iv que

ivθ = θ(v) ≡< θ, v >=
n∑

i,j=1
< θj(xα)dx

j
α, vi(xα)

∂
∂xi

α
>

=
n∑

j=1
θj(xα)v

j(xα) = · · · =
n∑

k=1

θk(xβ)v
k(xβ), certo?

Mostre que ivθ =< θ, v >, usando P.iv − 1), 2), 3) e 4).

c) Dados ω =
n∑

i,j=1

1
2! ωij(x)dx

i ∧ dxj e v =
n∑

k=1

vk(x) ∂
∂xk , mostre que θ ≡ ivω é representada

por θ =
n∑

i,j=1
vi(x)ωij(x)dx

j , usando P.iv − 1), ..., 4).

d) Dados ω =
n∑

i,j,k=1

ωijk(x)dx
i⊗dxj⊗dxk =

n∑

i,j,k=1

1
3!ωijk(x)dx

i∧dxj∧dxk e v =
n∑

l=1

vl(x) ∂
∂xl ,

mostre que ivω é representado por ivω =
n∑

i,j,k=1

vi(x)ωijk(x)dx
j ⊗ dxk, usando P.iv − 1), ..., 4).

Exerćıcio 83:
A formulação Hamiltoniana empregada usualmente na Mecânica Clássica baseia-se, como

já foi dito em diferentes partes do texto, na variedade simplética (T ∗Qn, ω0), onde T
∗Qn é o

fibrado cotangente do espaço de configuração e ω0 é a forma simplética natural de T ∗Qn (págs.

69, 94, 104), dada em coordenadas naturais (q, p) ≡ (q1, ..., qn, p1, ..., pn) por ω0 =
n∑

i=1
dpi ∧ dq

i.

Seja H ∈ F(T ∗Qn) o Hamiltoniano de um sistema dinâmico autônomo.
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Considere o campo vetorial vH associado a H através da equação

ivHω0 = −dH.

vH existe e é único sobre todo T ∗Qn, em vista da não-degenerecência de ω0 (propriedade 2
da forma simplética, pág. 101). vH é denominado campo vetorial Hamiltoniano; e as equações
diferenciais correspondentes às curvas integrais de vH (pág. 62), equações Hamiltonianas.

a) Obtenha as componentes ai e bi de vH , representado genericamente por

vH =

n∑

i=1

(

ai
∂

∂qi
+ bi

∂

∂pi

)

,

e constate que as equaçõs Hamiltonianas são as conhecidas equações de Hamilton,

q̇i ≡
dqi

i

dt
=
∂H(q, p)

∂pi
, ṗi ≡

dpi
dt

= −
∂H(q, p)

∂qi
, i = 1, ..., n.

Quando as equações Hamiltonianas têm a forma (aparência) das equações de Hamilton,
diz-se que elas estão na forma canônica.

Note que as coordenadas naturais de T ∗Q são coordenadas de Darboux (pág. 103) de
(T ∗Q,ω0). Coordenadas de Darboux não são, porém, necessariamente coordenadas naturais.

b) Mostre que as equações Hamiltonianas possuem a forma canônica em coordenadas de
Darboux.

Conseqüentemente, as equações Hamiltonianas preservam a sua forma canônica perante as
transformações canônicas de coordenadas definidas na pág. 103, certo?

c) Mostre, porém, que (q, p) ←→ (q̄, p̄), q̄ = 2q, p̄ = 2p preserva a forma das equações de
Hamilton ( ˙̄q = ∂K

∂p̄ , ˙̄p = −∂K
∂q̄ ), com K(q̄, p̄) = 2H(q(q̄, p̄), p(q̄, p̄)), mas não é transformação

canônicas – note que K 6= H.

Exerćıcio 84:
A formulação Lagrangiana na Mecânica Clássica baseia-se no fibrado tangente TQn do

espaço de configuração Qn. É fundamental o uso de coordenadas naturais de TQn, (q, v) ≡
(q1, ..., qn, v1, ..., vn).

Seja L ∈ F(TQn) o Lagrangiano de um sistema dinâmico autônomo.
Com L obtêm-se a 2-forma de Lagrange ωL e a função energia EL, definida por

EL := AL − L,

onde AL é a ação, definida, por sua vez, por

AL :=< FL(vq), vq > .

(FL e ωL foram apresentadas na seção “Forma simplética sobre TQn? ”, pág. 105.)
ωL e EL são dadas em coordenadas naturais por

ωL(q, v) =
n∑

i,j=1

(
∂
∂vi

( ∂L
∂vj

)(q, v)dvi ∧ dqj + ∂
∂qi

( ∂L
∂vj

)(q, v)dqi ∧ dqj
)

,

EL(q, v) =
n∑

i=1

(
vi ∂L

∂vi

)
− L(q, v).
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Considere um campo vetorial vL tal que

ivLωL = −dEL.

vL é denominado campo vetorial Lagrangiano.
a) Mostre que as componentes ai e bi de vL, representado genericamente por

vL =
n∑

i=1

(

ai ∂
∂qi

+ bi ∂
∂vi

)

, satisfazem as equações

n∑

j=1

∂
∂vj

( ∂L
∂vi

)(aj − vj) = 0

n∑

j=1

(
∂

∂vj
( ∂L
∂vi

)bj + ∂
∂qj

( ∂L
∂vi

)aj − ∂
∂qi

( ∂L
∂vj

)aj + ∂
∂qi

( ∂L
∂vj

)vj
)

− ∂L
∂qi

= 0
, i = 1, 2, ..., n.

b) Para L regular (pág. 107), mostre, a partir das equações acima, que as curvas integrais
de vL satisfazem as equações de Euler-Lagrange (sobre TQn, e não Qn)

dqi

dt
= vi ,

d

dt

( ∂L

∂vi

)

−
∂L

∂qi
= 0 , i = 1, 2, ..., n.

As equações de Euler-Lagrange são invariantes (na aparência) perante mudanças de coor-
denadas naturais de TQn, pois ωL e EL o são. Confere? (Veja Três Senhoras [1, problema
III.1].)

Não é interessante passar para coordenadas de Darboux.
c) Por que não? (Dica: veja pág. 103 )

4.5 Relações envolvendo os operadores d, iv e Lv

– Referências: Três Senhoras [1, cap. IV.A.4]; Abraham-Marsden [2, Tabela 2.4-1 e cap. 2.4];
C. Godbillon [24, cap. IV].

– Introdução
Existem relações entre os operadores d, iv e Lv que, juntamente com as propriedades destes,

são de grande utilidade prática no Cálculo Exterior.
d e iv atuam somente sobre p-formas, ao passo que Lv atua sobre campos tensoriais de

qualquer tipo

(
q
p

)

(pág. 79).

No que segue, salvo indicação em contrário, subentende-se Lv atuando sobre p-formas. O
caso especial em que Lv age sobre um campo vetorial (tangente) u qualquer é representado pelo
parêntese de Lie, [v, u], pois, conforme Exerćıcio 57,

Lvu = [v, u].

Para demonstrar as relações em questão, que são listadas mais adiante, é necessário conhecer
algumas propriedades adicionais dos operadores em questão, o que é feito a seguir.
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– Derivação e antiderivação
Seja T um operador linear sobre Λ (M) ,

T (αω + βθ) = αTω + βTθ , α, β ∈ IR1.

Definições:

• T é de grau (degree) r sobre Λ(M) se

T : Λp(M) −→ Λp+r(M) , ∀p;

• T é uma derivação sobre Λ(M) se o seu grau é par e se obedece à regra de Leibniz,

T (ω ∧ θ) = (Tω) ∧ θ + ω ∧ (Tθ);

• T é uma antiderivação sobre Λ(M) se o seu grau é ı́mpar e se obedece à regra antiLeibniz,

T (ω ∧ θ) = (Tω) ∧ θ + (−1)pω ∧ (Tθ) , ω ∈ Λp(M);

• T é um operador local se a restrição de Tω a qualquer aberto U ⊂M depende somente da
restrição de ω a U ; (Tω)|U = T (ω|U ).

Proposição 1
Para i = 1, 2, sejam Di derivações de grau ri , e Ai, antiderivações de grau si.
a) O comutador [D1,D2] ≡ D1D2 −D2D1 é uma derivação de grau r1 + r2.
b) O anticomutador {A1, A2} ≡ A1A2 +A2A1 é uma derivação de grau s1 + s2.
c) O comutador [Di, Ai] ≡ DiAi −AiDi é uma antiderivação de grau ri + si.
Dem. (Proposição 1-b):
Seja D ≡ A1A2 +A2A1.
D é uma aplicação D : Λp(M) −→ Λp+s1+s2(M) linear para cada p.
Para ω ∈ Λp(M), θ ∈ Λq(M), p e q quaisquer, valem:
A1A2(ω ∧ θ) = A1 (A2ω ∧ θ) + (−1)pω ∧A2θ) ;

= A1A2ω ∧ θ + (−1)p+s2A2ω ∧A1θ + (−1)pA1ω ∧A2θ+
(−1)p(−1)pω ∧A1A2θ;

A2A1(ω ∧ θ) = A2A1ω ∧ θ + (−1)p+s1A1ω ∧A2θ + (−1)pA2ω ∧A1θ+
(−1)p(−1)pω ∧A2A1θ.

Conclua que D(ω ∧ θ) = (Dω) ∧ θ + ω ∧ (Dθ).
Proposição 2
Duas derivações [antiderivações], T1 e T2, são iguais se dão o mesmo resultado quando atuam

sobre 0-formas e 1-formas.
Dem.
Para ω = fθ1 ∧ θ2 ∈ Λ2(M), f ∈ Λ0(M) e θj ∈ Λ1(M), j = 1, 2, por ex., vale
Tiω = (Tif) ∧ θ1 ∧ θ2 + f ∧ (Tiθ1) ∧ θ2 ± fθ1 ∧ (Tiθ2) , i = 1, 2.
Se T1f = T2f , T1θj = T2θj resulta, conseqüentemente, T1ω = T2ω, ...⇒ T1 = T2.
Proposição 3
Se T é uma derivação [antiderivação] local que comuta com d, então T é univocamente

determinada por sua ação sobre 0-formas.
Dem.
T (gdf) = Tg ∧ df + gT (df) = Tg ∧ df + gd(Tf), ...
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– Exemplos notáveis de derivação e antiderivação
d e iv são antiderivações de grau +1 e −1, respectivamente. Confira nas definições de d e iv

(págs. 95 e 108, respectivamente).
Lv é derivação de grau 0, pois associa a cada campo tensorial um campo tensorial do mesmo

tipo (págs. 79 e 81), é linear, conforme propriedade 2 da página 80, e, devido à propriedade 3
na mesma página e à definição do produto ∧ em termos do produto ⊗ (pág. 88), satisfaz a regra
de Leibniz,

Lv(ω ∧ θ) = (Lvω) ∧ θ + ω ∧ (Lvθ).

Com esta propriedade e as propriedades a) e c) da página 80, obtém-se para Lvω, em
coordenadas x,

Lv(
1
p!

n∑

(i)=1

ωi1...ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip)

= 1
p!

n∑

k,(i)=1

[

vk
∂ωi1...ip

∂xk + ωki2...
∂vk

∂xi1
+ ωi1k...

∂vk

∂xi2
+ · · ·+ ωi1i2...k

∂vk

∂xip

]

dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

= 1
p!

n∑

k,(i)=1

(

vk
∂ωi1...ip

∂xk + pωki2...ip
∂vk

∂xi1

)

dxi1 ∧ · · · ∧ dxip .

Atenção: a segunda igualdade, elaborada a partir da primeira, é mais simples, mas os elemen-

tos
n∑

k=1

(

vk
∂ωi1...ip

∂xk + pωki2...ip
∂vk

∂xi1

)

não são, porém, as componentes tensoriais anti-simétricas

de Lvω. As componentes corretas, referidas à base dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxip e anti-simétricas, são dadas
na primeira igualdade, por

(Lvω)i1,i2,...,ip =
n∑

k,=1

[

vk
∂ωi1...ip

∂xk
+ ωki2...

∂vk

∂xi1
+ ωi1k...

∂vk

∂xi2
+ · · ·+ ωi1i2...k

∂vk

∂xip

]

.

Exerćıcio 85:
Corrobore as duas expressões dadas para Lvω acima para os casos particulares de 0-formas,

1-formas e 2-formas.

Os operadores d, iv e Lv são locais.
Considere Avu ≡ Lviu − iuLv.
Avu é uma antiderivação local de grau −1, conforme Proposição 1.

Exerćıcio 86:
Dadas f ∈ Λ0(Mn) e θ ∈ Λ1(Mn), mostre que:
a) Avuf = 0 = i[v,u]f ;

b) Avuθ = Avu(
n∑

i=1
θidx

i) =
n∑

i,k=1

θi(v
k ∂ui

∂xk − u
k ∂vi

∂xk );

c) Avuθ = i[v,u]θ.
d) Conclua que Avuω = i[v,u]ω para qualquer p-forma ω. (Veja a Proposição 2.)

Considere Dv ≡ ivd+ div .
Dv é uma derivação local de grau 0, certo?
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Exerćıcio 87:
Dadas f ∈ Λ0(Mn) e θ ∈ Λ1(Mn), mostre que:
a) Dvf = Lvf ;

b) Dvθ = Dv(
n∑

i=1
θidx

i) =
n∑

i,k=1

(vk ∂θi
∂xk + θk

∂vk

∂xi )dx
i = Lvθ;

c) Conclua que a relação ivd + div = Lv se mantém ao atuarem ambos os lados sobre uma
p-forma qualquer.

Considere Av ≡ Lvd− dLv.
Av é antiderivação local de grau +1.

Exerćıcio 88:
Dadas f ∈ Λ0(Mn) e θ ∈ Λ1(Mn), mostre que:
a) Lvdf = dLvf ⇒ Avf = 0;

b) Lvdθ = Lv(d
n∑

j=1
θjdx

j) =
n∑

i,j,k=1

[vk ∂
∂xk (

∂θj
∂xi ) +

∂θj
∂xk

∂vk

∂xi +
∂θk
∂xi

∂vk

∂xj ]dx
i ∧ dxj;

c) Lvdθ = dvθ ⇒ Avθ = 0. (veja o Exerćıcio 63)
d) Conclua que comutador Lvd− dLv atuando sobre qualquer p-forma se anula e, portanto,

que Lvd = dLv para qualquer p-forma, mesmo – comprove o que segue – não sendo Lvd e dLv
derivações ou antiderivações.

– Relações envolvendo d, iv, Lv etc.
Há duas relações básicas, as quais, devido à sua importância, merecem o nome de relações

de ouro:
R-1): Lv = ivd+ div ;
R-2): i[v,u] = Lviu − iuLv = [Lv, iu];
Elas já forma demonstradas nos dois Exerćıcios anteriores ao último. Para uma demonstração

alternativa de R-1), veja o Exerćıcio 89 .
As relações R-1) e R-2) são básicas na demonstração de muitas das que seguem.
R-3): Lvd = dLv , [Lv, d] = 0;
R-4): L[v,u] = LvLu − LuLu = [Lv,Lu];
R-5): Lv+u = Lv + Lu;
R-6): Lfv = fLv + df ∧ iv ;
R-7): Lviv = ivLv , [Lv, iv ] = 0;
R-8): (Lvθ)(u) = v(θ(u))− θ([v, u]), θ ∈ Λ1(Mn);

(Lvω)(u1,u2) = v(ω(u1, u2))− ω([v1, u1], u2)− ω(u1, [v, u2]);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(Lvω)(u1...up) = v(ω(u1...up))−
p∑

i=1
ω(u1...[v, ui]...up),

onde ω ∈ Λp(Mn) e, conseqüentemente, ω(u1...up) ∈ Λ0(Mn) e v(ω(u1...up)) = Lv(ω(u1...up));
R-9): dθ(v, u) = Lv(θ(u))− Lu(θ(v))− θ([v, u]), θ ∈ Λ1(Mn);

dω(v0, v1, v2) = Lv0(ω(v1, v2)) + Lv1(ω(v2, v0)) + Lv2(ω(v0, v1))+
−ω([v0, v1], v2)− ω([v1, v2], v0)− ω([v2, v0], v1);. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dω(v0...vp) =
p∑

i=0
(−1)ivi(ω(v0...v̂i...vp))+

+
p∑

0≤i<j<p
(−1)i+jω([vi, vj ], v0...v̂i...v̂j ...vp)),

onde ω é uma p-forma e v̂i, v̂j denotam ausência de vi, vj em ω(· · ·).
As relações que seguem valem para F :M −→ N diferenciável.
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R-10): F ∗d = dF ∗;
R-11): F ∗iv = iF ∗vF

∗, F difeomórfica;
R-12): F ∗Lv = LF ∗vF

∗, F difeomórfica;
R-13): F ∗(αω + βθ) = αF ∗ω + βF ∗θ;
R-14): F ∗(ω ∧ θ) = F ∗ω ∧ F ∗θ;

onde F ∗ω ∈ Λp(M é a imagem rećıproca de ω ∈ Λp(N) perante F (pág. 92) e F ∗v ∈ X (M)
é a imagem rećıproca de v ∈ X (N) perante F , definida como sendo a imagem de v perante a
aplicação inversa de F , que existe e é diferenciável quando a F é difeomórfica;

F ∗v := (F−1)′v , (F ∗v)(f) := v(f ◦ F−1) , ∀f ∈ F(M).

– Demonstrações
No que segue são apresentados esqueletos de demonstração das relações R-n).
R-1) e R-2):
As demonstrações já foram indicadas junto às apresentações das relações.
R-3):
Veja o Exerćıcio 88. Segue aqui, porém, uma demonstração mais simples.
Usando R-1) e d2 = 0, obtém-se

Lvd = (ivd+ div)d = ivd
2 + divd = divd = divd+ d2iv = d(ivd+ div) = dLv.

R-4):
L[v,u] e [Lv,Lu] são locais e comutam com d, em conseqüência de R-3). Para f ∈ Λ0(M),

valem L[v,u]f = [v, u](f), [Lv,Lu]f = v(u(f)) − u(v(f)) = [v, u](f). R-4) cumpre-se de acordo
com as Proposições 3 e 2.

R-5):
Lv+u = iv+ud+ div+u = (iv + iu)d+ d(iv + iu) = Lv +Lu, usando R-1), Exerćıcio 81.c).iii e

P.iv − 1).
R-6):
Lfvω = (ifvd+ difv)ω = ifvdω + difvω = fivdω + d(fivω) =

= fivdω + df ∧ ivω + fdivω = fLvω + df ∧ ivω.
R-7):
[Lv, iv ] = i[v,v] = 0, usando R-2) e o fato de que [v, v] = 0.
R-8):
Primeira relação: (Lvθ)(u) = iuLvθ = Lviuθ − i[v,u]θ = Lv(θ(u))− θ([v, u]) =

= v(θ(u))− θ([v, u]).
Segunda relação: (Lvω)(u1, u2) = iu2iu1Lvω = iu2(Lviu1 − i[v,u1])ω =

= iu2Lviu1ω − iu2i[v,u1]ω = (Lviu2 − i[v,u2])iu1ω − iu2i[v,u1]ω =
= Lviu2iu1ω − i[v,u2]iu1ω − iu2i[v,u1]ω = v(ω(u1, u2))− ω(u1, [v, u1])− ω([v, u1], u2).

Relaçõ genérica: demonstra-se por indução.
R-9):
Primeira relação: Decorre de

(Lvθ)(u) = iuLvθ = iu(ivd+div)θ = iuivdθ+(Lu−diu)ivθ = dθ(v, u)+Lu(θ(v)), pois diuivθ = 0,
para θ ∈ Λ1(M).

Relação genérica: Decorre de
(Lv0ω)(v1...vp) = ivp · · · iv1Lv0ω = ivp · · · iv1(iv0d+ div0)ω = ivp · · · iv1 iv0dω + ivp · · · iv1div0ω =
= dω(v0...vp)+ ivp · · · iv1div0ω, desdobrando ivp · · · iv1div0ω mediante o emprego iterado de R-2),
até chegar a divp · · · iv1iv0ω, que se anula para ω ∈ Λp(M).
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R-10):
i) Para f ∈ Λ0(N), chega-se a F ∗df = dF ∗f a partir de

(F ∗df)(v) = df(F ′v) =
n∑

i,k=1

∂f
∂yi

∂F i

∂xk v
k =

n∑

k=1

∂
∂xk (f ◦ F )v

k = d(f ◦ F )(v) = (dF ∗f)(v).

ii) Para ω ∈ Λp(N), tem-se, usando R-14) em ω =
n∑

i=1
ωi...dx

i∧· · · e dω =
n∑

i=1
dωi...∧dx

i∧· · ·,

F ∗dω = F ∗(
n∑

i=1
dωi... ∧ dx

i ∧ · · ·) =
n∑

i=1
(F ∗dωi... ∧ F

∗dxi ∧ · · ·) =
n∑

i=1
(dF ∗ωi... ∧ F

∗dxi ∧ · · ·) =

= d
n∑

i=1
(F ∗ωi...∧F

∗dxi∧· · ·) = dF ∗ω, pois F ∗dωi... = dF ∗ωi... e dF
∗dxi = d2F ∗xi = 0, conforme

i).
R-11):
(F ∗ivω)(u2...up) = ivω(F

′u2...F
′up) = ω(v, F ′u2....F

′up) = ω(F ′ ◦ F ∗v, F ′u2...F
′up) =

= F ∗ω(F ∗v, u2...up) = (iF ∗vF
∗ω)(u2...up).

R-12):
F ∗Lv = F ∗(ivd+ div) = F ∗ivd+ F ∗div = iF ∗vF

∗d+ · · · = iF ∗vdF
∗ + · · · =

= (iF ∗vd+ diF ∗v)F
∗ = LF ∗vF

∗, usando R-1), R-13), R-11) e R-10).
R-13), R-14):
Vide o convite após o Teorema da página 93.

Exerćıcio 89:
Demonstre R-1) com base na relação R-3), considerando esta demonstrada como no Exerćıcio

88 e não em termos de R-1) e R-2), e nas Proposições 3 e 2 – é a demonstração indicada pelas
Três Senhoras (no caṕıtulo IV.A.4).

Sugestão:

É interessante fazer um vade mecum – na última flor do Lácio, inculta e bela, escreve-se
vade-mécum –, nos moldes, p. ex., da Tabela 2.4 − 1 do Abraham-Marsden, com todas as
propriedades dos operadores d, iv , Lv e relações entre eles.

– Exemplos de aplicação das relações R-n)

Exemplo 1:
Considere um sistema dinâmico caracterizado por um campo vetorial diferenciável Γ sobre

M .
A evolução do sistema sobre M é descrita pelas curvas integrais de Γ, dadas numa carta de

coordenadas x por

x(t) = σt(x0) , x(t = 0) = x0 ,
dσt
dt

(x0) = v(σt(x0)),

As curvas integrais definem, pelo menos localmente, uma famı́lia uniparamt́rica de trans-
formações de M em M ,

σt :M −→M , σt : x0 7−→ x = σt(x0).

f ∈ F(M) é constante de movimento ou integral primeira de Γ se

ḟ ≡
df

dt
= Lvf = 0.
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(Veja o teorema e os conceitos que o antecedem, sem esquecer a referência citada, após o Exerćıcio
57.)

Dado um campo vetorial diferenciável S ∈ X (M), seja Fτ : M −→ M a famı́lia de trans-
formações uniparamétricas gerada, localmente pelo menos, por S.

Analogamente a σt, Fτ satisfaz

dFτ

dτ
(x0) = S(Fτ (x0))

nas coordenadas x.
Fτ ou S é denominada simetria dinâmica de Γ se

[S,Γ] = gΓ,

onde g é alguma função real diferenciável sobre M .
No caso particular

[S,Γ] = 0,

S é chamada de simetria dinâmica estrita ou, simplesmente, simetria estrita. Neste caso Fτ leva
curvas (paramétricas) integrais de Γ em curvas integrais de Γ, pelo menos localmente.
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Fτ
Fτ

Para At = σt(A0) e Bt = σt(B0) vale
Bt = Fτ (At) quando B0 = Fτ (A0), para
qualquer t.

Na situação [S,Γ] = gΓ, g 6= 0, Fτ leva curvas geométricas integrais de Γ sobre curvas
geométricas integrais de Γ (pelo menos localmente) sem preservar suas parametrizações.
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Fτ Fτ

Para At = σt(A0) e Bt = σt(B0) vale
Bt+△t = σt+△t(B0) = Fτ (At), △t 6= 0,
quando B0 = Fτ (A0).

Proposição 1
Se f é constante de movimento de Γ e S é uma simetria dinâmica qualquer de Γ, não

necessariamente estrita, então φ ≡ LSf é uma constante de movimento adicional de Γ.
Dem. (parcial)
Se S é simetria estrita, φ̇ ≡ dφ

dt = LΓφ = LΓLSf = LSLΓf − L[S,Γ]f = LS ḟ − Lv=0f = 0,
usando R-4).

Exerćıcio 90:
Demonstre a Proposição 1 para o caso em que S é simetria dinâmica não estrita de Γ.
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A constante de movimento φ ≡ LSf é denominada constante de movimento relacionada a f .
φ pode ser trivial (uma constante; 0 ou c 6= 0).
Proposição 2
O parêntese de Lie S ≡ [S1, S2] de duas simetrias dinâmicas S1 e S2 de Γ é também uma

simetria dinâmica de Γ.
Dem.
Sejam [Si,Γ] = giΓ, i = 1, 2. Da identidade de Jacobi e da anti-simetria dos parênteses de

Lie (pág. 63) resulta

[S,Γ] = [S1, [S2,Γ]]− [S2, [S1,Γ]] = [S1, g2Γ]− [S2, g1Γ] =
= S1(g2)Γ + g2[S1,Γ]− S2(g1)Γ− g1[S2,Γ] =
= S1(g2)Γ + g2g1Γ− S2(g1)Γ− g1g2Γ =
= gΓ,

onde g ≡ S1(g2)− S2(g1).
As simetrias dinâmicas de Γ formam, portanto, uma subálgebra da álgebra de Lie X (M)

(pág. 63).
Questão:
Dada uma simetria dinâmica de Γ, como usar esta peça de informação sobre Γ para obter

constantes de movimento sem o conhecimento prévio de alguma f , ḟ = 0?
Aparentemente não existe solução simples para este problema, a não ser que se conheça algo

mais sobre a estrutura de Γ.
No Exemplo a seguir será abordada esta questão para sistemas dinâmicos com estrutura

simplético-Hamiltoniana. Não deixe de apreciá-lo.

Exemplo 2:
Sobre uma variedade diferenciável M2n qualquer, considere os campos tensoriais ω, H e Γ

especificados abaixo e relacionados entre si através da equação

iΓω = −dH;

• ω é uma forma simplética (pág. 101);
• H é uma função escalar diferenciável, H ∈ F(M);
• Γ é um campo vetorial diferenciável, Γ ∈ X (M).
Encontra-se esta situação, por ex., nas formulações Hamiltoniana (M2n = T ∗Qn, ω =

ω0, H = H, Γ = vH) e Lagrangiana (M2n = TQn, ω = ωL, H = EL, Γ = vL, com L
regular), apresentadas nos Exerćıcios 83 e 84, respectivamente.

Sistema simplético–Hamiltoniano ou, simplesmente, sistema Hamiltoniano é um trio (M2n, ω,H)
formado por campos ω e H do tipo acima sobre uma variedade diferenciável M2n. H é denomi-
nado Hamiltoniano.

Proposição 0
Associado ao sistema (M2n, ω,H) existe um campo vetorial Γ único, dado pela equação

iΓω = −dH.
Dem.
i) H ⇒ 1-forma dH única.
ii) ω é não–degenerada, isto é, a aplicação ω̂(m) : TmM −→ T ∗M , ω̂(m) : vm 7−→ θm ≡

ivmω(m) é um isomorfismo para cada m ∈ M (veja pág. 102). Conseqüentemente, a cada
1-forma θ(m) – a dH, no presente caso – corresponde um campo vetorial v(m) único.

iii) De i) e ii) resulta que H gera um campo Γ único sobre (M2n, ω).
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O campo Γ sobre (M2n, ω) obtido desse modo é denominado campo vetorial Hamiltoniano
associado a H.

Nesse sentido, tanto (T ∗Qn, ω0,H) como (TQn, ωL, EL) constituem sistemas Hamiltonianos,
e vH e vL são, ambos, campos vetoriais Hamiltonianos; vH , sobre (T ∗Qn, ω0), e vL, sobre
(TQn, ωL).

Proposição 1
Os campos ω, H e Γ são invariantes perante as transformações uniparamétricas σt :M −→M

geradas por Γ.
Dem.
LΓω = iΓdω + diΓω = diΓω = −ddH = 0;
Ḣ ≡ dH

dt = LΓH = iΓdH + diΓH = iΓdH = −iΓiΓω = 0;
LΓΓ = [Γ,Γ] = 0.
ω, H e Γ são, portanto, invariantes, conforme teorema após Exerćıcio 57.
Corolário
Todas as 2k-formas

(ω)k ≡ ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω
︸ ︷︷ ︸

k fatores

, k = 1, 2, ..., n

são invariantes perante σt, isto é, LΓ(ω)
k = 0.

Exerćıcio 91:
Demonstre o Corolário. (Use a regra de Leibniz para Lv, pág. 113, e a Proposição 1 acima.)

A invariância do volume Ωω = (−1)[
n+1
2 ]

n! (ω)n (pág. 101) perante σt,

LΓΩω = 0,

é um caso particular importante do Corolário; é conhecido como teorema de Liouville.
Do Teorema de Liouville e da definição de divergente de um campo vetorial (pág. 85) resulta

divΩωΓ = 0.

Seja S um campo vetorial diferenciável.
As transformações Fτ :M −→M geradas por S deformam, em prinćıpio, os campos ω, H e

Γ. As modificações sofridas por estes não são independentes, em razão da relação iΓω = −dH.
Proposição 2
LSω, LSH e LSΓ(= [S,Γ]) obedecem à relação

i[S,Γ]ω = −dLSH − iΓLSω.

Dem.
Usando R-2), iΓω = −dH e R-3), a relação é imediata. Confira.
Um campo S ∈ X (M), ou Fτ :M −→M , tal que

LSω = 0, ou F ∗
τ ω = ω,

é denominado simetria simplética ou transformação simplética. Aparece também na literatura
sob o nome de transformação canônica (Abraham-Marsden [2, pág. 177]).

Proposição 3
Seja S uma simetria simplética. Existe, pelo menos localmente, uma função real f associada

a S através de iSω = −df . Tal f é única, a menos de uma constante aditiva.
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Dem.
LSω = 0⇒ a 1-forma iSω é fechada (pág. 98), pois diSω = LSω − iSdω = LSω = 0.
De acordo com o lema de Poincaré (pág. 100), iSω é pelo menos localmente exata. iSω é

dada por iSω = −df , onde f é uma 0-forma (o sinal (−) é uma questão de convenção).
ω não-degenerada⇒ df é única e, conseqüentemente, f também é, a menos de uma constante

aditiva, pois d(f + cte) = df .
Como iSω = −df vale, em prinćıpio, só localmente, S é denominado campo vetorial local-

mente Hamiltoniano, e f , um campo escalar, Hamiltoniano local .
f aparece na literatura sob o nome de gerador (escalar) da transformação simplética (ou

canônica) uniparamétrica Fτ :M −→M , F ∗
τ ω = ω.

Das Proposições 1 e 3 resulta demonstrada a Proposição seguinte:
Proposição 4
Um campo vetorial (global) Hamiltoniano sobre (M2n, ω) é simetria simplética de ω, mas

uma simetria simplética de ω só é, em prinćıpio, localmente Hamiltoniana
Um campo S ∈ X (M) é chamado de simetria de Noether-Cartan de um sistema Hamiltoniano

(M2n, ω,H) quando
LSω = 0 , LSH = 0.

Proposição 5
Seja S uma simetria de Noether-Cartan.
a) S é simetria dinâmica estrita de Γ; [S,Γ] = 0.
b) A função f associada a S pela Proposição 3 é constante de movimento de Γ.
Dem.
a) i[S,Γ]ω = 0⇒ [S,Γ] = 0, usando a Proposição 2 e a não-degenerecência de ω.
b) LSω = 0⇒ ∃ f com todas as caracteŕısticas dadas na Proposição 3.
LSH = 0⇒ ḟ = LΓf = iΓdf + diΓf = iΓdf = −iΓiSω = iSiΓω = −iSdH = −LSH = 0.
A função f assim encontrada é chamada de constante de movimento de Noether-Cartan.

Note que ela é obtida sem o conhecimento prévio de outra constante de movimento (veja a
questão imediatamente antes do Exemplo 2).

Como [S,Γ] = 0, conforme item a) da Proposição 5, há a possibilidade de serem obtidas
duas constantes de movimento adicionais. Uma, relacionada a H (Ḣ = 0, conforme Proposição
1), e a outra, relacionada a f (veja a Proposição 1 do Exemplo 1). Ambas, porém, são triviais
(cte = 0). Confira.

Proposição 6
Seja f uma constante de movimento de Γ. Existe uma simetria de Noether-Cartan S única

associada a f através de iSω = −df .
Dem.
A demonstração da existência e unicidade do campo S dado por iSω = −df é a mesma da

Proposição 0.
LSω = (iSd+ diS)ω = diSω = −ddf = 0.
LSH = (iSd+ diS)H = iSdH = −iSiΓω = iΓiSω = −iΓdf = −LΓf = 0.
Proposição 7
Seja S ≡ [S1, S2] o parêntese de Lie de duas simetrias de Noether-Cartan. S é também

simetria de Noether-Cartan.

Exerćıcio 92:
Demonstre a Proposição 7. (Mostre que L[S1,S2]ω = 0, L[S1,S2]H = 0.)



Caṕıtulo 4. Cálculo Exterior 121

As simetrias de Noether-Cartan formam uma subálgebra da álgebra de Lie X (M).
Se toda simetria de Noether-Cartan é uma simetria dinâmica estrita, conforme Proposição

5-a), nem toda simetria estrita de Γ é, porém, simetria de Noether-Cartan.
Para simetrias dinâmicas estritas, a relação

i[S,Γ]ω = −dLSH − iΓLSω,

que relaciona os efeitos de S sobre ω, H e Γ (veja Proposição 2), abriga cinco situações:

[S,Γ] = 0







LSω = 0

{
LSH = 0; (1)
LSH = cte 6= 0; (2)

LSω 6= 0







iΓLSω = 0

{
LSH = 0; (3)
LSH = cte 6= 0; (4)

iΓLSω 6= 0 , LSH 6= 0. (5)

A simetria de Noether-Cartan, que aparece em (1), é a situação mais presente na literatura e
é bem conhecida. As demais situações aparecem menos e são, provavelmente, menos conhecidas,
mas nem por isso menos interessantes.

S gera uma constante de movimento relacionada aH não trivial em (5). Nas demais situações
φ ≡ LSH, φ̇ = 0 é trivial.

Em (1) e (2), S é simetria simplética (LSω = 0), mas a função f associada a S conforme
Proposição 3) é constante de movimento só em (1).

Proposição 8
Seja LSH = cte = c em (2). A função φ dada por φ(t,m) = ct+ f(m), iSω = −df , onde t é

o parâmetro das transformações σt :M −→M geradas por Γ, é constante de movimento de Γ.
Dem.
Para φ = φ(t,m) vale φ̇ ≡ dφ

dt = ∂φ
∂t +LΓφ e, conseqüentemente, φ̇ = c+LΓf = c−LSH = 0,

usando a demonstração da Proposição 5-b).
Nas situações (3), (4) e (5), iSω não é fechada e não existe f tal que iSω = −df , certo?
Como obter constantes de movimento nestas situações?
Proposição 9
Seja S uma simetria dinâmica de Γ, [S,Γ] = gΓ, na qual g = g(H(m)) é uma função arbitrária

do Hamiltoniano, podendo ser constante, nula ou não. Seja ω̄ ≡ LSω. Então
a) dω̄ = 0;
b) LΓω̄ = 0;
c) Existe, pelo menos localmente, uma constante de movimento de Γ, B, dada por iΓω̄ =

−dB.

Exerćıcio 93:
a) Demonstre a Proposição 9. (Repare que ω̄ não é necessariamente não-degenerada e,

portanto, forma simplética.
b) Explicite a parcela iΓLSω ≡ iΓω̄ na relação obtida na Proposição 2 e compare-a com

iΓω̄ = −dB. Mostre então, sob as condições da Proposição 9, que B é dada pela expressão
B = LSH − ψ(H), onde ψ(H) =

∫H
g (H ′) dH ′.

Note, porém, que quando g = 0, B é igual à constante de movimento relacionada a H,
B = φ ≡ LSH, a qual já é conhecida e só não é trivial no caso (5). Mesmo quando g = g(H) 6= 0,
B é uma combinação de constantes de movimento já conhecidas, H e LSH.

Como obter constantes de movimento que já não sejam conhecidas nos casos (3), (4) e (5)?
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Proposição 10
Se S é uma simetria estrita de Γ tal que LSω 6= 0, então φ ≡ divΩωS é uma constante de

movimento de Γ.
Dem.
Segundo a definição de divergente (pág. 85), φ é dado por LSΩω = φΩω. Aplicando LΓ a

ambos os lados desta equação, obtém-se LΓLSΩω = LΓφΩω.
i) LΓLSΩω = L[Γ,S]Ωω + LSLΓΩω = 0, em vista de [Γ, S] = −[S,Γ] = 0 e do teorema de

Liouville, LΓΩω = 0.
ii) LΓφΩω = (LΓφ)Ωω + φLΓΩω = (LΓφ)Ωω.
i) e ii) ⇒ (LΓφ)Ωω = 0. Como Ωω(m) 6= 0 , ∀m ∈ T ∗Q, tem-se LΓφ = 0 ⇒ φ̇ = 0.

Exerćıcio 94: Demonstre que se S é uma simetria dinâmica [S,Γ] = gΓ tal que g é uma função
arbitrária do Hamiltoniano, g = g(H(m)), e LSω 6= 0, então φ ≡ divΩωS é uma constante de
movimento de Γ.

Mais detalhes sobre a obtenção de constantes de movimento de sistemas dinâmicos simplético-
Hamiltonianos podem ser encontrados na Dissertação de Mestrado “Simetria dinâmica e cons-
tantes de movimento sobre variedades simpléticas”, de Gilberto Corso [25].

PHIM 1

1 PHIM parece FIM, mas não é FIM.
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