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INTRODUCAO

Este texto é fruto de diferentes cursos, ministrados em épocas distintas e com objetivos nao
coincidentes, para estudantes do Curso de Pés-Graduacao em Fisica do IF-UFRGS.

Baseia-se ele fundamentalmente em notas de aula e roteiros de estudo, escritos no decorrer
do tempo com espirito varidvel. Mesmo tendo sido retocado continuamente e sofrido algumas
insercoes até atingir a presente forma, nao se afasta muito deles em contetudo e, principalmente,
estilo.

Na apresentacao da matéria é adotada uma combinacao dos estilos muro, no qual conceitos
sdo assentados sobre conceitos previamente bem estabelecidos, e carreta-na-frente-dos-bois, o
qual, o que quer que isso seja, pode ser apreciado logo a seguir.

Tem o texto por objetivo primordial introduzir os estudantes e pesquisadores da casa e,
naturalmente, quem mais se interessar pelo assunto ao fascinante ambiente da moderna Geome-
tria Diferencial, drea da Matematica que ocupa nos dias de hoje papel destacado na literatura
da Fisica Tedrica e que ai é encontrada como ingrediente basico em muitos modelos fisicos de
interesse atual.

Agradeco aos colegas e estudantes que muito me estimularam com sua ativa participacao
nos cursos e semindrios e pelas valiosas discussoes. Sou-lhes grato também por terem tido a
paciéncia e boa vontade de se submeterem aos roteiros de estudo, originalmente na forma de
manuscritos, e, apesar de tudo, me incentivado a estendé-los a um universo mais amplo.

A presente versao foi integralmente escrita em IATEX, inclusive os desenhos, que foram de-
senvolvidos com o suporte do ambiente P[CTEX. Nao agradego ao datilégrafo e ao desenhista
que os compuseram, pois isso seria auto-agradecimento.

E agora, ad augusta'.

— Suportes da Geometria Diferencial
Variedades diferenciaveis.

— Variedade diferenciavel
E um par (M,€), onde M é um espago topoldgico de Hausdorff enumerdvel e £ é uma
estrutura diferencidvel sobre M.

— Espacgo topolégico
E um par (X,U), onde X é um conjunto e U é uma topologia em X.

1 As coisas elevadas, sublimes.
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— Observagoes

Com espacos topoldgicos despidos de estruturas adicionais ndo vamos muito longe em apli-
cabilidade a Fisica ou a outra ciéncia que envolva relagbes numéricas entre grandezas men-
suraveis. Ficamos limitados a aspectos que nao ultrapassam o conceito de continuidade de
fungoes. Para progredir, devemos abordar necessariamente variedades diferencidveis. S6 assim
teremos também acesso aos conceitos de diferenciagao e integracao.

Nem todo espaco topoldgico admite estrutura diferencidvel.

Ex : Conjunto discreto com topologia qualquer. O

A maioria dos conjuntos, quando admitem estrutura diferencidvel, admitem uma tnica so-
mente.

Ex : Esferas S' (circunferéncia), S? (esfera usual), S3,...,SS. O

Ha&, porém, alguns que admitem mais de uma.

Ex : S admite 28 estruturas distintas! Isso significa que existem 28 variedades dife-
rencidveis distintas sem difeomorfismo entre uma e outra tendo em comum a esfera S7. O

Espacos topoldgicos dao suporte a Topologia, pensada como area de estudo da Matematica,
ao passo que variedades diferencidveis, como ja mencionado antes, dao suporte a Geometria
Diferencial.
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TOPOLOGIA

1.1 Elementos basicos

— Referéncias
Trés Senhoras [1]; Abraham-Marsden [2]; Nash e Sen [3]; C. von Westenholz [4]; E. Lages
Lima [5].

— Apresentacgao

Encontra-se as vezes Topologia retratada como sendo a area da Matematica onde sao estu-
dadas propriedades de “figuras” que podem ser “deformadas” continuamente umas nas outras,
como no exemplo a seguir.

Ex :

Considere figuras planas feitas de uma espécie de borracha perfeitamente eldstica que pode
ser distendida e comprimida ad libitum, sem poder, porém, ser cortada, perfurada ou colada.

a) Q ) ) A ’ ) / //\ ’
e
@[] A @
buraco
Que propriedades em comum terao essas figuras? O

— Classes de equivaléncia
As “figuras” formam classes de equivaléncia perante a operacao de “deformagao”. Isso quer
dizer que a “deformacao” estabelece uma relacao de equivaléncia.

— Relacgao de equivaléncia
Relacao de equivaléncia é um caso particular importante de relacao.
Uma relagao entre dois conjuntos X e Y é um subconjunto R de X x Y. Se (z,y) € R,
escreve—se xRy e diz—se que x mantém a relacao R com y ou que x e y estdo R-relacionados.
Uma relacdo £ C X x X chama—se relacdo de equivaléncia em X se ela é
Reflexiva : (v,z) € E Vee X,
Simétrica : (x,y) € FE = (y,x) € E Ve,y e X,
Transitiva : (z,y) € E, (y,2) € E = (v,2) € E Vo,y,z € X .
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Ex :

Seja X o conjunto de todas as figuras planas consideradas no Ex anterior e seja £ C X x X
um subconjunto de pares de figuras (z,y) nos quais x é deformével em y. Note que um par
composto de uma figura com buraco e outra sem buraco nao pertencem ao mesmo F. E é uma

relacdo de equivaléncia, pois a deformagao de uma figura noutra satisfaz as seguintes proprie-
dades:

1) Q — Q reflexiva
2) @ — = — Q stmétrica
3) Q — , — A = Q — A transitiva,

onde a flecha — simboliza a deformacao da figura que a antecede na que a sucede e = é o
simbolo matematico que denota implicagao. O
Se (z,y) € E, escrevese x ~ y ou x = y(modFE) e diz—se que x e y sdo E-equivalentes ou
que z é E—equivalente a y ou, simplesmente, que = e y sao equivalentes.
Seja [z] o subconjunto de todos os elementos y € X E—equivalentes a x ,

[z] ={y e X |y ~a}.

Chama-se [z] a classe de equivaléncia de = segundo a relagdo E. A familia de classes de
equivaléncia ([z])zex goza das seguintes propriedades :
1) X=uU_ [z];
rzeX

2) Dados z,y € X, vale, ou [z] = [y], ou [z] N [y]| =0,
que significam que a relagdo E parte o conjunto X em classes de equivaléncia duas a duas
disjuntas e que todo x € X estd contido em uma delas. O conjunto cujos elementos sao as
classes de equivaléncia,

X/E ={[z] |z € X},

denomina—se conjunto quociente do conjunto X pela relacao de equivaléncia FE.

Ex : O conjunto das figuras planas sem buraco e com um buraco possui apenas duas classes
de equivaléncia, uma delas representada por um circulo, por exemplo, e a outra, pelo mesmo
circulo, digamos, mas com um buraco. Cada figura do conjunto pertence, ou a uma, ou a outra
dessas duas classes. O

A cada elemento x € X corresponde naturalmente o elemento [z] € X/E, que é a classe de
equivaléncia a qual x pertence. Chama-se esta correspondéncia de projecdo candnica e denota—
se—a por T.

Exercicio 1: Dado o conjunto X = {1,2,3}, seja R C X x X a seguinte relagao :
R = {(17 1), (272) ) (173)} .
a) Transforme R numa relagdo de equivaléncia E acrescentando a ela somente 2 pares de
elementos de X.
b) Depois de obtido E, identifique os elementos do conjunto quociente X/E e faga um desenho
representativo da projecao canonica.
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— Invariante topolégico

Voltando as “figuras” e suas “deformacoes”, invariante topoldgico é uma propriedade —
pode ser uma estrutura matematica complexa — que nao varia perante a “deformacao” de uma
“figura” qualquer em outra, o que s6 pode acontecer dentro de uma mesma classe de equivaléncia.
E, portanto, uma propriedade da classe inteira, e ndo de uma “figura” individual da classe.

Ex :
a) O numero de buracos nas figuras planas consideradas anteriormente.
b) O valor da integral de uma fungdo meromorfica f(z) sobre um contorno fechado C no plano
complexo.

Yy

2.1 .
$of(z)dz = 2miy ] Resf(za)

O valor da integral nao varia se deformarmos continuamente o contorno C' mantendo sempre
os mesmos polos dentro da regiao delimitada por ele. Tais contornos e respectivas regioes
delimitadas formam uma classe de equivaléncia; e o valor da integral de f(z) sobre os contornos,
um invariante topoldgico. O

Exercicio 2: Pensando no Ex-b) acima, quantas classes de equivaléncia existem para uma
fungao complexa f(z) com & polos e, supondo f(z) = ﬁ, quais sao os correspondentes
valores da integral de f(z) ¢

Invariantes topoldgicos ajudam a classificar classes de equivaléncia.

— Nome verdadeiro dos “bois” (elementos entre aspas)
“Figura” : Espaco topoldgico.
“Deformag¢ao” : Homeomorfismo.

— Homeomorfismo

E uma aplicagao f : X — Y bijetora e bicontinua (aplicagao bibi) entre espagos topoldgicos
XeY.

Uma f desse tipo é chamada também de aplicacao homeomorfica.

— Aplicagao, fungao
Sejam X e Y dois conjuntos quaisquer. Uma aplica¢do ou funcdo f de X em Y |

f:X—Y |, firxr—y=f(z),

¢ uma correspondéncia f que associa a cada elemento x de X um unico elemento y de Y.

S

LT,

Ex : Seja X o conjunto de pessoas na sala N-229, e Y o conjunto de magcas sobre o balcao
da sala. Forma-se uma aplicagdo f : X — Y quando cada pessoa é convidada a escolher nao
mais do que uma maga para ser comida apos o cafezinho — os retardatdrios também tém direito
a macas. O
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— Dominio, codominio, imagem e contradominio
X e Y sao aqui denominados, respectivamente, dominio e codominio de f : X — Y
Chama-se o elemento y € Y associado a x € X por f, y = f(z), a imagem de x perante f.
A imagem de um subconjunto U C X de U perante f é o conjunto f(U) formado por todos
os elementos de Y associados aos elementos de U por f; f(U)={y|y= f(z), z € U}.
f(X) é aqui chamado de contradominio (range) de f, R(f).

— Aplicagao composta
Aplicagdo composta ou, simplesmente, compostade f: X — Y eg:Y — Z é a aplicacao
gof: X —2Z , gofizr—g(f(z)).

gof

g
X / Y A

f nao precisa ser necessariamente sobrejetora.

Dadas f: X — Y eg:U — Z, onde U é um subconjunto prépriode Y, U &Y (U C Y,
U #Y), continua valido o conceito de g o f, desde que R(f) C U. Se, porém, R(f) 2 U, s6 ha
sentido para g o f|w, onde f|w simboliza a restri¢ao de f ao conjunto W tal que f(W) =U.

— Restricao e extensao
A aplicacao g é uma restricao de f se D(g) C D(f) e g(x) = f(z) , Y € D(g).
A restricao de f a um subconjunto W & D(f) é a f|w dada pela g acima com D(g) = W.
A aplicacao g é uma extensao de f se D(g) 2 D(f) e g(z) = f(x) , Vz € D(f).

— Tipos de aplicacoes

No exemplo anterior, digamos que as magas, primeiro namoradas com os olhos, e depois
escolhidas na mente de cada pessoa, permanecam intactas sobre o balcao — o que na realidade
¢ dificil de acontecer. Ninguém dos presentes sabe da escolha feita pelos outros.

Ao final do café, quando as pessoas vao apanhar suas eleitas, podem ocorrer os seguintes
tipos de aplicacao:

a) Aplicagao sobrejetora ou sobrejetiva (onto)

A imagem de X esgota Y; f(X) = Y. Nenhuma maca deixou de ser escolhida — os
retardatarios devem contentar-se somente com o cafezinho.

f f

=), " (X,

E necessario cavalheirismo.

i
>~

b) Aplicagao injetora ou injetiva (one-one), aplicagao inversa
Para cada y € f(X) s6 existe um unico z € X tal que f(z) = y. Cada uma das magas
escolhidas foi escolhida por uma tinica pessoa.
f(X)

@g o @@ )

Os retardatérios ficam felizes.

X

>~<
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No caso de aplicacao injetora, existe uma aplicagao denominada aplicacao inversa, a qual é
definida por

! f(X)

N D
1 f(X) — X .17
s — ) @_@

c) Aplicagao bijetora ou bijetiva

E uma aplicacao que é sobrejetora e injetora. @=@
X Y

O numero de magas ¢é igual ao nimero de pessoas, e cada maca foi escolhida por uma tnica
pessoa.

Y

— Aplicagao bicontinua
f:X — Y é bicontinua se elae f~': f(X) — X sdo, ambas, continuas. Repare que f
deve ser, necessariamente, injetora neste caso.

— Aplicagao continua
a) f: X — Y é continua no elemento xy € X se para qualquer vizinhanca V C Y de f(x0)
existe uma vizinhanca W de z( tal que f(W) C V.

b) f: X — Y é continua em X se ela é continua em cada elemento x de X.

— Vizinhanga
Vizinhanga de um elemento z [conjunto A] em X é um conjunto V(z) [conjunto V(A)]
contendo um subconjunto aberto, chamado simplesmente de aberto, que contém x [conjunto A].

@

X
Todo aberto contendo x é também uma vizinhanca de z, mas nem toda vizinhanca de x é
um aberto que contém z.
Teorema : Um subconjunto A C X é aberto se, e somente se, ele é uma vizinhanca de
cada um dos seus elementos.

Aberto

— Imagem inversa ou pré-imagem

A imagem inversa ou pré-imagem de N C Y perante f : X — Y é o subconjunto f~1(N
de X formado por todos os elementos de X cujas imagens perante f pertencem a N; f~}(N) =
{z| f(x) e N,z e X}.

Observacio: o emprego da notacdo f~' em f~!(N) ndo significa que este conceito s6 vale
para f necessariamente injetora. f pode ser uma aplicacao qualquer.
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Propriedades: Y1 = f(f~1(Y1)) para todos Y1 C f(X),
X1 € f~Yf(Xy)) para todos X; C X.

— Teorema importante
f: X — Y é continua em X se, e somente se, para todo e qualquer aberto U em Y o
conjunto V = f~H(U) C X é aberto em X.

Exercicio 3: Siga em frente na leitura destas notas, mas depois retorne e demonstre este im-
portante teorema. Se achar necessdrio, consulte as Trés Senhoras [1, pdg. 17], onde o teorema
estd demonstrado sucintamente. Por ora continue apreciando o estilo carreta-na-frente-dos-bois.

O teorema em questao sugere outra definicao de continuidade de aplicacoes em X, equivalente
a dada anteriormente e que aparece freqiientemente na literatura. Vocé saberia enuncia-la?

Exercicio 4: Demonstre que a aplicacdo composta de duas aplicagoes continuas € também
continua.

— Questao basica

Dado um conjunto qualquer, o conjunto das pessoas ou das magas na sala N-229, por exemplo,
0 que vem a ser um subconjunto aberto?

Isso depende da topologia definida para o conjunto.

— Topologia

Um sistema U = {Uy,Us, ..., U, ...} de subconjuntos de X define uma topologia em X se
satisfaz os postulados de Hausdorff.
Observacao : Para facilitar a compreensao, U é aqui apresentado sob forma de colecao enumeravel
de elementos, mas isso nao precisa ser assim. Dependendo de X, I/ pode ser também um sistema
composto de um ndmero infinito ndo enumeravel de subconjuntos.

— Postulados de Hausdorff

1) 0 (vazio) e X (o conjunto pensado como subconjunto de si mesmo) pertencem a U.

2) A uniao dos subconjuntos de qualquer subsistema de U pertence a U. Os subsistemas
podem ter um numero finito ou, quando é possivel, infinito de subconjuntos.

3) A intersecdo dos subconjuntos pertencentes a qualquer subsistema composto de um
numero finito de componentes de U pertence a U.

— Aberto
Seja dada uma topologia i/ em X. Os elementos U; , i = 1,2, ... listados em U sdo chamados
de subconjuntos abertos ou, simplesmente, de abertos de X.

— Exemplos de topologia

a) Topologia trivial ou indiscreta : U = {0, X }.

b) Topologia discreta : U = {0, X, todos os demais subconjuntos de X}. Se X possui
nimero finito de elementos, U é com certeza enumeravel.

¢) Topologia usual do R', usada no Célculo tradicional : U = {0, R', unido dos intervalos
do tipo (a,b) := {z | a < x < b}}. U é ndo enumeravel.

E interessante observar que se na topologia usual do R' considerarmos, por exemplo, o
subsistema composto pelo nimero infinito de abertos U,, = (—%, %), n = 1,2,..., a intersecao
dos subconjuntos serd o subconjunto formado unicamente pelo elemento 0 € R', o qual néo
pertence a U e nao é, portanto, um aberto.
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Exercicio 5: Comprove que o nimero de abertos na topologia discreta é 2", onde N € o nimero
de elementos do conjunto considerado.

Exercicio 6: Verifique se U = {0, R, unido dos intervalos do tipo [a,b] := {x | a < x < b}}
também define uma topologia para R'.

Exercicio 7: Dado um conjunto de trés macas, rotuladas com os numeros 1,2 e 8, quais dos
sequintes sistemas formam topologia?

U ={0,(123)}y , U ={0,(123),(12),(23),(13),1,2,3}
Us =1{0,(123),1,2,3} , Uy =1{0,(123),(12),1,2} ,

Us = {0,(123),(12),1,2,3} , Us = {0,(123),(12),(23),(13)}
Uy = {0,(123),(12), (13),1} , Us = {0, (123),(12),(13),2, 3}

Exercicio 8: Quantas topologias distintas admite um conjunto de 2 macds? No caso de 3 magas
o numero de topologias admissiveis parece ser bem grande, maior do que 20. Vocé concorda?

— Perguntas
Vocé conscientizou que saber se um subconjunto é ou nao aberto nao tem significado absoluto,
mas, sim, relativo, ja que depende da topologia considerada para o conjunto?
Conseqiientemente, a continuidade de uma aplicagao f : X — Y também nao tem signifi-
cado absoluto, pois pode mudar quando mudam as topologias de X e/ou Y. Confere?

Exercicio 9: Nas figuras abairo, os conjuntos da esquerda referem-se a pessoas, chamadas 1,
2 e 8, e os da direita, a macds, rotuladas 1, 2 e 3. Note que as pessoas, sempre as mesmas,
formam espacos topoldgicos distintos quando as topologias, indicadas abaizo das figuras, sdo
distintas. Idem para as macas.

Cada pessoa escolhe uma macd somente, o que estabelece uma aplicacdo f : pessoas —»
macds. As figuras apresentam quatro aplicagcoes possiveis, certo?

0) ﬁ@ ¢)

{@, (123), (12),1} {@, (123),1} {@, (123),(12),1} {@, (123),1}
b) ﬁ@ ) @"‘_-"—'—-g

{@, (123),(12),1} {(Z), (123),(12),1} {(Z), (123),(12),1} {@, (123),(12),(13),1,2}
9 ﬁ@ 9 @——'E-g

{@, (123),(13),1,3} {(Z), (123),1} {(Z), (123),(12),1} {(Z), (123),(13),1}
{@,(12),1} {@,(123),(13),1} {@,(123),(12),1} {@,(123),(13),1}

Em d) a pessoa 3 afastou-se antes da escolha da maga.

a) Classifique as aplicagées f em termos de aplicagoes sobrejetoras, injetoras e bijetoras.
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b) Quais sao as aplicagoes continuas no conjunto das pessoas? Sugestdo: use o teorema
importante sobre fungoes continuas (pdg. 6). Nos casos em que nao sao continuas, identifique
as pessoas onde ndo hd continuidade.

¢) Existe alguma situacio em que f € descontinua e f~' é continua?

d) Quais das situagoes ilustram homeomorfismos?

— Base para uma topologia

Base para uma topologia U/ é um subsistema B de U, B C U, que satisfaz uma ou outra das
seguintes condicoes equivalentes:

1) Cada subconjunto de U é a uniao de subconjuntos de B;

2) Para cada z € U € U existe um B € B tal que x € B C U.

Diz-se que U é gerada por B.

Ex :

a) O sistema composto de intervalos do tipo @ < x < b constitui uma base para a topologia
usual em R

b) Bolas abertas By(xo) = {x ||| x — %0 ||< a}, onde || y || é a norma euclidiana de y, geram a
topologia usual no R™.

A propésito, quando entram em cena aspectos topoldgicos envolvendo R' e R sem referéncia
explicita a topologia considerada nestes espacos, subentende-se ser ela a topologia usual. a

Os elementos de B sao obviamente abertos em U, certo?

A topologia gerada por uma base B é inica. Uma dada topologia U pode, porém, ser gerada
por mais de uma base. Neste caso as bases geradoras de U sao ditas equivalentes. Um exemplo
é dado ap6s a apresentacao da topologia produto (pag. 10).

Questao: Serd que uma colecao qualquer de subconjuntos de um conjunto X é base para
uma topologia em X7

Nao necessariamente.

Teorema : Seja B uma colegao de subconjuntos de um conjunto X. Para que B seja base
para uma topologia em X é necessario e suficiente que se cumpram as seguintes condigoes:

1) Para cada = € X, existe B € B tal que z € B,

2) Se x € B N By, onde Bj, By € B, existe entdo B € B tal que x € B C By N By. (Esta
condi¢ao cumpre—se em particular quando By N By € B.)

— Topologias mais fina e menos fina

Sejam U e V duas topologias tais que V é um subsistema de U4 , V C U. Diz-se entao que U
é mais fina (finer) do que V e que V é menos fina (coarser) do que U.

A topologia mais fina possivel para um conjunto é a topologia discreta; e a topologia menos
fina possivel, a topologia trivial.

— Algumas topologias induzidas
Seja dada uma aplicacdo f: X — Y. A ela referem-se as topologias a seguir apresentadas:

a) Topologia induzida ou projetiva

Dada uma topologia Uy em Y, esta e f induzem em X a topologia Ux denominada topologia
induzida ou projetiva, na qual declaram—se abertos em X as imagens inversas dos abertos em Y,

Ux = {f7YU) | U €Uy} .

Exercicio 10: Conclua que Ux acima € de fato uma topologia.
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Perante esta topologia em X, a aplicacdo f torna—se automaticamente continua sobre X, de
acordo com o teorema importante dado na pag. 6. Qualquer outra topologia em X tal que f
é continua deve, no minimo, conter como abertos os subconjuntos f~*(U) com U C Y aberto.
Conseqiientemente, a topologia induzida é a topologia menos fina em X que torna f: X — Y
continua.

Se f é bijetora, a topologia projetiva é a topologia menos fina que transforma f em homeo-
morfismo.

b) Topologia relativa, subespago topolégico e inclusao topolégica
Topologia relativa em X é o nome dado a topologia induzida em X quando X é subconjunto
de Y e f é a aplicacao injetora natural ¢ de X em Y, definida por

1: XCY —Y ,itx—=x

e denominada inclusao (inclusion) ou inje¢ao candnica de X CY em Y.
Neste caso, dado U C Y, tem-se i "' (U) = U N X, de modo que a topologia relativa tem
como abertos em X a intersecao dos abertos de Y com X,

Ux ={UNX |U elUy} .

Denomina-se X, munido da topologia relativa, subespaco topoldgico de Y.

Atencgao: Se X é subespago topoldgico de Y, todo subconjunto A C X que é aberto em Y,
ACX CY, é também aberto em X, mas nem todo aberto em X é aberto em Y.

Ex: DadosY =R, X =[a,b)={z|a<z<b,abecR'}eA=X, Aéaberto no
subespaco X, mas nao é aberto em Y. O

Dada uma topologia V em X C Y, o espago (X,V) é uma inclusdo topoldgica em (Y,Uy),
denotada algumas vezes por X — Y | se V é mais fina do que a topologia relativa, Ux C V.

c) Topologia co-induzida ou indutiva
Dada uma topologia Ux em X, esta e f induzem em Y a topologia denominada topologia
co—induzida ou indutiva, na qual declaram—se abertos em Y as imagens dos abertos em X,

Uy ={f(U) | U € Ux} .

A topologia co-induzida resulta ser a topologia mais fina que torna a aplicacdo f: X — Y
continua; ou homeomorfica, quando esta é bijetora.

d) Topologia quociente
Chama-—se topologia quociente a topologia co-induzida quando o conjunto X possui uma
relagdo de equivaléncia F, Y é o conjunto quociente X/FE e f é a aplicagdo 7 definida por

m: X —X/E | m:x— [z]
e denominada proje¢ao canénica de X em X/FE.

Exercicio 11: Dado o conjunto de nimeros naturais X = {1,2,3}, seja E a relagio de equi-
valéncia que declara y ~ x , Vx,y € X se x ey sao, ambos, numeros impares.

a) Para cada uma das topologias Uy = {0, X, 1} , Us = {0, X, 2} , Us = {0, X, (12),1} , Uy =
{0, X,(12),2} , Us = {0, X, (12),3} , Us = {0, X, (13),3} e U; = {0, X, (12),(13),1, 3}, identifi-
que os abertos em X/E segundo a topologia quociente.
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b) Para cada uma das topologias quociente obtidas no item anterior, encontre a topologia
induzida em X pela projecdo canénica e compare—a com a topologia original em X, a qual deu
lugar a topologia quociente. Elas coincidem?

¢) O que vocé esperaria a respeito, sobre a igualdade ou nao das duas topologias consideradas
em cada caso no item b), se w fosse aplica¢ao bijetora?

e) Topologia produto

Seja X;,7 = 1,2,...,n um nimero finito de conjuntos, cada um deles munido, respectiva-
mente, de uma topologia U;. Considere sobre o conjunto X = X7 x Xo X ... x X,, a colecao B
de subconjuntos formados pelos produtos cartesianos dos abertos nos X,

B:{U1XU2X...XUn’Ui€Z/[i,i:1,2,...,n}.

Serd que B satisfaz as condicbes para ser base de uma topologia em X7 Sim. Confira,
baseado no teorema enunciado junto a defini¢do de base para topologia, dada na (pag. 8).

Chama-se a topologia gerada por B topologia produto, e subentende—se ser esta a topologia em
X quando entram em cena aspectos topolégicos envolvendo o conjunto X sem mencao explicita
a topologia nele utilizada.

Pode—se demonstrar que a topologia produto é a topologia menos fina em X que torna todas
as aplicagoes

pi: X — X, pi:(z1,20,...,x) — 2 , 1=1,2,...,n,

denominadas projecées canonicas de X em X; , ¢ =1,2,...,n, continuas.

Foi mencionado anteriormente, antes do enunciado do teorema referido acima, que uma
topologia pode ser gerada por mais de uma base. Aqui vai um exemplo:

Ex : A topologia usual no R = R' x R' x ... x R' pode ser gerada tanto por bolas
abertas como pela colecao B acima, o que quer dizer que a topologia usual e a topologia produto
coincidem no R™. As duas bases em questao, B e a de bolas abertas, sdo bases equivalentes. O

Exercicio 12: Dado o conjunto X = {1,2} com a topologia U = {0, X,1}, encontre os abertos
de X x X na topologia produto.

— Grupo topolégico
Um conjunto X dotado de estrutura de grupo e equipado com topologia leva o nome de grupo
topoldgico se as aplicagoes que caracterizam a estrutura de grupo, quais sejam, as aplicagoes

XxX:— X, (z,y):— 2y,
X:— X, z:—a !,
perante as quais
i) x(yz) = (zy)z, Vx,y,z (propriedade associativa);
ii) existe um elemento e € X, chamado elemento neutro, tal que ze = ex = x, Va;
iii) Vo existe 27!, denominado elemento inverso de x, tal que zz~! = 271z = ¢;
sao aplicacoes continuas.

Exercicio 13: Considere o singelo grupo discreto composto de dois elementos somente, X =
{1,2}, onde 1, digamos, representa o elemento e.

a) X munido da topologia discreta é um grupo topoldgico, assim como qualquer outro grupo
dotado da mesma topologia. Confira.

b) X serd grupo topoldgico se estiver equipado com a topologia U = {0, X,1}? E se for
dotado da topologia trivial?
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1.2 Espacos topolégicos

— Referéncias
Sao as mesmas que constam em Elementos bésicos (pag. 1).

— Espacgos topolégicos

Reprisando o conceito ja apresentado na Introducao (pag. iii), espago topoldgico é um par
constituido de um conjunto X e de uma topologia U definida sobre este, (X,U).

(X,U) é freqlientemente identificado com X, como no que segue.

— Espago enumeravel (second countable space)
Espago topoldgico enumerdvel (um espago que satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade)
é um espago cuja topologia possui uma base topoldgica enumeravel (B ={B;|i=1,2,...}.

— Espago Hausdorff ou espaco separado, espago normal
Espaco topoldgico de Hausdorff ou espago separado ou simplesmente, espaco de Hausdorff é
um conjunto X com uma topologia tal que quaisquer dois elementos distintos de X possuem
vizinhancas disjuntas, ou seja, vizinhancas com intersecao nula.
Ex :
a) X com topologia discreta. Confira.
b) R" com topologia usual.
c) X com a topologia trivial ndao é Hausdorff. O
Para apreciar a relevancia do acima exposto, reveja, na Introducgao, a constituicdo de um
dos dois componentes de uma variedade diferencidvel.
Espaco normal é um espaco Hausdorff tal que quaisquer dois subcojuntos fechados possuem
vizinhancas disjuntas.
Mas o que é um subconjunto fechado?

— Fechado
O subconjunto A C X é dito fechado se o seu complemento em X, isto é, o subconjunto
X \ A formado pelos elementos de X que nao pertencem a A, é aberto.
Ex :
a) 0 e X sao fechados em qualquer topologia. Confira.
b) Na topologia discreta, todos os subconjuntos possiveis sao fechados.
¢) Em um espago Hausdorff os elementos do espago formam subconjuntos fechados. O
Observagao: Vocé se deu conta de que um subconjunto pode as vezes ser simultaneamente
aberto e fechado?

— Ponto de acumulagao ou ponto limite
Um elemento z € X é um ponto de acumulagdo ou ponto limite de A C X se cada vizinhanga
V(z) de x contém pelo menos um elemento de A distinto de z; (V(z) —{z}) N A #£ 0, YV (x).
Ex : Cada nimero real é ponto de acumulagao do subconjunto dos nimeros racionais em

R'. 0
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Um ponto de acumulagdo de A C X pode tanto pertencer como néo pertencer a A.
O conjunto de pontos de acumulacao de A é denotado por A'.
Teorema : A é fechado se, e somente se, A contém todos os seus pontos de acumulagao.

— Fecho (closure) ou aderéncia (adherence)

Fecho ou aderéncia A de A C X é o menor subconjunto fechado que contém A ou, equiva-
lentemente, é a intersecdo de todos os subconjuntos fechados que contém A. Tem-se também
que A= AU A

Ex : SeAéa<a:<bemJR1,Zéa§x§b. O

Um elemento aderente de A é um elemento que pertence a A.

— Suporte (support)

Suporte supp (nao confundir com o simbolo sup, que denota supremo) de uma fungao real
f: X — R' é o maior subconjunto fechado fora do qual f se anula identicamente. Repare que
supp f nao é o conjunto {z | f(x) # 0}, mas é o fecho deste.

Ex: Para f:R'— R', z+— 2 supp f é R', e nao R' — {0}. O
— Interior

Interior A de A em X é o maior subconjunto aberto contido em A.

Ex :

[}
a) SeAéa<z<bemR', Aéa<z<bh.
b) R é a unido de dois conjuntos de niimeros: os racionais, aos quais pertencem os inteiros, e

[¢]
os irracionais. Se A é o conjunto dos racionais [irracionais] em R!, A= () [(], pois cada aberto
em R! contém ambos os tipos de niimeros, racionais e irracionais. O

Para A aberto vale ;1: A.

— Fronteira(boundary)
Fronteira b(A) de A é a totalidade dos elementos do fecho de A que nao estao contidos no

t
interior de A ; b(A) = A— A=AnN (X\A).

Ex:
a)SeAéa<r<ba<z<ba<z<boua<uzx<bemR' entdo b(A) = {a,b}.
b) Se A = {ntimeros racionais} em R', entdo b(A) = R', pois A = R' e A= 0. O

— Denso (dense)

A é densoem X se A= X.

Ex : O conjunto dos niimeros racionais é denso em R'. O conjunto dos ntimeros irracionais
também o é. O

— Conjunto magro (nowhere dense)

O conjunto A é um conjunto magro em X se A possui interior nulo, ou, equivalentemente,
se o complemento de A é denso em X.

Ex : Um nimero finito de pontos no R' é magro. O

Exercicio 14: Considere o espago topoldgico (X,U) dado por
X ={1,2,3,4} , U ={0,(1234),(234),(12),1,2}
e os subconjuntos Ay = {2,3,4} , As = {3,4}, A3 ={2,3}, Ay ={1,3} e A5 = {1,2}.
a) Obtenha o fecho, o interior e a fronteira dos A;.
b) Qual € o suporte da fungdio f: X — R' definida por f(1) = f(2) = f(3) =0 , f(4) =
1#£07
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¢) Sao alguns dos A; densos em X ?

d) Sao alguns dos A; magros em X ?

e) Sao alguns dos A; simultaneamente abertos e fechados?

f) E X Hausdorff?

g) Qual € o interior de Ay, digamos, quando inadvertidamente consideramos um sistema ina-
dequado de subconjuntos para topologia, violando os postulados de Hausdorff, como, por exemplo,
U=1{0,(1234),(234), (12),1,3} ¢

— Recobrimento ou cobertura (covering)

Sejam X um espago topolégico e A um subconjunto de X (A pode ser subconjunto préprio,
A # X, ou ndo, A = X).

Seja R = {U;} uma colegdo de subconjuntos de X tais que cada z € X pertence a pelo
menos um U, isto é, tais que A C U;U;.

Diz—se que R é um recobrimento ou cobertura de A. Diz—se também que R cobre A. Se os
subconjuntos da colegdo R sao abertos, R é denominada recobrimento aberto de A.

Ex :
a) Para X =R'e A={z |0<z <1}, R={l/n<z<2/n|n=234,..7}6éunm
recobrimento aberto e enumeravel de A.
b) R={a <z <b|abecR'} éum recobrimento aberto e nao enumeravel de R'. O

Se os U; de R sao em nimero finito, R é um recobrimento finito.

Uma subcolecao de R que também é recobrimento de A, é denominada subrecobrimento de
R.

Ex :
R={n<z<n+2|n=0,4+1,42,...} é um subrecobrimento de R do Ex-b) anterior. 0

Se V = {V;} também cobre A, V é chamado refinamento de R se para cada V; existe um
U; € R tal que V; C U;.

Diz—se que R é um recobrimento localmente finito se para todo x € A existe uma vizinhanca
V(z) que possui interse¢do nao nula com somente um ntmero finito de membros de R.

— Compacticidade

Os espacos que agora entram em cena talvez apresentem, a primeira vista, alguma dificuldade
para se ter uma idéia clara sobre eles, a julgar pelas suas defini¢oes, mas sdo importantes porque
muitos teoremas, propriedades e aplicagoes de interesse referem—se a eles.

Ex :
a) Teorema : Se f : X — R' é uma funcio continua definida sobre um espaco compacto X,
f possui um méximo absoluto e um minimo absoluto (finitos) sobre X.
b) A teoria da integragao sobre variedades diferencidveis apdia-se, por exemplo, no fato de que
estas sao espacos topoldgicos paracompactos. a

a) Compacto

O subconjunto A de um espaco topoldgico X é compacto se todo recobrimento aberto de A
possui um subrecobrimento finito. H4 quem acrescenta que X deve ser também Hausdorff, [1] e
[4].

X é um espaco compacto se o subconjunto A = X é compacto.

Esses conceitos surgiram por ocasidao dos trabalhos de Heine, Borel, Lebesgue, Lindel6f e
outros [6, apds teorema 3-38].

Teorema de Heine—Borel ou de Borel-Lebesgue : Se R é um recobrimento aberto de
um subconjunto fechado e limitado do R", existe entdo um subrecobrimento finito de R.

Limitado significa que o subconjunto cabe dentro de uma bola de raio finito, por exemplo.
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Serd que existem outros subconjuntos compactos no R" que nao sejam do tipo fechado e
limitado? Demonstra-se que nao, e dai a afirmacdo: os subconjuntos compactos do R™ sao
subconjuntos fechados e limitados.

Ex : A esfera S™ e o toro T", encarados como subconjuntos do R"t!, ou como espacos
com a topologia relativa, sao compactos. O

Teorema: Qualquer subconjunto fechado A de um espaco compacto X é compacto. Se X
é Hausdorff, um subconjunto compacto A C X é necessariamente fechado.

O teorema apresentado no Ex-a) apds a introdugao de compacticidade baseia—se no seguinte
teorema:

Teorema : Seja uma f : X — Y uma aplicagdo continua. Se X é compacto, f(X) é um
subconjunto compacto em Y.

Exercicio 15: Demonstre este teorema. A sua demonstracdo ja € meio caminho andado para
a resolucao do Exercicio 19.
(Nao € dificil, mas se nao pensar assim, consulte Nasch-Sen [3], ou [6], ou .... )

b) Relativamente compacto
Um subconjunto A de X é relativamente compacto se A é compacto.
Ex : Um subconjunto limitado qualquer no R"™; aberto ou fechado ou nenhum destes. O

c) Localmente compacto

X é localmente compacto se cada elemento de X possui uma vizinhanga compacta.

Ex : a) X compacto. b) R" nao é compacto mas é localmente compacto. O

Teorema : Se X é um espaco de Hausdorff localmente homeomoérfico a um espago de
Hausdorff localmente compacto, entao X é também localmente compacto.

Espacos de Hausdorff localmente homeomérficos ao R™ sao, portanto, localmente compactos.
Confira. Encontra-se esta situcao nas variedades diferencidveis de dimensao finita, como serd
visto futuramente.

O teorema acima baseia-se num conceito que poderia ter sido apresentado anteriorente, mas
que é deixado para mais adiante (pag. 19): o conceito de espagos topoldgicos localmente ho-
meomoérficos. Por ora, para nao quebrar o encadeamento de idéias, segue um conceito relacionado
ao anterior e que é de grande importancia na Geometria Diferencial (veja, por exemplo, o Ex-b)
apds a introdugao de compacticidade).

d) Paracompacto

X é paracompacto se é Hausdorff e se todo recobrimento aberto possui um refinamento
localmente finito.

Ex : a) X de Hausdorff e compacto. b) R", que nao é compacto, é paracompacto. O

Teorema : Espagos Hausdorff localmente compactos e enumerdveis sao paracompactos.

A julgar pela definicdo de variedade diferencidvel, dada na Introdugao (pédg. iii), qual é
o atributo de natureza topoldgica que fica faltando, aparentemente, para que uma variedade
diferencidvel seja paracompacta?

A pergunta acima d& a entender que ndo falta nada para que variedades diferencidveis sejam
paracompactas, o que é, de fato, verdade, mas ainda nao pode ser entendido aqui. E necessério
aguardar a conceituacao mais detalhada de variedades diferencidveis, o que significa esperar
pela apresentagdo do conceito de estrutura diferencidvel, e, em chegando 14 (veja o Exercicio
33), relembrar os dois dltimos teoremas.
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e) Compactificacao

Compactifica¢ao de um espago X é um par (Y, f), onde Y é um espago compacto e f é um
homeomorfismo de X sobre um subespaco denso de Y.

Ex : E de interesse a compactificacio de R? + {oo} em uma esfera S? através da seguinte
projecao estereografica :

g2 X A z € R? corresponde m € S2.

@Q Ao infinito corresponde o “pdlo norte” N. |
(I) pa R? 5% — {N} é denso em S?%, na topologia relativa.

— Conexo e desconexo

X é conezo se nao é desconexo. Entende-se intuitivamente que X nao é feito de partes.

X é desconexo se existem dois subconjuntos disjuntos, nao vazios e abertos, A; e Ao, tais
que X = A1 U Asy. Os A;, por sua vez, também podem ser desconexos.

Ex : O grupo O(3), de rotagdes no R3, é desconexo e é feito de duas partes. Estas sdo
caracterizadas pelos valores dos determinantes das matrizes representativas dos elementos do
grupo. Para uma delas o determinante é +1, e para a outra, —1.

O grupo SO(3), formado pelos elementos de O(3) com determinante +1, é conexo.

As topologias subentendidas em O(3) e SO(3) s@o as topologias induzidas pelas respectivas
estruturas diferencidveis, topologias estas apresentadas na pagina 31. O

Teorema: X é conexo se, e somente se, os Unicos subconjuntos que sao simultaneamente
abertos e fechados sao o vazio, ), e o préprio X.

Exercicio 16: Verifiqgue se os sequintes espacos topoldgicos sao conexos e identifique suas par-
tes, caso nao o sejam :
a) X ={1,2,3,4} , U = {0,(1234),(234), (12),1,
b) X ={1,2,3,4} , U ={0,(1234),(123),(12),1,

— Conexo por caminhos (path or arc-wise connected)
X é conexo por caminhos se, dados quaisquer dois elementos de X, existe um caminho
continuo entre eles. O estilo carreta-na-frente-dos-bois volta a ser empregado.

2).
2}.

Rl Rl s

0 ¢t 1 X 0 ¢t 1 X

)

Buraco

Este conceito de conexo é mais forte , mais restritivo, do que o anterior. Todo espaco conexo
por caminhos é conexo, mas nem todo espaco conexo é conexo por caminhos.

Ex : Considere A = {(0,y) | -1 <y <1} e B = {(z,sinw/z) |0 <z < 1} em R%. E
possivel provar que X = AU B é conexo mas nao conexo por caminhos.
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Y
SN
N \ 1
RN

O
O que é um espacgo simplesmente conexo? Isso depende do conceito de homotopia, a ser
apresentado mais adiante.

— Curvas paramétricas e curvas geométricas
Curva paramétrica ou, simplesmente, curva sobre X é uma aplicagdo do tipo

o: Il —X, o:t—ax=0(t) ; ICR"
A imagem de I sobre X perante o , o(I) , é uma curva geométrica.

g

Rl
ot I X
Curva geométrica

Ex : Considere uma lesma, que ao se locomover lentamente sobre um muro de jardim deixa
um rastro esbranquicado sobre ele. O rastro exemplifica uma curva geométrica sobre o muro, e
a parametrizacao temporal dela, uma curva. Curva é, conforme sublinhado na defini¢do, uma
aplicagao, uma correspondéncia, e pode talvez ser melhor entendida como um movimento. Um
movimento nao é sé caracterizado por um rastro, mas também pela maneira, lenta ou nao, como
se anda sobre ele. Uma formiga deslocando-se apressadamente sobre o mesmo rastro deixado
pela lesma exemplifica uma outra curva. O

Note que a uma dada curva corresponde uma tnica curva geométrica, mas que a uma dada
curva geométrica correspondem infinitas curvas, tantas quantas forem suas parametrizacoes.

— Caminhos

Caminho entre os elementos zg e 1 de X é uma curva o : I — X tal que I =[0,1] = {t |
0<t<1}eo(0) =g, o(l) =uz.

Se o é uma aplicagdo continua, o caminho é um caminho continuo.

Quando x1 = xg, o caminho é um caminho fechado e diz-se que tem por base ou que esta
baseado no elemento xg.

” 9.
R R!
0t 1 X 0t 1 X

Caminho fechado
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— Homotopia
Sejam dadas duas aplicagoes continuas de X em Y, o e 8. Diz-se que o é homotopica a 3 se
existe uma aplicacao continua

F:Xx[0,1] —Y , F:(z,8)—y=F(z,s)

tal que F(z,0) = a(x) , F(z,1) = p(x).

A medida que s em F(z,s) varia no intervalo [0,1] € R', vio-se formando continuamente
aplicacoes intermedidrias entre « e 3; em outras palavras, « vai-se deformando ou transformando
continuamente em f.

Se a é homotdpica a (3, f é homotdpica a «, pois existe uma G(z,s) continua, dada por
G(z,s) = F(x,1 — s), tal que G(x,0) = 3(z) , G(z,1) = a(z).

Se a é homotopica a [ e 8 é homotdpica a v, sera que o é homotdpica a 7 Sim, pois existe
neste caso uma aplicagdo H (z, s) que satisfaz os pré-requisitos para homotopia entre a e 5. Ela
é dada por ,

F(x,2s) 0<s<s;
Hw,s) = { G(z,2s—1) %< sgi ,
onde F(z,s) e G(x,s) dizem respeito & homotopia de o a 5 e de 3 a v, respectivamente.

Homotopia estabelece, portanto, uma relagao de equivaléncia (pag. 1), que divide o conjunto

de aplicagoes continuas de X em Y em classes de equivaléncia.

— Contratil (contractible)
Sejam v : X — X, f: X — X dadas por a(z) = z, B(x) = z¢. Diz-se que X é contrdtil
a xg € X se a é homotdpica a 8. O espago X “colapsa” no elemento x.

9 e e ey P R P} [ ]
xo
X s=1

s=0
Ex : R" é contratil ao elemento xg = 0, pois existe uma F(x,s) continua, dada por
F(x,s) = (1 — s)x, tal que F(x,0) =x, F(x,1) =0. O

Exercicio 17: Mostre que R™ € contrdtil a qualquer elemento xg de R™.

— Caminhos homotdpicos
Os caminhos entre zg e x1 e entre x5 e x3 sao homotdpicos um ao outro se as respectivas
aplicagoes « e 8 sao homotodpicas uma a outra.

As correspondentes curvas geométricas podem ser deformadas continuamente umas nas ou-
tras.

Caminhos homotépicos fechados e basedos num elemento xg € X qualquer sao de particular
interesse, pois dao suporte a conceituagdo do grupo denominado grupo fundamental de X (veja
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Nash e Sen [3, capitulo 3]).

R! '
0 t
=]

— Simplesmente conexo
X é simplesmente conezxo se qualquer caminho fechado «, continuo e baseado em qualquer
elemento zy € X, é homotépico a aplicacao constante S(0) = ... = p(t) =... = B(1) = xo.

o

Ex : a) Os grupos SU(2) e SO(3). b) As esferas S™, n > 2.
¢) Nao sido simplesmente conexos a esfera St (circunferancia), o grupo O(3), o toro, o cilindro
0co e, por ex., a figura plana seguinte :

g

Buraco

— Espacgos topolégicos homeomorfos ou homeomoérficos

X e Y sao ditos homeomorfos ou homeomdrficos um ao outro se existir um homeomorfismo
(pag. 3) entre eles.

Ex :

O grupo SU(2) = X é o conjunto das matrizes complexas 2 X 2, unitdrias e unimodulares,

E(_;i) P lgP =1

Para SU(2), bem como para outros grupos definidos ou representados por matrizes, a
operacao interna que caracteriza a estrutura de grupo € definida pelo produto usual fila-coluna
de matrizes.

Considerando que existe uma aplicagao bijetora

f:8U@2) — 83

que associa a cada matriz x € SU(2) o ponto y € S? definido pelos parametros o = y; + iz e
B = y3 + iys de x conforme y3 + y3 + y3 + y3 = 1, é natural escolher para SU(2) a topologia
projetiva,

Usu@) = {f(U) | U €Ugs}
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onde Ugs é a topologia relativa (pdg. 9) induzida sobre S3 pela topologia usual (pag. 8) do R*
(repare que S% C RY).

Usy(2) € a topologia menos fina (pag. 9) que transforma f num homeomorfismo, de modo
que SU(2) e S sdo espacos topolégicos homeomorfos.

Além disso, demonstra-se que SU(2) dotado de Ugyr(2) € um grupo topoldgigo (pdg. 10). O

— Espacgos topolégicos localmente homeomorfos ou homeomoérficos

Se para cada elemento z € X existir uma vizinhanga (aberta) de x homeomérfica a um
aberto em Y, X e Y sao localmente homeomorfos.

X e Y homeomorfos (globalmente) sao localmente homeomorfos.

— Relagao de equivaléncia entre espacgos topolégicos

Exercicio 18: Demonstre que homeomorfismo entre espacos topologicos estabelece uma relacao
de equivaléncia (pdg. 1).

Lembre que relacoes de equivaléncia devem satisfazer as propriedades de reflexividade, sime-
tria e transitividade. Na demonstracdo da transitividade, recorde o Ezxercicio 4.

— Classes de equivaléncia
Em vista do exercicio anterior, espagos topoldgicos encontram-se divididos em classes de
equivaléncia.

— Invariantes topologicos

Sao propriedades, estruturas matemaéticas complexas, etc. que nao variam perante homeo-
morfismos.

Sao propriedades comuns a espacgos topoldgicos homeomorfos. Classificam as classes de
equivaléncia formadas por estes.

Ex : Ser compacto. Ser conexo. O grupo fundamental. Os grupos de homologia e de
cohomologia. As classes de Chern, de Euler e de Pontrijagin (veja, por exemplo, Trés Senhoras
e Nash-Sen). O

Exercicio 19: Seja f: X — Y um homeomorfismo. Demonstre que:

a) se X é compacto, Y também o é; (veja Ezxercicio 15)

b) se X € conexo, Y também o é.

(Nao € dificil, mas, caso sinta necessidade, consulte Nash e Sen [3] ou ....)

— Pergunta

Vocé nao acha admiravel como tanta coisa interessante resulta do simples fato de conside-
rarmos para um conjunto qualquer um sistema de subconjuntos que chamamos de abertos e que
satisfazem certas propriedades, os postulados de Hausdorff?

E hd muito mais. Aguarde.
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VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

2.1 Introducao

Os objetos basicos sobre os quais se apdia a Geometria Diferencial sdo as variedades dife-
rencidveis.

O conceito de variedade generaliza o conceito de superficie no R®. A definicdo nao faz, porém,
nenhuma referéncia a mergulho (embedding) no R™. Ela se baseia na generalizacao da idéia de
parametrizagao de superficies.

Uma representacao paramétrica parcial ou global de uma superficie dada é uma aplicacao
bijetora ¢ : U — V de uma regiao U da superficie, que pode ser uma parte dela ou ela inteira,
em um aberto V do R? com a topologia usual, chamado neste contexto de espaco dos pardmetros
ou espaco das coordenadas.

3
Z R Superficie Espaco dos
parametros

0:U—V ; z=zx(uv), y=y(uv) , z==z(u,v).

Uma tal representacao é denominada carta, mapa ou sistema de coordenadas. U é o dominio
do mapa, e os parametros (u,v) sdo as coordenadas do ponto P €Superficie no mapa.

Ex : Esfera S2, com Yo : Uy — V, dada por

T =8INUqg COSVy , Y =SINUGSINV, , 2 = COS Uqy.
O<ug <m, 0<vy <27

Os parametros (uq,vq) s@o as coordenadas esférico—polares (0, ¢) usuais da esfera. Qual é o
dominio U, do mapa? O

Repare que neste exemplo — em outros também — a aplicaggo ¢ : U —> V é definida em
termos da sua inversa, ¢! : V — U, para o que nao ha nenhum impedimento, visto que ¢ é
bijetora.
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Pode ocorrer que seja possivel cobrir a superficie toda com um tinico mapa, mas também pode
acontecer que nao o seja. A esfera, por exemplo, requer no minimo dois sistemas de coordenadas
— note que a tentativa de cobri-la com um tnico mapa, modificando, por exemplo, o sistema
de coordenadas apresentado acima mediante a especificacdo 0 < uo < 7, 0 < v, < 27, nao
funciona, pois neste caso V,, deixa de ser subconjunto aberto no R.

Os diversos mapas requeridos para cobrir toda a superficie devem ser compativeis uns com
os outros. Um conjunto qualquer de mapas cujos dominios recobrem toda a superficie e que sao
compativeis entre si é denominado atlas.

Ex : Esfera S? com os mapas formados pelo sistema de coordenadas do Ex anterior e por
g : Ug — Vz dado por
T = —slnugcosvg , Yy =cosug , z = sinugsinuvg.
O<ug<m , 0<wg <2m.
Observe que os dominios U, e Ug destes dois mapas recobrem realmente a esfera. O

Exercicio 20: Desenhe sobre Vg C R? a imagem da intersecao Uy N Ug perante pg. Constate
que ela é um aberto do R?.

As aplicagdes correspondentes as mudangas de coordenadas (uq,va) = (ug,vg) dos pontos
que aparecem na intersecao U, N Ug dos dominios de dois mapas sao chamadas de funcoes de
passagem ou funcées de mudanca de coordenadas. Elas transformam regides do R? em regides
do R? e sdo, portanto, passiveis de andlise em termos do Célculo Diferencial usual. O que
se entende por compatibilidade de dois mapas diz respeito a continuidade e diferenciabilidade
destas funcoes e serd apresentado mais adiante (pdg. 22).

Dois atlas sao ditos equivalentes quando a uniao deles é também um atlas. Neste caso, cada
mapa de um dos atlas é compativel com cada mapa do outro atlas. Pode-se demonstrar que
atlas equivalentes formam uma classe de equivaléncia.

Ao considerar classes de equivaléncia de atlas na descricdo de superficies, tem-se em mente
que nao ha preferéncia, em principio, por nenhum sistema de coordenadas em relagdo a outros.
Cada atlas ¢ igualmente bom para descrever a superficie.

Isso nao significa que algum sistema de coordenadas nao seja mais adequado do que ou-
tro para outros aspectos. Por exemplo, dado um sistema mecanico sujeito a forcas centrais e
movendo-se sobre um plano, para descrever o espago de configuragdo, o plano, o uso de coorde-
nadas cartesianas ou plano-polares é igualmente bom, mas para obter as simetrias dinamicas e
resolver as equagoes de movimento as coordenadas plano-polares sao mais adequadas.

O conjunto de todos os mapas de uma classe de equivaléncia de atlas (sdo em nimero infinito)
¢ denominado atlas mazimal ou atlas mdzimo (maximal atlas). Um dado atlas gera um unico
atlas maximal, mas um atlas maximal é gerado por mais de um atlas. Um mapa qualquer de
um atlas maximal chama-se mapa admissivel.

Atlas maximais viabilizam a defini¢ao, sobre superficies, de estruturas e instrumentos defi-
nidos originalmente sobre o R

O Célculo Diferencial usual foi desenvolvido e tem, por conseguinte, seu ambiente de atuacao
nos espacos de norma euclidiana R"™, n = 1,2,3,.... A derivada ou diferencial de uma aplicacao
f:R" — R™ é um operador linear, representado pela matriz de derivadas parciais W,
que atua sobre os vetores do R" e associa a cada um destes um vetor do R™. Veja, por éxén&plo,
[1, capitulo II.A] e [2, capitulo 1.3].

Ao ser estendido o Calculo a uma superficie qualquer, a derivada de uma aplicacdo f :
Superficie —» R' passa a atuar sobre vetores tangentes. Estes sdo usualmente visualizdveis
no R? como flechas que tocam a superficie em algum ponto e que a tangenciam. Os vetores
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tangentes em um ponto da superficie especificam um plano no R?, tangente & superficie no
ponto, e formam um espago vetorial, denominado espaco (vetorial) tangente.

Para que a derivada da aplicagdo tenha sentido num ponto da superficie, é fundamental que
exista espaco tangente no ponto, pois é sobre os vetores deste espaco que a derivada no ponto
atua como operador linear.

Superficie diferencidvel é uma superficie que possui plano tangente em cada ponto. Ela serve
de modelo ao conceito de variedade diferencidvel.

Ex : A esfera S?, 224+ 9% + 22 =1, é 0 exemplo classico. O cone 22 —y?> —22=0, 2 >0
é um contra—exemplo, pois nao possui plano tangente na origem (z =y = z = 0). O

Quando a superficie é dada por uma relagdo F(x,y,z) = 0, mesmo que localmente, existe
plano tangente no ponto Py = (z0, Yo, 20) se

(B £0  efou  (E)m A0 efou  (E)m A0  (A)

a equacao do plano é (%i)po(x —x0) + (%1;)po(y yo) + (%I:)po(z —2p) =0.

Neste caso, supondo (% or ~)p, # 0, por exemplo é possivel representar parametricamente a
superficie em torno de B através de z = u ,y=v, z= f(z,y) = f(u,v) , onde f(z,y) é

: : 5 : : = aae _ _ 0 OF of _ _OF jOF
obtida por integracao a partir das segulntes expressoes: #y = —5- / 55 8—5 = By / 55 » as
quais decorrem do diferencial dF' = 89: E + %5 9F dy + %f dz.

Note que a representacao assim obtida satlsfaz (B) abaixo.

Por outro lado, dado um mapa ¢ : U — V| existe plano tangente em Py € U se

‘ a(z.y)
o) | p

#0 e/ou ‘8(1“)
0

#0 e/ou ‘8(1“) #0. (B)
Neste caso pode-se obter também uma relacao F(x,y,z) = 0 que descreve a superficie
localmente em torno de Py e que satisfaz (A) acima, do seguinte modo: seja, por exemplo,

‘ggg; ’ = 0; isolam-se u e v em fungéo de x e y, o que é possivel pelo teorema da funcao
’ (o

inversa, e substituem-se u = u(z,y) e v = v(x,y), assim obtidas, em z = z(u,v), o que dd z =
z(u(z,y),v(z,y)) = f(z,y) e, conseqiientemente, a relacao desejada, F(z,y,2) = z— f(x,y) = 0.
Do cumprimento da condigao (B) para mapas que Se Superpéem Sobre uma superficie dife-

.. . ~ . . 0 I ug,v
renciavel, conclui-se, das relacoes entre jacobianos ‘ a(u v = ‘ ig’gﬁ . uﬁ Uﬁ ; , ..., que as
Oé Vo
mudancas de coordenadas devem satisfazer
ug,vg (Ua,va)
‘8(ua,va ?é 0 € ‘ O(ug,vg) ?é 0, (C)

ou seja, que elas devem ser diferencidveis, até 12 ordem pelo menos, em todos os pontos de
intersecao dos mapas.

Esta propriedade das fungoes de passagem é muito importante, como serd visto adiante. Ela
e a exigéncia de que os dominios das referidas funcoes (as imagens de U, N Ug perante ¢, e
) sejam abertos no espaco dos parametros R? constituem o critério de compatibilidade entre
mapas referido anteriormente (pdg. 21).

Estrutura diferencidvel é um atlas maximal baseado neste critério de compatibilidade.

Toda superficie diferencidvel possui uma estrutura diferencidvel. A estrutura pode, porém,
nao ser unica, ou, em outras palavras, a superficie pode admitir mais de uma estrutura. Neste
caso, isso significa que os atlas de uma estrutura nao sao equivalentes aos atlas de outra estru-
tura, ou seja, que o critério de compatibilidade é violado para mapas admissiveis de estruturas
diferencidveis distintas. Confere?
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Considere, por exemplo, o plano (X,Y’) no R3, dado por F(z,y,z) = z = 0. Trata—se de
uma superficie diferencidvel, pois a condi¢ao (A) (pag. 22) cumpre-se em todos os pontos do
plano.

Aprecie agora os atlas (1), (2) e (3) do plano em questao, constituidos, cada um deles, de
um utnico mapas:

1 o plano (X,Y) — R? ; z=ug,y=uva; 2=0.
( ”

U, =todo o plano , ¢, é bijetora , V,, = R? é aberto.

Note que (B) (pag. 22) cumpre-se em todos os pontos do plano. Confira.

A estrutura diferencidvel usual do plano é formada por todos os mapas (sdo em numero
infinito) compativeis com este atlas.

Exercicio 21: Considere o sistema de coordenadas plano—polares :
p:U—V ; z=rcosf,y=rsinf, z2=0; 0<r, 7n<0<+m

a) Identifique U e V' (faga um desenho).

b) Determine os dominios das funcgées de passagem referentes a este mapa e o atlas (1), ou
seja, desenhe sobre V,, e sobre V' a imagem de U, NU perante p, € p, respectivamente.

d) Constate que o sistema de coordenadas plano—polares é um mapa admissivel a estrutura
diferencidvel usual do plano, ou seja, mostre que as regioes determinadas no item b) sao abertos
do R* e que os jacobianos de transformacdo das fungoes de passagem satisfazem (C).

(2) ¢p : plano (X,Y) — R* x:u;/g,y:vé/g,z:O.

Us =todo o plano, g é bijetora e V3 = R? é aberto.

Note que este mapa é um mapa legitimo, que satisfaz a defini¢ao de mapa (pdg. 20). Confira
os valores dos determinantes (B) em todo o plano. O que acontece sobre os eixos X e Y'? Por
acaso a condigao (A) deixa de cumprir-se sobre estes eixos?

As fungdes de passagem (ug = ul , vg =v3) e (ug = u;/ 3 , Vo = vé/ 3) referentes aos mapas
(1) e (2) nao satisfazem uma das duas condigoes para compatibilidade, a condi¢ao (C), sobre
os eixos X e Y. Confira. Os atlas (1) e (2) nao sao, portanto, equivalentes e geram estruturas
diferenciaveis distintas!

Exercicio 22: Considere o atlas
3 @ :plano (X,Y) —R? ; z=ul,y=v3,2=0.
v y v

U, =todo o plano, ¢, € bijetora e V, = R? ¢ aberto.

a) Verifique se (B) se cumpre em todo o plano, sem esquecer os eizos X e Y.

b) Este atlas € equivalente a algum dos atlas anteriores, ou ele gera mais outra estrutura
diferencidvel?

O conceito de wvariedade diferencidvel generaliza o conceito de superficie com estrutura
diferencidvel.

Se uma estrutura é formada por um atlas maximal no qual a condi¢ao (C) é substituida pela
condicao de que as fungoes de passagem sejam somente continuas, temos uma variedade simples,
sem o adendo diferenciavel.

Exercicio 23: Verifique se os atlas (1), (2) e (3) do plano (X,Y) pertencem a uma mesma
estrutura quando (C) € substituida pela condigdo de continuidade das fungoes de passagem.
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Superficie com estruturas diferencidveis distintas, o plano (X,Y’) com as estruturas geradas
pelos atlas (1), (2), ..., por exemplo, sao consideradas variedades diferencidveis distintas. A
esfera S7 estdo associadas 28 variedades diferencidveis diferentes; para as esferas S8, S? etc. este
nimero entra rapidamente na casa dos milhoes! Veja, por exemplo, a referéncia [7].

A estrutura diferencigvel é a alma das variedades diferencigveis. E ela que viabiliza a definicao
intrinsica de vetor tangente, conforme serd visto no préximo capitulo, e da, conseqiientemente,
suporte a extensao do Céalculo Diferencial a espagos que nao sao necessariamente espacos lineares
com norma.

Nem todo espago topolégico admite estrutura diferencidvel (um conjunto discreto, por exem-
plo), de modo que estudar variedades diferencidveis implica uma restricdo. Esta restrigao é,
porém, compensada enormemente pelo acesso a um novo universo, riquissimo em estruturas
matematicas decorrentes da existéncia de estrutura diferencidvel e que estao, portanto, fora do
alcance da Topologia sozinha.

Este universo é a Geometria Diferencial.

— Variedades em geral

Na literatura nao ha padronizacao quanto a conceituacao de variedade, variedade dife-
rencidvel e variedade topolégica diferenciavel; o mesmo nome é dado a objetos concebidos de
maneira diferente. Nao hd, porém, perigo de confusao, porque nos contextos onde aparecem
esses elementos o significado é sempre claro.

No que segue serao apresentadas as duas principais concepcoes desses elementos, nao s
porque, dependendo do emprego, ora uma, ora outra conceituagao é mais pratica, mas, também,
porque por comparagao reforca-se a prépria compreensao dos conceitos.

Primeiro, de modo superficial, alguns aspectos gerais; depois, com mais cuidado, uma dis-
criminacao mais detalhada.

— Variedade C* (C*manifold)

E um par (Conjunto M , Estrutura C*).

O atributo C* quer dizer que todas as funcoes de passagem viabilizadas pela estrutura sao
no minimo de classe C* nas respectivas regides de definicao.

Funcoes f : R® — R™ sao ditas de classe C* em U C R" se suas derivadas (derivadas
parciais) de k-ésima ordem existem e sdo continuas em todos os pontos de U.

Quando k > 1, temos uma estrutura diferencidvel de classe C*, e a variedade C* é neste caso
uma variedade diferencidvel de classe C*.

Uma variedade C na qual as funcdes de passagem nao sao todas diferencidveis é denominada
variedade simples.

Se algumas das fungoes de passagem possuem derivadas de 1% ordem néao-continuas, o que
significa uma propriedade intermediaria entre C° e C', a variedade nio é variedade C', mas é
variedade C?, apesar de ndo ser variedade simples. Mesmo nao sendo de classe C', ela costuma
também ser chamada de variedade diferencidvel.

A estrutura C* (k > 0) permite induzir sobre M uma topologia. A variedade torna-se
neste caso um espaco topoldgico localmente euclidiano, no sentido topoldgico, e nao métrico. A
topologia induzida pode, porém, nao ser Hausdorff.

Para a Geometria Diferencial sao de interesse variedades C* nas quais a topologia induzida
seja Hausdorff e enumeravel, as quais podem, portanto, ser encaradas estaticamente como pares
constituidos de espago topoldgico de Hausdorff enumeravel e de estrutura diferencidvel de classe
C*, devendo, porém, ser notado que a topologia em M ¢é definida nesta concepcio posteriormente,
depois de introduzida a estrutura diferencidvel.
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Em geral, saber o valor exato de k em C* nao é muito importante, e por isso k nao costuma
ser explicitado, subentendendo-se ser ele suficientemente grande para os propdsitos a que se
destinam as variedades. Freqlientemante k é considerado igual a infinito.

— Variedade topolégica de classe C*

E um par (Espaco topoldgico Hausdorff e enumerdvel M, Estrutura C*) .

Aparece também na literatura sob o nome abreviado de variedade C*.

A topologia sobre M é considerada neste caso desde o inicio, ou seja, antes da introducao
da estrutura C*.

Quanto a denominacao das variedade quando k = 0, k > 1, etc., valem as mesmas observacoes
anteriores, com o adendo de que se trata de variedades topoldgicas (M é um espago topolégico).

As duas formas de variedades, a de variedade C* com topologia induzida e a de variedade
topoldgica de classe C*, costumam receber, ambas, o nome genérico de variedade diferencidvel
ou, simplesmente, variedade.

As suas concepgoes diferem quanto as definicGes de carta, mapa ou sistema de coordenadas
e de compatibilidade de cartas e requerem apresentacao mais detalhada em separado.

2.2 Variedade C*

— Referéncias

A presente concepcao de variedades encontra—se, por exemplo, nas seguintes referéncias:

a) Trés Senhoras [1, cap. 7|; a matéria estd resumida; refere-se a variedades de dimensao
infinita.

b) Abraham-Marsden [2, cap. 1.4]; a matéria estd bem detalhada; o livro é um cléssico,
possui muito material e é muito referido na literatura.

c¢) R. D. Richtmyer [8, cap. 23.1, 2, 3 e 4]; apresentacao detalhada da matéria; 6tima
discussao sobre a vantagem desta concepcao de variedades para uso na Fisica; possui muito
material sobre grupos.

d) W. L. Burke [9, cap. IL.7]; a matéria encontra—se espalhada; o estilo de apresentagao é
mais informal do que nos outros livros; possui boas observagoes e idéias; é estimulante e motiva
o leitor.

— Ponto de partida
Seja M um conjunto.
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— Carta ou mapa ou sistema de coordenadas locais
E um par (U, ¢) onde

M a) U C M é denominado dominio da carta;
b)p:U— V CR", ¢:m+— x éuma bijecao

de U em V, na qual V é um aberto do R" munido da
topologia usual (baseada em bolas abertas);

c) n, em R", chama-se dimensdo da carta;

xJ d) z = (2',2%,...,2") é dita a representa¢io de m € M
e z', a i-ésima coordenada de m € M na carta.

O conceito de carta aplica—se nao s6 a superficies mergulhadas no R™, mas também a con-
juntos mais abstratos, como, por exemplo, um grupo de Lie.

O usudrio de variedades diferencidveis nao constréi cartas. Ele as admite dadas.

Em Fisica, os elementos de um conjunto de interesse sao em geral definidos através de cartas,
explicita ou implicitamente.

Ex :
Estados de equilibrio termodindmico de um sistema termodindmico simples. Segundo Callen [10,
pag. 12], postulado I, sdo particulares estados termodindmicos completamente caracterizados
macroscopicamente pelos valores da energia interna U, do volume V e dos nimeros de mols

N1, Na, ..., N, dos componentes quimicos do sistema. O
Neste exemplo, como em outros, considera—se um conjunto de grandezas mensuraveis rele-
vantes a uma situagao de interesse fisico (U, V, N1, Na,..., N,, no presente caso), entendem-se

estas como coordenadas dos pontos de um aberto V' do espago dos parametros R" (n = r + 2)
e definem-se os elementos do conjunto U C M associado a situagado em questao (conjunto dos
estados de equilibrio termodinamico) como sendo as pré-imagens dos pontos de V' C R" perante
uma aplicagdo bijetora, o : U C M — V C R", cuja existéncia é admitida por hipdtese.

Se o espago dos parametros, R", é entendido como Terra, o conjunto M pode ser entendido
como Céu.

— C*—compatibilidade de cartas

Duas cartas (Ua,¢a) e (Us,¢p) sao ditas C¥—compativeis se U, N Uz = 0 (trivialmente
compativets) ou, no caso de U, N Upg # 0, se

1) ¢a(Ua NUg) e pg(Uy N Ug) sdo abertos em R™.

2) as aplicagoes, denominadas fungdes de passagem ou fungéoes de mudanga de coordenadas,

¥B O‘P;i t0a(Ua N Uﬁ) — (Pﬁ(er N Uﬁ)
Pa oy 1 pa(UaNUpg) — wa(Ua NUp) ,

isto é,
i i (ol
$’@—$’@($a,...,xg)
Jo_ (o1 A
Ta = 2a(zg,...,25) , L,j=1....n

sdo, cada uma delas, funcoes de classe C* em todos os pontos das respectivas regides de definicao,
isto ¢, nas imagens de U, N Ug perante ¢, e ¢g.
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0a(UaNUg) CR"

Ua NUp g oyt Pa © 05"

¥B
ng(Ua N UB) CR"

R" R
(Pa(Ua N Uﬁ) wﬁ(Ua N Uﬁ)

O determinante da matriz formada pelas derivadas parciais das fungoes de passagem,

a(azé, s )

Jap(a) = 'm

chama-se jacobiano de transformacdo da mudanca de cartas o — 3 (subentedido CF, k # 0).

Exercicio 24: Mostre que, para C*, k # 0:
a) as fungoes de passagem satisfazem as relagoes

=1 « B

onde 6; € a delta de Kronecker, que assume os valores 1, sei =7, ou 0, sei # j.
ox? ; . P . ~ .
(Note que &C—f = 5;-, pois as coordenadas azlﬁ, 1=1,...,n sdo funcoes independentes umas das
B

outras.)
b) os jacobianos de transformagdio Jos(xa) e Jgo(xg) estao relacionados através de

Jaﬁ(fna)Jﬁa(xﬁ(xa)) =1L

(Use as relagdes obtidas no item anterior e propriedades do produto e do determinante de
matrizes. )

Pode ocorrer facilmente que duas cartas que satisfazem a condigdo de compatibilidade 1)
nao satisfagam a condigao 2).
Ex : As cartas (1) e (2) (pag. 23) referentes ao plano (X,Y), apresentadas na Introdugao,
satisfazem 1), mas nao 2), sobre os eixos X e Y. 0
Elas nao sao, portanto, compativeis.
Pode acontecer também que duas cartas obedegam & condigdo 2) sem obedecer & condicao
1).
Ex : Seja M a unido dos eixos X e Y no R?. As cartas
Ua = {($7y) | L= 0} ’ Soa($,y) =Y,
Us={(z,y) ly=0} , @s(z,y) =2
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satisfazem 2) trivialmente, mas nao satisfazem 1), pois U, N Uz = {(0,0)} é composto de um
tnico ponto, que nao é subconjunto aberto em nenhuma das duas cartas. O

A compatibilidade implica a igualdade das dimensoes das cartas, no = ng (U, NUg # 0).
Por qué?

As fungoes de passagem de cartas compativeis sao homeomorficas. Confira.

Para k > 1, elas sdo mais do que homeomorficas; elas sdo difeomérficas de classe C*. Veja
no que segue o significado disso.

Uma aplicacdo f : R® — R"™ qualquer é difeomdrfica ou um difeomorfismo de classe C*
quando f é bijetora e f e f~! sdo, ambas, de classe C* (k> 1).

Exercicio 25: Qual € a classe C* de compatibilidade entre a carta (1) e o sistema de coorde-
nadas plano-polares, dado no Exercicio 21 ¢

— Atlas CF

E uma familia {(U1,¢1),. .., (Ua,®a),-- -} de cartas cujos dominios constituem um recobri-
mento de M (veja pag. 13) e que sdo mutuamente C*—compativeis.
Ex :

Considere M = 52, formada pelos pontos do R® que obedecem & equacgéo z2 + y2 4 2% = 1.
As projecoes estereograficas dos pélos Norte e Sul de S? sobre o plano z = 0 do R?® formam um
atlas.

Carta o

_ _(-z2-y2)
Lo P AT T TR
X
Carta
U5=S2—{S} s V5=R2 5 (pg:Ug—)Vﬁ
vt (7,y,2) — (28, Yp),
T6 =Tz 5 Y8 = T
w5 (2g,y8) — (2,9, 2),
_ 23 _ 2y B - i )
= ad+ys y= 4a+ys = a3 +yg
X



Capitulo 2. Variedades Diferenciaveis 29

Exercicio 26:
a) Quais sao as coordenadas do pdlo Norte nas cartas o e 2 Idem para o pdlo Sul.

b) Verifique se as cartas satisfazem a condi¢ao 1) para compatibilidade de cartas.
¢) Mostre que as fungées de mudanca de coordenadas sio dadas por

z T, = —B

— (07 pu—

T8 = 22442 e “ %Jr 5
_ Yo _ Ys

Ys = 22142 Ya = 2213

d) Verifique se as cartas obedecem a condi¢ao 2) para compatibilidade de cartas. Qual é a

classe C* do atlas?
e) Verifique se os jacobianos de transformagdo J = ‘aiﬁizﬁ)) eJ 1= ‘g(z‘;’za

em todos os pontos de Uy, N Ug. Se forem, estd demonstrado que S? ¢ orientdvel, conforme a
definicao de orientabilidade dada na pdg. 35. Se ndo forem, isso ndo significa que S* ndo €

orientdvel.

5a0 positivos

Ex :
Considere novamente M = S2, definida por 22 + y? 4+ 22 = 1 no R>. Um outro atlas de S2,

com 6 cartas, é dado pelas projecoes, paralelas aos eixos coordenados, das calotas esféricas sobre
os respectivos planos equatoriais, deixando de fora os elementos das linhas equatoriais.

Carta ¢ (cima)

z UC:{(‘Tayaz)‘Z>0}7 %:{(xCayc)’xz+yz<1}
(pc:Uc_>‘/; ) Sﬁci(ﬂcayaz)'—ch’yc),
[ Te=T , Ye=1Y;
Te (pc_l : (wcayc) — (957%2’)7
T=Tc , Y=Y , 2=+ xg_yg

X
Carta b (baixo)
Z Up = {(z.9,2) | 2 <0}, Vs = {(wp, ) | 2} + 3 < 1}
(pb:Ub—>% 5 (pb:($7y7z)'—>(xb7yb)v
R Tp =Y , Yp = T
—1 .
b Y Py - ($b7yb) — ($,y,2§),
| T=yy , Yy=ap , 2=/l —yp
X
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Note que zp e yp ndo sdo x e y, mas, sim, y e x, respectivamente. Compare com a carta c.
Essa escolha leva a demonstragao de que a esfera é orientavel.
Carta d (direita)
sod {(:v y,2) |y >0} — {(z4,ya) de+yd < 1} ;oeas (@,y,2) — (®a=2 , ya=1)
) —

Carta e (esquerda)
Pe {(:v Y. 2) |y <0} — {(ze,ye) | 22 +ye <1} e (@, 2) = (Te =3 5 Yo = 2)
Pe (mevye) (LZ'—JIE, y__\/1 e ye ) Z:ye)‘

Carta f (frente)
cpf{(rc y,2) |2 >0} — {(zf,yp) |27 +u7 <1} 5 @f:(x,y,2)— (zr=y , yr=2)

ol (wpyp) — (= 1—22 =y}, y==zp , 2=yy).

Carta a (atrés)
Pa {(x Y,z ) ’ T <)} — {(xaaya) ’ xg"i_yg < 1} 5 Pat (x7y7z) — (J}a =25 Ya :y)
@al'(l‘aaya)’—>($:_vl_$g_yg7y:yay z:':UCL)' U
Exercicio 27:

a) Quais sao os pares de cartas, dentre as cartas do Ex anterior, que sao trivialmente
compativeis?

b) Comprove que p.(U.NUy) € oq(U. NUy), por exemplo, sao abertos.

¢) Mostre que as fungoes de passagem referentes as cartas ¢ e d sdo

Te=1Ya yczx/l—wi—yﬁ
rg=+/1—a2—y2 , yqs=xc.

9(za,ya) O(xb,yb)
(e ye) 9(xd,yd)

plo, sdo positivos. Este atlas € formado por cartas em que todos os jacobianos de transformacao
de cartas que se superpoem sao positivos. A esfera, portanto, € orientavel. Qual seria, porém,
o sinal do jacobiano Jyq se a carta b fosse dada por

o (T,y,2) — (Tp =2, Ya=1y)

o (@) (k= , y=up z=—\l—aj—y; ?

e) Qual vocé acha que € a classe C* do presente atlas?

, por exem-

d) Constate que os jacobianos de tmnsformagao Jed = ‘ e Jpg = ‘

— Atlas C*—equivalentes
Dois atlas C*, A e A’, sao ditos CF-equivalentes ou, simplesmente, equivalentes se
a) a unido AU A’ é um atlas C*,

ou, equivalentemente, se
b) cada carta a € A é C*-compativel com cada carta 3 € A’

Exercicio 28: Mostre que atlas equivalentes formam uma classe de equivaléncia.

Exercicio 29: No livro das Trés Senhoras [1], pdagina 192, € dito que os dois atlas referentes a
esfera S2, apresentados nos dois ultimos Exs, sdo C*® -equivalentes. Confira isso parcialmente,
analisando a compatibilidade das cartas o e b.

— Estrutura C*, atlas maximal e carta admissivel
Estrutura C* | simbolizada simplesmente por &,
a) é uma classe de equivaléncia de atlas Ck,

ou, equivalentemente,
b) é um atlas maximal.
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Atlas mazimal ou atlas mdzimo é um atlas tal que qualquer carta C*—compativel com cada
carta dele pertence a ele.

Carta admissivel é uma carta pertencente a um atlas maximal.

Dado um atlas C*, a unido de todos os atlas C*—equivalentes ao atlas dado é a estrutura C*
gerada por ele.

Dado um atlas C*, existe s6 uma tnica estrutura C* & qual pertence o atlas dado.

Estrutura diferencidvel de classe C* é uma estrutura C* com k > 1.

— Topologia induzida por uma carta

A topologia induzida pela carta p : U — V em U C M

a) é a topologia menos fina (pag. 8) que torna a aplicacao (bijetora) ¢ homeomorfica,
ou, equivalentemente,

b) é o sistema de subconjuntos de U formados pelas pré-imagens dos abertos em V C R"
perante ¢ (veja a definigdo de topologia induzida na pag. 8).

— Topologia induzida por duas cartas compativeis

A topologia induzida por duas cartas compativeis (Uq, o) € (Ug, pg) € a topologia que declara
abertos em U, U Ug C M todos os subconjuntos abertos nas topologias induzidas pelas cartas
« e B e as uniodes arbitrarias destes abertos.

Exercicio 30: No caso de U,NUg # 0, demonstre que as condigoes 1) e 2) para compatibilidade
de cartas garantem que a topologia induzida pela carta o coincide com a topologia induzida pela
carta 3 na regiao U, NUpg, e vice-versa.

Serd que as condicoes 1) e 2) garantem que a topologia induzida em U, UUg seja Hausdorff?
Nao necessariamente, conforme exemplo a seguir.

Ex :

Considere o conjunto M composto de trés cépias doR'. Os elementos de M sao representéveis
por (x,7), onde 2 é um niimero real e r indica uma das trés cépias, a, b ou ¢, do R*. Considere
as duas cartas

Uo = {(ZE,&) | x> O}U{(:Evb) | T < 0} ) Spa(:EvT) =T,
Usg=A{(z,c) | x>0} U{(z,b) |2 <0} , pplz,r)=z.

Cada carta é homeomdrfica ao R', mas os pontos P = (0,a) e @ = (0,¢) ndo sdo separados,
pois nao possuem vizinhancas disjuntas; qualquer par de vizinhancas de P e () possui pontos de
{(z,b) | z < 0} em comum. A topologia induzida pelas duas cartas nao é, portanto, Hausdorff.
Od

— Topologia induzida pela estrutura diferenciavel.

A topologia induzida por uma estrutura diferencidvel em M é a topologia que declara abertos
em M os subconjuntos abertos nas topologias induzidas por todas as cartas pertencentes a
estrutura e as unides arbitrarias destes abertos.

— Variedade C* de dimensio n

Repetitio est mater studiorum': Variedade C* é um par (M, E) constituido de um conjunto
M e de uma estrutura C* £ (veja pag. 24).

Para trazer a luz o universo riquissimo da Geometria Diferencial, é conveniente que a topolo-
gia induzida em M seja Hausdorff e enumeravel. Neste caso, mesmo que ela tenha sido definida
em M posteriormente, e nao de inicio, o resultado final da presente concepgao também pode ser

! Significado: repeticdo é a mée dos estudos. Abreviacdo para uso futuro: R.E.M.S.
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entendido como um par composto de um espago topolégico de Hausdorff enumerédvel e de uma
estrutura diferenciavel.
Todas as cartas de uma estrutura diferencidvel possuem a mesma dimensao n. Por qué?
Chama-se dimensdo da variedade a dimensao das cartas e exibe—se esta caracteristica da
variedade na representacao desta denotando—a, a variedade, por M™.

2.3 Variedade topolégica de classe C*

— Referéncias

A presente concepgao encontra—se, por exemplo, nas referéncias seguintes:

a) Trés Senhoras [1, cap. 3]; a matéria é apresentada de modo detalhado e conciso; este livro
¢é 6timo para consultas em geral; possui exelente indice remissivo; é muito referido na literatura;
é um bom investimento acostumar—se com ele.

b) C. von Westenholz [4, cap. 3|; encontra—se o assunto bem detalhado e com exemplos;
possui farto material de interesse geral.

c¢) W. Thirring [11, cap 2.1]; os conteddos sdo expostos detalhadamente, e com exemplos;
possui exelentes observagoes.

d) Curtis-Miller [12, cap. 3, pag. 23|; a matéria é apresentada com detalhes; possui riquisimo
material de interesse geral, com muitos exemplos e aplicagoes modernas.

e) Nash-Sen [3, cap. 2.1, 2.2]; a matéria é exposta resumidamente; é um livro informal e
motivador; bom complemento aos outros.

— Ponto de partida
Seja M um espaco topoldgico Hausdorff e enumeravel.

— Carta, mapa, sistema de cooredenadas locais

E um par (U, @) .

a) U C M, denominado dominio da carta, é um aberto de M.

b) ¢ : U — V é um homeomorfismo de U em V, onde V é um aberto do R™ munido da
topologia usual.

c) n é a dimensao da carta.

d) p(m) = 2, x = (x,...,2") é a representacio do elemento m € M na carta, e x° é sua

i—ésima, coordenada.

Note que ¢ aqui é um homeomorfismo, e ndo uma bije¢ao, como na definigdo anterior (pag.
26). Naquela definicdo nao fazia sentido exigir que ¢ fosse homeomérfica, pois M nao era de
inicio espaco topoldgico.

Exercicio 31: Conclua que € supérfluo declarar que U seja um aberto de M quando se declara
que @ € homeomorfica e V é um aberto de R™.

— C*—compatibilidade de cartas

Duas cartas (Ua,¢a) e (Us,¢p) sao ditas C¥—compativeis se U, N Uz = 0 (trivialmente
compativeis) ou, no caso de U, NUg # 0, se as aplicagoes, denominadas funcoes de passagem ou
de mudanca de coordenadas,
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¥p o 90(;1 t0a(Ua N Uﬁ) — (Pﬁ(er N Uﬁ)
Pa oy 1 pa(UaNUpg) — wa(UaNUp) ,
sdo, cada uma delas, de classe C* em todos os elementos das respectivas regides de definico.

Exercicio 32: Conclua que as imagens de U, N Ug perante po e pg sao abertas em R"™. Nao
€, portanto, necessdrio declarar explicitamente que elas o sejam, como foi feito na definicao
anterior de compatibilidade de cartas, referente a concepgao alternativa de variedade. (Tanto
neste como no exercicio anterior, o teorema importante da pdg. 6 mostra seu valor).

— Atlas C*, atlas C* equivalentes e estrutura C*

As definicoes destes conceitos sdo as mesmas que as que dao suporte a variedades C* (pag.
24), subentendedo-se, é claro, que no presente caso a definicio de C*—compatibilidade de cartas
seja a considerada acima.

— Variedade topolégica C*

R. E. M. S.2: variedade topoldgica C* é um par (M, &) constituido de um espaco topolégico
de Hausdorff enumeravel M e de uma estrutura C*, denotada por £ (veja pag. 25).

Na Geometria Diferencial interessam somente variedades com k > 1, denominadas variedades
diferencidveis.

Ex :

a) O conjunto M = R" com topologia usual transforma-se em variedade diferenciavel quando
¢ munido da estrutura C*° gerada pela carta (U = R" , ¢ = id), onde id denota a aplicagao
identidade, que no presente caso é representada por

d:R*"—R", id:z+— .

As coordenadas dos elementos do conjunto M = R™ nesta carta sdo denominadas coordenadas
naturais do R™; e a estrutura gerada por ela, estrutura diferencidvel usual do R™. E esta a
estrutura subentendida normalmente para o R™.

b) Adaptando a situagao genérica acima para o caso n = 1, temos a estrutura diferencidvel
usual do R'.

Encontram—se na literatura outras estruturas para o Rl, como, por exemplo, a estrutura C'*°
gerada pela carta o : U =R' — V =R' | ¢:z+— 25

Esta é diferente da estrutura anterior, pois as cartas que geram as duas nao sao compativeis:
as fungoes de passagem nao sdo diferencidveis no ponto z = 0 (veja as estruturas do plano
(X,Y) apresentadas na introdugao referente as variedades diferencidveis). R' com esta estrutura
é, portanto, outra variedade diferencidvel.

¢) Um subconjunto aberto M C R" e com estrutura gerada por (U = M , ¢ = id) é, também,
um exemplo de variedade diferencidvel n—dimensional, assim como o é, no caso de uma variedade
diferencidvel M" qualquer, o dominio U C M de qualquer carta admissivel ¢ : U — V com a
estrutura gerada por esta.

d) Considere M = S% C R® com a topologia relativa (pag. 9). As aplicacdes pq , g e
Ve s Pp 5 ... dos atlas referentes a S2, dados nos Exs junto as paginas 28 e 29, sio homeomérficas
e cumprem as condigoes para que os referidos atlas sejam também atlas na presente concepcao.

Comparando com o exemplo c), note que esfera a S2, aberta na topologia relativa, nio é
subconjunto aberto em R? e, conseqiientemente, nio admite estrutura diferencidvel gerada por
(U = §2,id). Ela admite, porém, a estrutura induzida pelos atlas mencionados acima.

e) Seja f : R® — R' de classe C", pelo menos, e M = {x € R" | f(x) =0, 3j tal que % #

2 Veja ao pé da pagina 31
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0 Vz}. O teorema da funcao implicita [1] garante a existéncia de cartas apropriadas que levam
M a ser uma variedade diferencidvel de dimensao n — 1.

A esfera S2, caracterizada por {(x,y,z) € R? | 22+ 92+ 22 —1 = 0}, é um exemplo particular
de variedades desse tipo, bem como as esferas S™ C R"H!.

f) Considere o conjunto de todas as matrizes m x m de nimeros reais. Os m? elementos de
cada uma das matrizes, ordenados segundo um preceito qualquer, definem um ponto no ijQ, de
modo que o conjunto em questdao pode ser identificado com o R™ e herda deste sua estrutura
diferencidvel.

O grupo GL(m,R) das transformagoes lineares de R™ em R™ é representado por matrizes
com inversa (determinante nao nulo), é um subconjunto aberto de R™ e constitui uma variedade
diferencidvel m?2-dimensional no sentido do exemplo c) acima.

As matrizes unimodulares (determinante igual a 1) sdo caracterizadas pela condigdo do
exemplo e) e também formam uma variedade diferencidvel, de dimenséao, porém, igual a m? — 1.

g) Duas variedades M e M,* induzem sobre o conjunto M = M) x M, uma estrutura de
variedade. Se (Uy, 1) e (Uz, p2) s@o cartas de My e My, respectivamente, elas induzem sobre M
a carta, chamada carta produto , (U1, p1) X (Usz,p2) = (Up x Ua, o1 X 02) , w1 X @2 : (my, mg) €
(Ur,Usz) — (p1(m1), p2(m2)) € R™ ™. A topologia em M é a topologia produto. A variedade
M assim concebida é denominada variedade produto de My e Mo, e sua dimensao é nq + no.

h) Contra-exemplo: M = {(x,y) € R* | |y| = |z|} ndo é variedade, pois toda vizinhanca
do ponto (0,0) decompoe M, sem este ponto, em quatro partes, em vez de duas, e ndo pode,
conseqiientemente, ser levada homeomorficamente sobre um aberto do R'. O

Como se vé nos exemplos acima, nem todos os subconjuntos do R™ podem ser usados como
variedades diferencidveis. Eles nao precisam ser necessariamente abertos, mas devem poder
admitir estrutura diferencidvel.

2.4 Propriedades e estruturas adicionais

— Paracompacticidade
A partir do conceito de estrutura diferenciavel, tanto numa como noutra concepcao, constata—
se que as variedades sao localmente homeomoérficas ao R" (veja pags. 19, 31 e 32). Confira. Esta
propriedade é um dos elos de uma cadeia de argumentos que conduzem ao seguinte teorema:
Teorema : Toda variedade, simples ou diferenciavel, é paracompacta.

Exercicio 33: Demonstre—o. (E facil quando se percebe a sugestdo implicita no comentdrio
feito ao final da apresentagdo do conceito de paracompacto, pag. 14.)

O fato de serem paracompactas as variedades é importante, porque garante sobre elas a
existéncia de uma estrutura denominada particdo da unidade subordinada a um atlas. Esta é
uma peca fundamental para a formulagdo do Célculo Integral sobre variedades diferencidveis,
e de outros elementos importantes, que nao poderiam ser implementados se as variedades nao
fossem paracompactas.
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— Variedades orientaveis

Encontram—se na literatura duas defini¢oes de orientabilidade de variedades diferencidveis,
e demonstra—se que sao equivalentes, demonstracao essa que envolve a particao da unidade
acima referida. Uma das definicGes, que invoca diretamente a estrutura diferencidvel, pode
ser apresentada logo em seguida, mas a outra deve aguardar ainda a conceituacdo de formas
diferenciais exteriores e a definigdo de elemento de volume sobre uma variedade (veja pag. 84).
Antes, porém, da apresentacdo da primeira definicdo, seguem alguns exemplos intuitivos de
orientabilidade, que envolvem superficies mergulhadas no R3.

Ex :

a) A esfera é orientavel, pois admite em cada ponto os sentidos para dentro e para fora de
um vetor normal a sua superficie. Idem para o toro.

b) Um plano qualquer também é orientdvel, pois admite em cada ponto os sentidos para
“cima” e para “baixo” de um vetor normal a ele. R™ é orientdvel.

c) Contra—exemplos: a faixa de Mdbius e a garrafa de Klein nao sao orientdveis.

Faixa de Mobius arrafa de Klein

Uma variedade M™ é dita orientdvel se a sua estrutura admite um atlas tal que para qualquer
par de cartas a e f com U, NUg # 0 o jacobiano de transformacao, o determinante da matriz
composta das derivadas parciais das funcoes de passagem, é positivo.

Diz—se que um atlas com esta propriedade define uma orientacao e que a variedade, quando
descrita por ele, estd orientada.

Quando se passa de uma carta para outra em uma variedade orientavel e o jacobiano de
transformacao é negativo, muda—se de orientacao.

Ex :

Volte aos exercicios 26-e) e 27-d) e comprove que a esfera S? é, de fato, orientavel (as
demais esferas, S™, também o sdo). Constate, portanto, que o jacobiano de transformacao de
uma dada mudanca de coordenadas ser negativo nao significa que a variedade é necessariamente
nao—orientavel. O

Quanto a relevancia da orientabilidade, diga—se que alguns conceitos muito apreciados nas
aplicacoes da Geometria Diferencial, como, por exemplo, o conceito de divergente de um campo
vetorial (pag. 85) e a teoria da integracao, sé valem para variedades diferencidveis orientaveis.

— Subvariedades (submanifolds)

Surge agora a questao de saber quando um subconjunto de uma variedade herda a estrutura
diferencidvel desta, situacdo em que é considerada uma subvariedade da variedade original.

Um subconjunto N de M™ é uma subvariedade de M"™ se para todo e qualquer elemento
p € N existe uma carta (U, ¢) de M™ tal que

pelU, o:UNN—R xa e op)=(z',...,2"a',...,a" "),

onde a = (a',...,a™ ") é um elemento fixo do R"".

Nao é dificil de entender que o conjunto {(U,®)},onde U =UNNep:U — R , B(p) =
(z',...,2"), forma sobre N” um atlas de mesma classe C* que o atlas {(U,¢)} de M™. A
dimensao da subvariedade N é r.
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A estrutura gerada por {(U, @)} em N é a estrutura induzida pela estrutura de M sobre N.
Se N ja possui alguma estrutura, entdo IV, munida desta, é subvariedade de M se a estrutura
ja existente coincide com a estrutura induzida por M sobre N.

Ex :

a) Um subconjunto aberto N de M™ é o caso trivial de subvariedade de dimensao r = n de
M™.

b) R* é uma subvariedade de R>.

c) Sejam M = R3, N = S? e (2,9, 2) as coordenadas naturais do R*. Considere a carta

(U, ¢) de M cujo dominio sdo os elementos m € M com x? + y? < 1,z > 0 e cujas coordenadas

w(m) = (¢, Ye, 2c) estao relacionadas as coordenadas (z,vy, z) através das fungdes de passagem
Te=T , Y=Y , Ze=2—/1—a2—9%.

Nesta carta — note que ela pertence & estrutura diferencidvel usual do R — vale o(p) =
(2¢,ye, 0) para todo elemento p € U N S? | de onde se constata que a calota superior da esfera
S? (pontos com z > 0) é uma subvariedade do R?. A carta (U, @) gerada por (U, ¢) é a carta c
apresentada no exemplo de atlas da esfera S? dado na pag. 29.

Para os demais elementos de S?, pode-se verificar a existéncia de cartas andlogas & carta
(U, ) considerada acima, e que conduzem as demais cartas do atlas da pdg. 29.

A esfera S? toda é, portanto, uma subvariedade diferencidvel do R®.

Um modo mais simples de constatar que S? é uma subvariedade do R? vale-se de um teorema
enunciado na pagina 53, o qual aborda subvariedades definidas por um sistema de equagoes.
52 bem como as esferas S"~! sdo apresentadas como exemplos de subvariedades do R® e R",
respectivamente, junto ao teorema citado.

d) Contra-exemplo: dado M = R?, o subconjunto N = {(z,y) € R* | y = |z|} com
a estrutura gerada pelo atlas (U = N,¢ : (z,y) € N — ) é uma variedade, mas nao é
subvariedade de R2.

Note que a carta cujo dominio U é R? e cujas coordenadas (z.,%.) estdo relacionadas as
coordenadas naturais do R?, (z,y), via . = x, y. = y — |z|, ndo funciona, pois nao pertence
A estrutura diferencidvel usual do R? — as funcoes de passagem néo sao diferencidveis no ponto
z=0,y=0.

A estrutura gerada pelo atlas (U, ) acima nao é, portanto, recebida por inducao da estrutura
diferencidvel usual do R2.

e) Veja as possibilidades de formacao de subvariedades (pag. 53) viabilizadas pelo conceito
de mergulho (embedding) (pag. 53) e pelo teorema referido no exemplo ¢) acima, a serem
apresentados no proximo capitulo. O

— Variedades com contornos (manifolds with boundaries)

a) Preliminares

A definicao de variedade baseia—se, como foi visto, em cartas que sao bije¢Oes, ou homeo-
morfismos, de partes de um conjunto em abertos no R". Em muitas aplicacdes, no emprego do
teorema de Stokes, no Célculo Integral, e no estudo de problemas de contorno na Fisica, por
exemplo, este conceito de carta é muito restritivo e pede um relaxamento, o qual, quando é feito
nos moldes do que é apresentado a seguir, leva a concep¢ao de variedades mais abrangentes, as
variedades com contorno.

Sejam R'} = {(x1,%2,...,2,) € R" | x,, > 0} e OR"} = {(x1,22,...,2,) €ER" | x,, =0}. R
é denominado semi—espaco superior do R™.

Seja V um aberto em R} (na topologia relativa), e f : V' — R", uma aplicagao qualquer.
Diz-se que f é diferencidvel de classe C* sobre V se existem um aberto V C R™ contendo V



Capitulo 2. Variedades Diferenciaveis 37

e uma aplicacao f : V — R" de classe C* tal que sua restricio ao aberto V coincide com f,

flv=*f.

V' nao necessita ser aberto no R" e pode conter partes do OR'; .
R’} nao é subvariedade do R", mas OR'} é.

b) Variedade com contorno

Da mesma forma que para as variedades apresentadas anteriormente, uma variedade com
contorno é um par (M, &), onde M é um espago topoldgico de Hausdorff enumerdvel e £ é uma
estrutura composta de um atlas maximal cujas cartas sao pares (U, ¢) nas quais ¢ sao aplicagoes
homeomorficas de U € M em abertos V de R"Y, ¢ : U — V. O critério de compatibilidade
entre cartas é o mesmo de antes, referente a variedades (sem contorno), sé que o conceito de
diferenciabilidade é o apresentado acima, nas preliminares.

¢) Contorno e interior (boundary and interior)

Seja M uma variedade com contorno.

O contorno de M , denotado por M, é o conjunto OM = {m. € M | existe uma carta (U, ¢)
na estrutura £ de M tal que ¢(U) é um aberto em R} e p(m.) € OR'} }.

Variedades com contorno sao mais gerais do que variedades (sem contorno). Se M é uma
variedade (sem contorno), vale OM = ().

Denomina-se interior de M, e representa—se—o por IntM, o conjunto IntM = M — OM =
M\OM. Se (U, p) é uma carta em torno de m; € IntM, entao, ou p(U) é aberto em R", ou, se
@(U) é aberto em R}, ¢(m;) ndo pertence a OR'.
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Teorema : OM e IntM sao, ambos, variedades (sem contornos). A dimensao de oM™ é
n—1,eadeIntM", n.

O que acontece quando a dimensao de M é n = 17 Neste caso M é um conjunto discreto,
cujos elementos sao encarados como uma variedade nao diferencidvel e de dimensao n = 0. Veja
exemplos logo a seguir.

Conclui-se do teorema acima que o contorno do contorno de uma variedade qualquer, com
contorno ou sem contorno, é vazio, d(OM) =0 ; 9> =0, e que o interior do interior coincide
com o interior, Int(IntM)= IntM ; Int> = Int.

O contorno M nao deve ser confundido com uma fronteira topoldgica (pag. 12), a qual
depende do espaco do qual M é subconjunto. Para M = OR'!, por exemplo, o contorno é M = ),
ao passo que, encarando M como subconjunto do espago topoldgico R"™, vale b(M) = M, ou,
encarando—o como subconjunto do R" !, b(M) = 0. E quanto ao interior, serd que vale a mesma

observacao para IntM e o interior topolégico (pag. 12), ]\04 ? Parece que sim. Confira.

Ex :

a) M = [a,b] € R' com o atlas Uy = [a,b) , ¢1 :x——x—a ; Us=(a,b], p:2+—b—um.
Tém-se OM = {a}U{b} e Int M = (a,b). Este é um exemplo que mostra que dM pode nao ser
conexo mesmo que M o seja.

b) M = [a,b) U (b,c). OM = {a} e M = (a,b) U (b,c). Aqui se verifica uma situagao
reversa a do exemplo anterior: M pode ser conexo sem que M o seja. Verifica—se também que
uma variedade com contorno nao necessita ser compacta. Por outro lado, que uma variedade
compacta também pode nao ter contorno atesta—o a esfera.

¢) M = bola fechada = {(x,y,2) € R* | 2> + y*> 4+ 22 < 1} com a estrutura gerada pelo atlas
composto da carta Uy = {22 +y? + 22 < 1}, ¢1: (2,9,2) — (2,9,2 + 1) e das cartas produto
induzidas sobre U = {% <2+ P+ 2 <1 =9%x (%, 1]} pelas cartas de S? (veja pag. 28,
p. ex.) e de (3,1] (veja exemplo a) acima) nos moldes da definicdo dada no exemplo g) da pag.
34. OM = S? e IntM = bola aberta = {(z,y,2) | 22 +y? + 22 < 1}.

d) Contra—exemplo: M = {(x,y) € R? | |z| < 1, |y| < 1} ndo é subvariedade com contorno
do R?, pois possui cantos. O

2.5 Fibrados

— Referéncias
a) N. E. Steenrod [13, parte I]; é uma referéncia cldssica, muito citada na literatura;
b) Trés Senhoras [1, cap. II1.B.2];
c) M. Nakahara [14, cap. 9];
d) Nash-Sen [3, cap. 7];
e) C. von Westenholz [4, cap. 6].

— Introdugao

Fibrados (fibre bundles) sao obras de engenharia topoldgica das mais fascinantes, e de grande
aplicabilidade & Fisica. Por exemplo, os cendrios dos formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano da
Mecanica Cléssica, quais sejam, os espacos de fases de velocidade e de momentum, sao fibrados
construidos sobre o espago de configuragao dos sistemas dinamicos. As teorias de calibre (gauge
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field theories), que incluem, p. ex., o campo eletromagético, sao tratadas de modo natural em
termos de fibrados principais.

Por serem estruturas baseadas eminentemente em espagos topoldgicos, poderiam ja ter sido
apresentados antes, imediatamente apds espagos topolégicos, como seria natural. No entanto, o
lugar mais apropriado parece-nos ser aqui, apds variedades diferencidveis, nao sé porque podem
incluir, como caso particular, a conceituagao dos fibrados de maior interesse a Fisica, os fibrados
diferencidveis, mas, principalmente, porque a sua compreensao fica facilitada quando se constata
que a sua concepc¢ao é semelhante & de variedades diferencidveis: estd estruturada em termos
de conceitos que, mutatis mutandis, sao os conceitos de carta, compatibilidade de cartas, atlas,
atlas equivalentes, estrutura diferencidvel, etc.

— Fibrados (fibre bundles)

Adotando o estilo carreta-na-frente-dos-bois, fibrado é um quinteto (E, M, m; F,G) comple-
mentado por uma classe de equivaléncia de familias constituidas de trivializacoes locais.

Os componentes do quinteto (F, M, m; F,G) sdo um feize (E, M, ), uma fibra tipica F' e um
grupo de estrutura G, cujos significados, bem como os dos demais elementos que compoem os
fibrados, passam a ser apresentados.

— Feixe (bundle)

Fibrados fundamentam-se sobre feixes, e estes, sobre a idéia de multi in unum — nao con-
fundir com multi in uno.

Feize (bundle) é um trio (E, M, ), onde E e M sao, respectivamente, espacos topoldgicos e
m é uma aplicagao sobrejetora continua,

Tm: FE — M.

FE é denominado espaco total, ou espaco das fibras, e é usado muitas vezes para representar
o trio inteiro.

M e m chamam-se, respectivamente, espaco base e projecao.

Para que um feixe seja interessante, w deve ser nao- E,
injetora, isto é, deve ser tal que cada elemento de M seja
imagem de mais de um elemento de E. Muitos elementos E
p € E sao levados (are mapped) em um tnico e mesmo ele-
mento m € M; dai multi in unum, que quer dizer “muitos
em um”.

A pré-imagem de m € M, ou seja, o conjunto F,, =
771 (m) formado por aqueles elementos de E que tém por M
imagem m, w(F,,) = m, é denominado fibra em m ou fibra
sobre m (fibre over m).

Obs. A notacdo 7~ 1(m) nfo significa que existe aplicacio inversa 7!, pois quando 7 é
nao-injetora a inversa nao existe.

O espaco E pode ser entendido como um feixe ou punhado composto de fibras, uma para
cada m € M;

E=U F,.
meM
Os elementos de cada fibra F,, constituem uma classe de equivaléncia F,,, = [p], na qual

p~p sen(p)=7(p)=m.



Capitulo 2. Variedades Diferenciaveis 40

Ex :

a) Dado um feixe — no sentido usual da palavra —, de n colares de pérolas rotulados com
os numeros 1, 2, ...,n, sejam E o conjunto de todas as pérolas que compoem os n colares e M
o conjunto dos rétulos dotado de uma das muitas topologias possiveis — a propésito, se n = 3,
quantas topologias existem? (Veja o Exercicio 8.)

A aplicacao 7 : E — M que associa a cada pérola o rétulo do colar ao qual ela pertence é
sobrejetora e, considerando para topologia em E a topologia induzida por 7 a partir da topologia
em M (veja pag. 8), é continua. Conseqiientemente, o trio (E, M, ) é um feixe segundo a
definicao acima.

As pérolas de cada colar constituem uma fibra.

Se neste exemplo os conceitos de feixe e de fibra estdao proximos dos significados quotidianos
destes termos, j4 nos exemplos que seguem, nem tanto.

b) Considere o conjunto E composto de todas as frutas em um pomar — magas, peras,
péssegos, etc. —, juntamente com o conjunto M formado por todas as arvores que as sustentam.
O trio (F, M, ), onde  : E — M é a aplicagao que associa a cada fruta a drvore que a sustenta,
forma um feixe no sentido matematico do termo (supondo que 7 seja continua), apesar de a
disposicao das frutas no pomar nao dar a idéia de feixe no sentido usual da palavra.

Dentre todas as frutas, aquelas que pertencem ou estdo em uma mesma arvore — aqui, sim,
cabe dizer multi in uno, que também quer dizer “muitos em um” — formam uma fibra segundo a
definigao acima; isso por que elas sao levadas em um mesmo elemento, a arvore a qual pertencem
— multi in unum)!

c)Sejam E ={z=z+iy | |2| =1} e M = {w = u+iv || |w| = 1} duas cépias do conjunto de
numeros complexos de moédulo unitario e seja 7 a aplicagao caracterizada por 7 : z — w = 2™.
Note que F e M sao o mesmo espaco, a esfera S'. © : E — M é sobrejetora e continua,
segundo a topologia usual, e (E, M, ) é, portanto, um feixe.

De quantos elementos é composto cada uma das fibras F;, no caso de n = 27 E no caso de
um inteiro n qualquer?

d) Considere um cilindro liso, de raio e altura unitarios e orientado ao longo do eixo Z do R>.
Sejam E o cilindro, M a circunferéncia (esfera S') obtida pela projecdo do cilindro sobre o plano
(X,Y) e 7 a aplicagao que associa a cada ponto p € E o ponto m € M obtido pela projegao de
p sobre (X,Y). Suponha E e M dotados da topologia relativa com respeito a topologia usual
do R? (veja pag. 9). O trio (E, M, ) é um feixe.

Apesar de um cilindro liso ndo dar esta impressao, podemos imagind-lo como um feixe de
retas paralelas e de mesmo comprimento, desempenhando o papel de fibras no sentido usual da
palavra, coladas umas as outras de modo a formar o cilindro.

e) E se em vez do cilindro liso F tivermos um cilindro amassado, E'? Este é homeomorfo a
E, e, se considerarmos a aplicacdo 7’ : B/ — S que associa a cada p/ € E’ a projecdo sobre
(X,Y) do ponto p € E homeomorfo a p’ € E’, o trio (E’, S, 7') é também um feixe. O

— Feixe produto (product bundle)

Feixes produto costumam ser os primeiros exemplos de feixe apresentados na literatura
introdutéria a fibrados.

Sejam M e F' dois espagos topoldgicos e E = M x F o correspondente produto cartesiano
dotado da topologia produto (veja pag. 10). Seja m = 71, a projecao canonica que associa a
cada par ordenado (m, f) € M x F o elemento m € M.

Um feixe (E, M, ) assim constituido é denominado feize produto.

Ex :

a) (R* =R' x R*,R', 7).
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b) O feixe envolvendo o cilindro liso no Ex. anterior é na realidade o trio (S* x I, S',7),
onde I é um segmento de reta de comprimento unitario, e é um exemplo de feixe produto.

c¢) Contra-exemplos: os feixes envolvendo as pérolas, as frutas e o cilindro amassado no Ex.
anterior.

d) Contra-exemplo cléssico: a faixa de Mdbius, cujo espago total, diferentemente do cilindro,
nao pode ser escrita como um produto do tipo S' x I e nem sequer é homeomérfica a S x I. O

— Feixe trivial (trivial bundle)

Pode ocorrer que um feixe (E, M, ) nao seja feixe produto mas que exista um homeomor-
fismo (global) entre E e um espaco topolégico M x F'.

(E, M, ) é neste caso chamado de feize trivial.

Ex :
a) Feixe produto — caberia chamar este de feixe trivial trivial.
b) O feixe que envolve o cilindro amassado no penultimo Ex. O

— Secgao (section)
Dado um feixe (E, M, ), sec¢do transversal ou, simples-
mente, sec¢do, é uma aplicacao o : M — F tal que

moo =idyy,

ou seja, tal que w(o(m)) =m, ¥Ym € M.

o associa a m € M um elemento o(m) pertencente a
F, CE.

Podemos visualizar o contradominio de ¢ como uma
curva geométrica sobre E que corta cada fibra em um nico

ponto.
Ex:

a) Dada uma aplicacdo f: X — Y, f : z — y, o conjunto formado pelos pares ordenados
{(z,y)|ly = f(z), z € X} em X XY é denominado grdfico de f.

A aplicagao 0 : X — X x Y que associa a cada z o elemento (z, f(z)) do grafico de f é
um exemplo de sec¢ao construida em termos do feixe (X x Y, X, m), que na presente situacao
¢ um feixe produto, mas que em outros casos pode nao sé-lo.

b) Campos tensorias (pag. 78), de grande importancia na Geometria Diferencial, sdo também
exemplos de secgoes. Eles sao aplicacoes que associam a um elemento m de alguma variedade
diferencidvel M"™ um elemento da fibra F;,, de um fibrado tensorial que tem M™ por espaco base.
O

— Morfismo de feixe (bundle morphism)
Dados dois feixes (F, M, ) e (E', M',7’) e uma aplicagao

g:E— FE,

se g preserva fibra, isto é, se g associa a cada fibra de E uma fibra de E’, o que pode nao se
cumprir para uma g qualquer, g é denominada morfismo de feixe.
Neste caso ¢ induz a aplica¢ao g : M — M’ que associa a m = m(p) o elemento m’ = 7’(p’)

quando g(p) =p .
Um morfismo de feixe pode ser caracterizado como um par (g, g) que satisfaz a relagao

mog=gom.
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— Fibra tipica (typical fibre)

H& feixes em que todas as fibras F}, sao homeomorficas a um espaco topoldgico F', que é
chamado de fibra tipica.

A topologia considerada em cada fibra é a topologia relativa.

Ex :

a) Em (M x F,M,m) a fibra tipica é F.

b) Tanto no cilindro liso como no cilindro amassado apresentados anteriormente, o segmento
de reta I desempenha o papel de fibra tipica.

c¢) Contra-exemplo: qualquer feixe cujas fibras ndo possuem o mesmo nimero de elementos.
Por qué? O

Fibrados — o que sera que os destaca dentre os feixes? — em que a fibra tipica é um espago
vetorial sao denominados fibrados vetoriais. Os espagos de fases de velocidade e de momentum
na Mecanica sao exemplos de fibrados vetoriais.

— Feixes — fibrados

Feixes passam a ser chamados de fibrados quando, além de fibra tipica, possuem ainda uma
estrutura adicional intimamente ligada a um grupo topolégico, denominado grupo de estrutura,
que atua sobre a fibra tipica.

— Grupo de estrutura (structure group)
Antes de apresenté-lo, alguns conceitos preliminares.
Sejam G e F' um grupo e um espago topoldgicos.
Grupo de transformagoes {04} de F' é um conjunto de aplicagoes

og: F— I,

uma para cada g € (G, com as seguintes propriedades:

a) cada 04, ¢ um homeomorfismo de F sobre si mesmo — difeomorfismo (péags. 28, 51), se G
e I sdo variedades diferencidveis;

b) a correspondéncia o : G — {04}, 0 : 9+ 04 € tal que

Ogh = 0400, Vg, h € G
o, =id,

de onde segue
1

g1 =(0g) .
o é, portanto, um homomorfismo, podendo ser na realidade um isomorforfismo, se for bije-
tora.
Chama-se o de realizacao de G.
Diz-se que G opera ou age de maneira efetiva, ou efetivamente, sobre F' se

og: f—f, VfeF=g=e,

onde e é o elemento neutro de G. Desta propriedade decorre que o é bijetora.

O grupo de estrutura de um fibrado (E, M, w; F,G) é um grupo topolégico (veja pag. 10),
G, que opera de maneira efetiva sobre a fibra tipica, F', através de um grupo de transformacoes
{04} de F.

Em vista dos conceitos preliminares, resulta que em cada fibrado os grupos {0y} e G sao
isomorfos e podem ser identificados um com o outro,

{og} = G.
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Obs. Em fibrados distintos com mesmo G e F', os conjuntos de aplicagoes {o,}, apesar de
formarem grupos isomorfos a G, podem, porém, ser distintos. Isso ocorre, por exemplo, com a
garrafa de Klein e o toro torcido (pag. 47).

A presenca de G nos fibrados esté ligada a uma familia de trivializacées locais.

— Trivializacao local (local trivialization)

Num fibrado, mesmo que nao o seja globalmente, ¥ é localmente homeomorfico a M x F'; o
que da suporte a um conceito semelhante ao de carta no contexto de variedades diferencidveis,
o conceito de trivializacao local.

Trivializagao local é um par (U, p) com as seguintes caracteristicas:

1) U é um aberto de M.

Consegqiientemente, 71 (U) C E é um aberto de F, pois 7 : E — M é continua;

2) ¢ é uma aplicacdo homeomorfica

o TN U) — UXF , ¢:ipr—s (x(p),8 () = (m, f),

denominada fun¢ao coordenada. (m, f) sdo chamadas de coordenadas de p € E.
7 1(U) é o espaco das fibras de um feixe trivial.

A
Da defini¢ao de ¢ observa-se que 71 o ¢ = 7, pois 71 (p(p)) = m1(w(p), ¥ (p)) = 7(p) para
qualquer p € 7= H(U). Se p € F,,, entdo (m o )(p) = 7(p) = m.

Tem-se também que

A
Pm: By — F,

A A A A

onde ¥, é a restricio de ¥ a uma fibra F,,, C 7~ }(U) qualquer (¢,,= ¢| ), é uma aplicacio
F’UL

homeomérfica.

@ é o andlogo a aplicagdo ¢ : U — V C R", ¢ : m —— x no contexto das variedades
diferencidveis.

— Familia de trivializagoes locais
Um fibrado admite uma familia de trivializagoes locais {¢} = {(Ua, ¥a)}, @ € A — infinitas
familias, na realidade —, onde os abertos {U, } recobrem M, M = UA U,, o mesmo acontecendo,
ac

conseqiientemente, com os abertos {m~1(U,)} em relagio a E.

{¢} é o andlogo a atlas nas variedades diferencidveis; tal como as cartas de um atlas, as
trivializagoes obedecem a um critério de compatibilidade, que, no presente caso, envolve um
grupo topoldgico, G.

— Compatibilidade de trivializagoes locais
Sejam (U, o) € (U, pp) duas trivializacoes quaisquer.
Se Uy, NUpg = 0, as trivalizacoes sao ditas trivialmente compativeis.
Se Uy, NUg # 0, o critério de compatibilidade baseia-se na aplicacao

A A=l
gga(m)ESD@mOSDmm:F—)F ) fa'—>f5y

A A A A
onde ¥q m € g, sdo, respectivamente, as restrigoes de ¥, e ¢ a fibra F,, e m € U, N Upg.
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Exercicio 34: Conclua que:
a) gga(m) € um homeomorfismo de F' em F';
b) a aplicagdo
A Al
o, Uy x F—UgxF | (m,fo)r— (m,[fs)
AooaTL
pode ser expressa em termos de ggo(m) conforme pgo v, = (id, gga(m)).
As trivializagoes o e (8 sao ditas compativeis se:

1) gga(m), para cada m € U, N Ug e cada par «, 3 € A, é elemento do grupo {04} = G;
2) as aplicagoes

980 : UaNUg — G — {0y} , m+— g+— gga(m),

denominadas fun¢des de transicdo ou transformacgoes de coordenadas, sdo continuas.
Conseqiientemente, seguem da definicao de ggo(m) as seguintes propriedades:
a‘) gﬁa(m)ga'\/(m) :gﬁ’y(m)v m e UamUﬁmUFyQ
b) gaa(m) =ce x=e, m € Uy;
¢) gap(m) = [gga(m)]™t, m e U, NUg, Va, B,v € A,
onde (em a)) nao hé convengdo de soma sobre indices repetidos, e denota o elemento neutro de
G e [gga(m)]™! é o elemento inverso de ggn(m) € {o,}.
As fungodes ggo(m) desempenham aqui papel andlogo ao das funcoes de passagem g o 0!
nas variedades diferencidveis e estao presentes — suas propriedades — no seguinte conceito:

— Sistema de transformacoes de coordenadas

Sejam G e M, respectivamente, um grupo e um espaco topoldgicos, nao necessariamente
referentes a um fibrado.

Diz-se que um recobrimento aberto {U,}, a € A de M e uma colegao de aplicagbes continuas

gﬁa:UﬁmUaHG , a,BeAN

que satisfazem as propriedades a), b) e c¢) acima constituem um sistema de transformacoes de
coordenadas em M com valores em G.

— Fibrado coordenado (coordinate bundle)

Um sexteto (E, M, m; F,G,{¢}), onde E, M, w, F' e G possuem os significados apresentados
anteriormente e {p} denota uma familia de trivializagoes locais, aparece na literatura sob o
nome de fibrado coordenado.

— Familias de trivializagoes equivalentes; estrutura de fibrado

Duas familias de trivializacoes {¢} e {¢ } referentes a um quinteto (E, M, w; F,G) sdo ditas
equivalentes se a unido delas, {p} U {¢'} = {(U, UU é, ©Ya U gplﬁ)}, é também uma familia de
trivializagbes, ou, em outros termos, se cada trivializagao pertencente a uma das familias é
compativel com cada trivializacao da outra familia.

Familias de trivializacoes equivalentes formam classe de equivaléncia. Uma classe desse tipo
é o0 analogo a estrutura diferencidvel no contexto das variedades diferencidveis, e é aqui chamada
de estrutura de fibrado.

Uma dada familia de trivializagoes locais gera uma estrutura de fibrado tinica, que é a classe
de equivaléncia a qual a familia pertence; uma estrutura de fibrado pode, porém, ser gerada por
diferentes familias de trivializagoes locais.
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Pode-se também chamar uma estrutura de fibrado de familia de trivializa¢cdes maximal,
analogamente a atlas maximal no contexto das variedades diferenciaveis.

— Fibrados coordenados equivalentes

Dois fibrados coordenados (E, M, m; F, G, {¢}) e (E,M,m;F,G,{¢'}) sdo ditos equivalentes
se {¢} e {¢'} sdo equivalentes.

Fibrados coordenados equivalentes formam classe de equivaléncia.

Cada fibrado coordenado gera uma classe de equivaléncia tnica, isto é, um fibrado tunico,
mas cada fibrado pode ser gerado por diferentes fibrados coordenados.

— Fibrado

R. E. M. S.: fibrado é um quinteto (E, M, m; F, G) acompanhado de uma estrutura de fibrado.

Dito de outro modo, fibrado é uma classe de equivaléncia de fibrados coordenados.

Na literatura o nome “fibrado” aparece muitas vezes dado ao que na realidade é somente um
fibrado coordenado, em geral quando nao sao de interesse as diferentes possibilidades de familias
de trivializagoes locais; fica subentendido, nesses casos, que o fibrado envolvido é na realidade
aquele gerado pelo fibrado coordenado em aprego.

— Fibrado principal (principal fibre bundle)

Ha& fibrados, denominados fibrados principais, nos quais a fibra tipica coincide com o grupo
de estrutura, F' = G.

Neles, G atua nao somente sobre F(= G), por translacao esquerda (left translation) (veja,
p. ex., [1, cap.II1.D.1]), conforme

A
98a(m) =Pgm o Poym=0g=Ly , Lg:G—G , Ly:h—gh , g€G,

mas também sobre cada fibra F,,, em F por a¢do pela direita (right action), ]N%g, (veja [1], pag.
129), definida com referéncia a uma trivializacao local (U,, ¢,) qualquer por

~ /\—1 AN
(Rg p)a ::(pa,m (ga.g) 5 meUy, , pEFyn , ga =Pa,m (p) ed , g€ G.

Demonstra-se que (]N%g D)o = (]N%g p)s para p = 7 L(Uy NUp) (veja [1], pdg. 130), ou seja,
que Ry nao depende da escolha dos abertos U, contendo 7(p).
Verifica-se que Ry, Rg, P =Rg.g, P> OU seja, que { Ry} é um grupo (anti-)isomorfo a G.

Iég desempenha papel importante na definicdo de conexdo sobre um fibrado principal (veja
[1, Capitulo Vbis.A.1], conceito fora do escopo destas notas.

— Construcao de um fibrado

Qualquer fibrado com espaco base M e grupo de estrutura G determina um sistema de
transformagoes de coordenadas em M com valores em G.

Reversamente, dados um sistema de transformagcoes de coordenadas em M com valores em
G e um espago topoldgico F sobre o qual G age de modo efetivo, serd que existe um fibrado que
tem estes elementos como ingredientes? — se existir, isso implica encontrar de modo univoco
m, E e {¢}.

A resposta é sim, conforme teorema a seguir.

Teorema da construcgao [13, §3]

Se M e F sao espacos topoldgicos, G um grupo topoldgico que age efetivamente sobre F' e
{Ua}, {98a} um sistema de transformacoes de coordenadas em M com valor em G, entdo existe
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um fibrado (E, M, 7; F,G) que tem M como espago base, F' como fibra tipica, G como grupo
de estrutura e {U,}, {g8o} como sistema de funcoes de transicao.

Para a construcao do fibrado em questao, considere:

a) X =U Uy X F

b) a relagdo de equivaléncia entre (m, fo) € Uy X F e (m/, fg) € Ug x F definida por
(m, fa) ~ (m/, f3) se, e somente se, m' =m, fg = gga(m)fa-

Os componentes do fibrado, além dos elementos apresentados no enunciado do teorema, sao
dados por:

Espaco total E: é o espago formado por todas as classes de equivaléncia [(m, f)] em X,
E=X/r~;

Projegao m: é a aplicagdo 7 : E — M definida por 7 : [(m, f)] — m;

Familia de trivializagoes locais {¢}: é o sistema {(U,, @)} definido por

Yo :m N Uy) — Uy xF | @q:[(m, )] — (m, f).

O teorema nos dd a informacao minima requerida para a construcao de um fibrado: um
espaco base, uma fibra tipica, um grupo que atua de modo efetivo sobre a fibra e um sistema
de transformacoes de coordenadas.

O teorema também sugere a possibilidade de construgao de novos fibrados a partir de um
fibrado (F, M, m; F,G) dado: associado a este pode-se, por exemplo, conceber um fibrado que
possui o mesmo espaco base M, o mesmo grupo de estrutura GG, o mesmo sistema de fungoes de
transformagao de coordenadas, mas fibra tipica F’ # F ou, no caso de F' = F, atuagao de G
sobre F, através de {04}, diferente.

— Alguns exemplos de fibrados

Exemplo trivial: fibrado produto

Fibrado produto é um fibrado gerado pelo fibrado coordenado (M x F, M, 71; F, G, {¢}), onde
o grupo é composto unicamente do elemeto neutro, G = {e}, e {¢} é dada por (U; = M, ¢ = id).

As funcoes de transicao gg,(m) reduzem-se neste caso unicamente a gi1(m) = e.

Séo exemplos especificos o cilindro de raio e altura unitédrios, M = S', F = [0,1] C R}, e o
toro dado por M = S, F = S

Note que, de acordo com o teorema da construgao, o toro pode ser construido a partir do
cilindro, e vice-versa, pois possuem ambos os mesmos M, G e sistema de transformagoes de
coordenadas.

Exemplos nao triviais classicos: faixa de Mobius, garrafa de Klein

Considere fibrados coordenados com espaco base M = S', grupo de estrutura G = {e, g},
dotado da toplogia discreta (veja Exercicio 13), e sistema de transformacdo de coordenadas
composto dos seguintes elementos:

a) recobrimento aberto de S' formado por dois arcos abertos, U; e Us, cuja intersecao é dada
nesta situacao por dois abertos disjuntos, A e B; Uy NU; = AU B;

b) funcoes de transigao dadas por

gi1(m) = gaa(m) = e

g12(m) = g3;} (m) ={ ¢, med

g, mEeBDB.

Em vista do teorema da construcao, dada uma fibra F' e definida uma agao de G sobre F', via
grupo de aplicagoes {o¢, 04} de F' em F, decorre dos elementos acima um fibrado coordenado,
e deste, um fibrado.
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Quando a fibra tipica é o segmento de reta
F =[0,1] C R' e 0, é a rotacio de F por um
angulo de 180° em torno do seu ponto médio,
0,5, — a aplicacao o, = id deixa obviamente
qualquer fibra F' intacta — o fibrado ¢ a faiza
de Mobius de raio e largura unitarios, disse-
cada em termos de seus componentes na fi-
gura ao lado.

Quando, porém, F = S e o4 ¢ a rotacao
da circunferéncia S' por um angulo de 180°
em torno de um eixo que coincide com uma
reta contida no plano da circunferéncia e que
passa pelo centro desta (reflexdo de S' em
relacdo a uma reta diametro), o fibrado ge-
rado é a garrafa de Klein de raios unitérios.

De modo semelhante ao que ocorre no exemplo anterior, a garrafa de Klein pode ser cons-
truida a partir da faixa de Mdobius, e vice-versa.

Uy U2=S1
UiNU=AUB

Toro torcido

O que acontece se a aplicacao o, na concep¢ao da garrafa de Klein é mudada para rotagao
da circunferéncia F' = S' de um angulo de 180° em torno do eixo desta?

O fibrado resultante é o toro torcido, que nao é fibrado produto, mas que é homeomérfico
(globalmente) a um fibrado deste tipo, o toro, e é, portanto, um exemplo de fibrado trivial.

Note que na garrafa de Klein e no toro torcido o espago base, o grupo estrutural, o sistema
de transformacoes de coordenadas e a fibra tipica sao os mesmos. O que muda de um para o
outro é o conjunto de aplicagoes {o,}.

Vocé saberia dar um exemplo de dois fibrados, um deles trivial e o outro nao trivial, que
podem ser construidos um a partir do outro segundo o teorema da construgao?

— Fibrado diferencidvel C*

O fibrado gerado por um fibrado coordenado (E, M, r; F,G,{¢}) diz-se que é um fibrado
diferencidvel C* quando:

« E, M e F sao variedades (topoldgicas) C*:

. m é uma aplicacdo diferencidvel de classe C*;

« (G é um grupo de Lie;

. 0s abertos U, na familia de trivializagoes {¢} sdo os dominios das cartas (Uy, @) de um
atlas amissivel de M;

« as funcoes de transicao gg, sao diferencidveis de classe Ck.

G é um grupo de Lie quando é uma variedade com estrutura diferenciavel compativel com a
estrutura de grupo, isto é, com estrutura tal que a operacao

GxG—G , (r,y)— xy ',
dada em termos das operagoes definitérias do grupo (produto e inverso dos seus elementos, pag.
10), é uma aplicagao diferencidvel.

Surge naturalmente a questdo: o que é uma aplicacao genérica f : M"™ — N diferencidvel?
Nao urge uma resposta imediata; por isso a questao fica suspensa até o momento apropriado,
pagina 51.

Os exemplos de fibrados diferencidveis a seguir citados sao da mais alta relevancia na Geo-
metria Diferencial.



Capitulo 2. Variedades Diferenciaveis 48

Ex :
a) Fibrado tangente. Veja péags. 58 e 59.
b) Fibrado cotangente. Veja pag. 68 e 69.

c¢) Fibrado tensorial genérico, que contempla, como casos particulares, os dois anteriores.
Veja pag. 78. O

Por que nao apresenta-los com detalhes aqui? Isso, de fato, poderia ser feito, como o é na
referéncia [13, §6], mas convém fazé-lo mais adiante, apds a introdugao de elementos que nao sé
lhes sao relevantes mas que tornam a apresentagao mais natural e transparente, além de darem
suporte a afirmacao feita acima, antes da citacao dos exemplos.

Que elementos serdo estes?

Siga em frente e aprecie-os; sao os habitantes do Céu, mas que possuem representantes na
Terra.



Capitulo 3

TENSORES E CAMPOS TENSORIAIS

— Introdugao

Tensores apéiam-se sobre variedades diferencidveis. Em cada elemento m de uma variedade
diferencidavel M™ existem infinitos tipos de tensores. Cada tipo é representado por um conjunto
de nimeros reais, os quais dependem do sistema de coordenadas utilizado na vizinhanca de m.
Mudando o sistema de coordenadas, mudam os ntimeros representativos do tensor. A mudanca
dos numeros representativos obedece a uma lei de transformacao que define o tipo de tensor.

Um campo ou funcao tensorial de um determinado tipo de tensor é uma aplicagdo que associa
a cada elemento m € M"™ um elemento do conjunto de tensores, do tipo considerado, em m.

Neste capitulo sao apresentados tensores e campos tensoriais, bem como elementos e conceitos
adicionais intimamente ligados a eles.

— Referéncias
a) Trés Senhoras [1, cap. 3|;
b) Abraham-Marsden [2, cap. 1 e 2J;
c) W. L. Burke [9, cap. IIJ;
d) W. Thirring [11, cap. 2].

3.1 Escalar

— Campo escalar, funcao real sobre M
E um aplicacao f: M — R'.

— Representagao de f: M — R' numa carta (Ua, pa)
E a aplicacdo composta (pag. 4) fo = fo@a', ou seja, é a funcio f, : ¢a(Us) — R dada
por fo(zq) = f(m) em qualquer z, = pq(m) , m € U,.
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Rn

— Lei de transformacgao escalar
Mudando a carta de « para (8, com U, NUg # 0, a representagao f, muda para fz = fo (pEl
e tem-se, para m € U, N Ug,

fa(xg) = falza) -
Conhecida a expressao analitica de f, em ¢, (U,NUpg), fz é obtida a partir dela por fz(zg) =
(fa o pao @El)(xﬁ) = fa(za(zp))
f3 sobre gpg(Ua N Ug) é a imagem reciproca — veja a seguir — de f, perante (p, o 9051.

(Pa(Ua ﬂUﬁ) (Pﬁ(Ua ﬂUﬁ)

— Imagem reciproca (pull-back) de uma aplicagao
A imagem reciproca da aplicagdo g : N — @ perante f : M —> N é a aplicagdo f*g :
M — Q definida por (f*g)(m) := (g o f)(m) = g(f(m)).

Para uma aplicacao composta vale (f o h)* = h* o f*.
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— Representacao de uma aplicagao f: M" — N¥
As dimensdes das variedades M" e N® podem ser quaisquer.
Sejam (U, ) e (W, 1)) cartas de M" e N°® que contém m e n = f(m), respectivamente.
A representagdo de f no par de cartas dado é a aplicacio composta 1) o f o ™!,

Notacdo: y' = y'(z!,...,2"), i =1,...,s, onde z = @(m), y = Y(m).

R’f‘
A representacio de um campo escalar é o caso particular no qual N* =R' , ¢ = id.

— Atencao

As representacoes de aplicacOes sao aplicagoes entre espagos vetoriais euclidianos, R" e R®, e
sao analisaveis em termos do Calculo Diferencial usual.

Esse detalhe é bésico para a extensao do Célculo a variedades diferencidveis.

— Diferenciabilidade

Diz-se que f : M™ — R' é diferencidvel em m € M se a representacdo de f em alguma
carta « é diferencidvel, no sentido usual do termo, em z, = @, (m).

Diferenciavel no sentido usual do termo significa que todas as derivadas parciais da funcao
real f, : o(U) C R™ — R' existem e sdo continuas no ponto x4 = @ (m).

Diferenciabilidade é um conceito intrinsico, independente de carta, como se conclui do
proximo exercicio.

Exercicio 35: Prove que se fo € diferencidvel em xo = po(m), entio fg € diferencidvel em
xg = @g(m) para qualquer carta admissivel que contém m (use a regra da cadeia,).

f é considerada C! se a sua representacio em alguma carta é de classe C! (pag. 24) —
subentende-se | < k, onde k especifica a classe C* da estrutura diferencidvel de M.

Diz-se que a aplicagao f : M" — N¥ é diferencidvel em m € M se a representagao 1o fop™
para algum par de cartas é diferencidavel em = = p(m).

Analogamente & funcao real, diz-se que f é de classe C' em m € M" se todas as derivadas
parciais de ordem [ de 1po fop™!, que atua entre R” e R®, existem e sdo continuas em z = ¢(m).

1

— Difeomorfismo
f:M" — N*® éum difeomorfismo C' se f é bijetora e se f e f~! sdao, ambas, C! (I > 1).
As dimenstes de M" e N*® devem ser necessariamente iguais nesse caso, r = §.
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— Anel F(M)
Seja F(M) o conjunto das funcgoes reais f(m), g(m), ... definidas sobre M e diferencidveis
de classe C* com k suficientemente grande nas aplicacdes onde sio usadas.
F(M) forma um anel [1, cap. 1.B.2] perante as seguintes operagoes internas:
i) adicao: (f + g)(m) := f(m) + g(m);
1) multiplicacao: (fg)(m) := f(m)g(m).

— Diferencial ou derivada

A definicao em termos de uma aplicag@o linear serd apresentada posteriormente, depois da
conceituagao de vetor tangente (vide pag. 57).

Por enquanto, relembrando a idéia de derivada ou diferencial de uma aplicacao f : R® — R™,

dada na pag. 21, o diferencial ou derivada de f : M" — R' em m € M™ é definido como a

classe de equivaléncia f'(m) = [f/(z4)] formada pelas n-uplas f, = (%(xa), e gi’i (:Ea))

de derivadas parciais das representacoes de f, calculadas nos pontos representativos de m, x, =

Pa(m).
A relagdo de equivaléncia entre f;,(za) e f5(zp5) é a lei de transformagdo covariante,

afﬁ - 8foz &T(jx .
- p— e 6% - ) = 1, ceey .
g o0) =2 SR ) =L

O diferencial de f : M"™ — N*® é conceituado de maneira andloga, substituindo na relagao
0fs  Ofa off  ork

Bw% ’ 8:(:?; 3I;3 ’ 6Z‘£ ’

de equivaléncia acima n por r e as derivadas parciais ondei=1,..,r e

k=1,..,s.

— Ordem (rank, rang) de uma aplicacao diferencidvel

Primeiramente, alguns conceitos auxiliares.

Dimensao (order) de uma matriz quadrada é o nimero de filas, ou colunas, da matriz;

Chama-se matriz singular a matriz quadrada cujo determinante é nulo. Se este nao é nulo,
a matriz é dita nao-singular;

Ordem de uma matriz, nao necessariamente quadrada, é a dimensao da maior sub-matriz
quadrada nao singular que puder ser encontrada na matriz.

Mesmo sendo quadrada, a ordem da matriz pode ser menor do que a sua dimensao — quando
ela é singular.

Agora, ao conceito principal.

Seja f : M" — N*® uma aplicacio diferencidvel e sejam y* = fi(z!,...,27, ..., 2"), i =1,...,s
a representacdo de f em algum par de cartas e M"*® a matriz formada pelas derivadas parciais

de y = f(z),

)

Ordem da aplicacdo f no ponto m € M" representado por x é a ordem da matriz M"*5,

M7XS — |:

— Imersao, mergulho e submersao

Seja f: M"™ — N® uma aplicagao diferenciavel.

Se a ordem de f é igual a r — neste caso r < s — para cada m € M", entao f é chamada de
imersao (immersion) (veja, por ex., [1, cap. IV.C.5]).

Para uma definicao equivalente de imersao, baseada na visdo de derivada como aplicagao
linear entre espagos tangentes (pag. 57), veja a retomada do conceito de imersao a pag. 58.
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Se a ordem de f é igual a s — neste caso r > s — para cada n € N¥, entdo f é chamada de
submersao (submersion).

Uma imersao nao é necessariamente injetora.

Uma imersao em que f é também injetora é denominada mergulho (embedding, plongement).

— Subvariedades

Seja f : M™ — N® uma aplicagao diferenciavel.

Se f é uma imersao nao injetora, a imagem de M™ perante f, f(M"™) C N, nao é subvarie-
dade (péag. 35) de N*.

Se, porém, f é um mergulho, entdo f(M"™) é uma subvariedade de N*.

O préximo teorema aborda subvariedades M"™ definidas por um sistema de equagoes.

Teorema:

Seja S o subconjunto de M™ definido por s equacdes, S = {m € M"|fi(m) =0,i=1,...,s},
onde fi(m) sdo funcdes reais diferencidveis tais que a ordem da aplicagio F : M"™ — R°,
F:m s (fY(m),..., f*(m)) seja s para cada m € S. Entdo S é uma subvariedade de dimensio
n—sde M™.

Sera que F' é uma submersao de M"™ em R°? E a restricao F|q7

Ex :

Um exemplo simples de subvariedade do R", coordenadas x = (z!,...,2"), é a esfera S~ !,

definida por S"~! = {z € R"| }_ (z%)?> — 1 =0}.
i=1

n .
A aplicacdo F : v +— > (2%)% — 1 é diferencidvel e de ordem 1 em cada x € S"" !, o que
i=1
torna S"~! uma subvariedade diferencigvel do R".
Um caso particular desta situacdo é a esfera S2, ja identificada de modo alternativo como

subvariedade do R® no Ex : c) na pagina 36. O

3.2 Vetor Tangente

— Vetor tangente a M em m, vetor em m.
Para variedades diferencidveis de dimensao finita encontram-se trés versoes de vetor tangente.

Versao 1

Vetor tangente ou, simplesmente, vetor em m € M™ é um tensor de posto 1 (rank 1)
contravariante em m, ou seja, é uma classe de equivaléncia v, = [v,,] de n-uplas v, de
nimeros reais, v, = (v}, ...,v"), denominadas componentes de vyy,.

Duas n-uplas v, € vz, pertencem a mesma classe de equivaléncia, vy, ~ v, se satisfazem

a lei de transformacdo contravariante

. " Ot ,
vh =Y —Z(wa)vl, . i=1,...n.
s oxl,
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Vg, € Uz assim relacionados representam vy, nos pontos z, = @a(m) e xg = @g(m) das
cartas « e 3, respectivamente.

Ex : Velocidade generalizada de uma particula mecanica no ponto mgy do seu espaco de
configuracao. Considere, p. ex., a particula sobre uma mesa plana, considerada como M = R?
com a estrutura diferenciavel usual, movendo-se de acordo com m = C(t) , mg = C(t = 0).

: : i _
Nas coordenadas x,, cartesianas, digamos, v, = —

Nas coordenadas T3, plano-polares, p. ex., Vg =

2. oxi j
i 3 dx? _
Vsg ™ Vags POIS U =35 27 (a) T

2
- J
=1 t=0 j=1 Oy,
Exercicio 36:
Suponha a particula descrevendo uma curva v = acos(bt) , y = asin(bt). Quais sio as
representagoées da posi¢io mg e da velocidade generalizada v,,, em coordenadas cartesianas (z,y)
e plano-polares (r,0)?

Exercicio 37:
E possivel definir vetor tangente para wma variedade C°?

Versao 2

Vetor tangente a M em mg é uma classe de equivaléncia de curvas (paramétricas) tangentes

em my,
Vg =[C:TCR' — M , Ct)=m , C(t=0)=myg].

Duas curvas C e C sdo ditas tangentes em mg se suas imagens Cy = @4 0C e Cy = 0o 0 C

perante @, sdo tangentes uma a outra no ponto , = @, (mg) em alguma carta «.

dCy _ dCa
dt lt=0 — " dt

C, e C, sao tangentes em x, se K
t=

dC,
Vo = d—ta ’t:O

. d(peoC A e s
A “velocidade” vy, = %‘ representa na carta a a classe de equivaléncia a qual C

pertence e, conseqiientemente, o vetor tangente vy, .
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Dada uma carta o, a cada n-upla V' corresponde em my € U um vetor tangente v,,, que
tem V como representante v,, =V em z4 = ©(mg) , Vme = [C(t) = ¢5 (9o (mo) +tV)].

Exercicio 38:
Prove que o critério de tangéncia de curvas C' e C' nao depende de carta. (Mostre que vy,
e vy, estao relacionados pela ler de transformagdo contravariante, e )

— Comentario

Quando M é uma superficie diferencidvel (vide pag. 22) mergulhada no R3, p. ex., é possivel
verificar diretamente, por célculo usual no R?, se duas curvas C' e C sobre M sao ou nio tangentes
em myg. Este critério de tangéncia nao é, porem necessariamente equivalente ao anterior, em
termos de imagens C,, e C, tangentes em x. E preciso verificar se alguma carta da estrutura
diferencidvel definitéria de M nao viola o critério (B) (pag. 22),

oz,
‘agugg . #0 e/ou ...

Cumprindo-se (B), os critérios sdo equivalentes e a cada terna % ‘ o = (2 (0),9 (0), 2 (0))

corresponde um par % —0 = (vl =4 (0),92 =0 (0)) na carta a, e vice-versa. Mudando de
carta, o par correspondente a cada terna muda de acordo com a lei de transformacao contra-
variante. Isso possibilita a percepcao de um vetor tangente como uma terna, a qual pode ser
visualizada como um segmento orientado no espaco R?, tangendo M em my.

Esta situacao é um bom modelo para apreciar que vetores tangentes sao entes intrinsicos,
que permanecem invariantes perante mudancas de coordenadas enquanto suas representagoes
variam.

Quando, porém, a estrutura diferencidvel adotada para a superficie é tal que (B) nao se
cumpre em my, os critérios de tangéncia nao sao equivalentes e a correspondéncia terna-par
mencionada acima deixa de existir. Vetores tangentes em mg continuam, porém, existido, mas
nao so mais visualizdveis como setas no R®. Vocé concorda, ou nao?

Exercicio 39:

Considere o Plano (X,Y) no R® com as estruturas diferencidveis (1), (2) e (3) apresen-
tadas na pagina 23.

a) Para qual ou quais das estruturas um segmento orientado e sentado sobre qualquer ponto
dos eizos X ou'Y representa um vetor tangente?

b) Obtenha as curvas C e C correspondentes as curvas Cy e C,, dadas por (u =t , v =0)
e (w=0,7v=t), respectivamente, e teste a equivaléncia dos dois critérios de tangéncia, para
cada wma das estrururas.

¢) Se uma particula vinculada ao Plano (X,Y) se move sequndo v =t , y=0, z =0, qual
€ a sua velocidade no instante t = 0 para cada uma das estruturas?

Versao 3

Sejam v, = [v,,] um vetor e f uma funcao real diferencidvel em m.
Com a representagao vy, de v, em uma carta o qualquer constréi-se o operador diferencial
1 0 9 0

Vgo = U +aa2

o g1 4+ 40"

9
Cl{al;g?

que, atuando sobre a representacao f, de f, gera um numero real n2,
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- 7 afoa
Vzq (fa) :Z Vo al’a

i=1

ey

Este ntmero é independente de carta, como decorre do exercicio seguinte, o que permite

associar ao vetor tangente um operador intrinsico, também simbolizado por vy, tal que vy, (f) =
o
n2.

7 8fq

T
@ ozl

n
A representagao vy, (fo) =Y, v de v, (f) em qualquer carta « sugere o entendimento
i=1 To

de vy, (f) como derivada direcional de f na “dire¢cao” de vy,.

Exercicio 40:

Mostre que vg, (fo) = vay(f5) = n°
(Use as leis de transformagao contra e covariantes.)

O operador v,, satisfaz as seguintes propriedades:
a) linearidade:

vm(af + B9) = avm(f) + Bum(g) , o, B €R' e f e g diferencidveis em m.
b) regra de Leibniz:

vm(fg) = f(m)vm(g) + g(m)vm(f) .

Um operador desse tipo é chamado de derivagao (derivation).

Um vetor tangente define uma derivacao. O inverso, porém, sé é garantidamente verdadeiro
para variedades de dimensao finita. No caso de dimensao infinita sdo necessarias hipdteses
adicionais (vide Trés Senhoras, cap. VIL.A.1, pdg. 545).

Para variedades M"™ de dimensao finita, qualquer derivacdo € identificada com um vetor
tangente (veja Trés Senhoras, cap. II1.B.1, pdg. 117 e, também, pag. 545).

Esta terceira versao de vetor tangente é muito usada na Geometria Diferencial.

— Espaco tangente T,,M ou T,,(M)

Eo conjunto de vetores tangentes a M em m.

T,,M forma espaco vetorial frente as operagoes definidas, na versdo 3, por exemplo, por
i) adicdo: (vm + um)(f) = v (f) + um(f),
i7) multiplicacao por escalar a: (avy,)(f) = avn(f).

A dimensao do espago vetorial T,,M — ntmero de vetores linearmente independentes — é
igual & dimensao da variedade diferencidvel M.

Obs. T,, M nao possui produto escalar natural.

Se as trés versoes de vetores forem sentidas como estruturas distintas, deve ser entendido,
porém, que sao isomorfas, o que significa dizer que hé entre os espacos vetorias correspondentes
bijecbes que preservam estrutura vetorial.

— Base natural de T,, M.
Dada uma carta a qualquer de M", base natural de T,,M"™ na carta « é a base vetorial de
T, M™ composta dos vetores tangentes em m € M"™ representados por

o o 0
ozt o0z2"  oxn )

Mudando a carta de « para (3, a base natural muda — ela é dependente de carta — e é dada

%, %%, e 82" }, 0s quais estao relacionados

™

na nova carta pelos vetores representados por {
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com os anteriores de forma covariante

i—i a—xéi , 1=1,...n.

As componentes de um vetor tangente na base natural variam, porém, de maneira contravariante.

— Diferencial ou derivada

Seja f: M"™ — N® uma aplicagao diferenciavel em m € M.

f mapeia uma curva qualquer Cs(t) , Cas(0) = m sobre M em uma curva Cn(t) , Cn(0) =
f(m) sobre N. Cy ¢ a imagem reciproca de f perante Cy; , Cny = C}, f, certo?

f preserva tangéncia de curvas, certo?

Sejam vy, € up(y) 0s vetores tangentes que correspondem a Cyy e Cn(= Cj,f), respectiva-
mente.

Sejam x = ¢(m) , y = ¥(f(m)) , y = y(x) , vy e vy as respectivas representacoes dos
elementos m , f(m), f, vm € ug(y) num par de cartas (U, ) e (W, ) quaisquer que contenham

me f(m).

Exercicio 41: .
a) Mostre que ul, :'21 %(m)v% i=1,..,s. (Considere a versio 2 de vetor tangente.)
‘]:

b) Para uma fungao real h: N — R' diferencidvel qualquer em f(m), mostre que

ugm)(h) = vm(ho f).
(Considere a versao 3 de vetor tangente e o resultado do item anterior).

O diferencial ou derivada de f em m é a aplicagdo ou operador f; : T, M — Trm)N que
associa a cada vy, € Ty M o vetor ug(y,) € Tm)N dado acima.
Usando a versao 3 de vetor tangente, f/, é definivel por

(fr/nvm)f(m)(h) = 'Um(h © f) s

onde h é qualquer fungao real diferencidvel em f(m).

A aplicacao ou operador f/ é representado no par de cartas acima pela matriz [% (:17)] , 1=
1,..,8,5=1,...,r.

Outras notagdes para o diferencial sao f'(m), Df(m), Tf(m), f«(m),..., dependendo do
contexto.

— Imagem (push—forward) de vy,
Uf(m) = [ (Vm) é denominada a imagem de vy, perante f.
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Exercicio 42:
a) Mostre que f], é linear. (Use o item a) do exercicio anterior.)
b) Mostre que (fog),, = f;(m) ogh,.

— Imersao

Seja f: M"™ — N® uma aplicacao diferenciavel, nao necessariamente injetora.

Uma conceituagao de imersao equivalente a apresentada na péagina 52 vale-se da aplicacao
induzida f, : Trn M" — Ty N

f é uma imersdo se a aplicagao f,, é injetora ou, mais precisamente, se f;, é um isomorfismo
entre T;, M" e o sub-espago vetorial (de dimensao r) fy,(TrnM") C T,y N® para cada m € M".

Certifique-se de que os dois conceitos sao equivalentes, subentendendo-se que as dimensoes
das variedades dominio e contradominio de f sejam finitas.

No caso de variedades de dimensao infinita, imersao € caracterizada pela propriedade de
isomorfismo de f/, (vide [1, pag. 549]).

— Fibrado tangente (tangent bundle) TM ou T(M)
E o conjunto de todos os vetores tangentes a M,

TM = {(m,vy)||m € M,vy, € T,, M} .
E a unido de todos os espagos tangentes 1, M,

™ = U T, M.
meM

Obs. v, a rigor, j& denota um vetor tangente qualquer, mas a notacdo (m,v,,) apresenta
algumas vantagens e é muito usada na literatura. Cuidado: (m,v,,) pode dar a impressao de
que T'M é produto cartesiano de dois espacos, de M com T,,M, o que nao é verdade; T,,M e
Ty M, m' # m, por exemplo, sao conjuntos diferentes, que nao tém relagaio um com o outro, e,
portanto, nao faz sentido escrever T'M como M x T,, M ou algo parecido.

T M nao é espaco vetorial, apesar de ser a unidao de espagos vetoriais; v, € v, nao podem
ser somados quando m’ # m, ja que a operagao de adi¢ao sé esté definida para m’ = m.

— Coordenadas naturais de T M
Cada carta ¢, : Uy, — V,, da estrutura diferenciavel (C*) de M™ induz sobre TM" uma
A A
carta Po: U T, M"™ — Vo X R™ C R" X R" |, ¢o: (M, vy) — (T, va), onde 24 € v, S40,

meUa
respectivamente, as representagoes de m e vy, na carta (Uy, @q)-
As cartas induzidas sobre TM™ pelas cartas de M"™ formam um atlas, denominado atlas
natural de TM™.
Os niimeros reais (7q,vq) = (z), ..., 27, v}, ...,0") sdo denominados coordenadas naturais de

(m,vm) € TM"™ e transformam-se perante mudangas de carta induzidas por (U, o) — (Ug, ¥3)
conforme

. . ox’
T = :EZB(:E}X, n XY vﬁ Z 6 , i=1,..,m,
&Ta
onde xlﬁ = a:lﬁ(a:}x, wny), i =1,...,n representam (Uy, ¢o) — (Us, ¥g).

Existem, naturalmente, mudancas de carta admissiveis sobre TM™ que nao sao representadas
pelas relagoes acima; que nao sao, portanto, induzidas por mudangas de coordenads de M™.
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TM"™, dotado da estrutura diferencidvel gerada pelo atlas natural, constitui uma variedade
diferencidvel (C*~1) de dimensao 2n.

Ex : A variedade T'Q", onde Q™ é o espaco de configuragao, é o cendrio para a formulacao
Lagrangiana da Mecanica Classica, do ponto de vista geométrico. T'Q™ é o espago de evolugao
do sistema e é também chamado de espaco de fases de velocidade (velocity phase space).

As coordenadas naturais costumam ser representadas por (g,¢) ou (g,v) e sao conhecidas
como coordenadas e velocidades generalizadas.

As equagbes de Euler-Lagrange mantém a sua forma, seu aspecto, perante transformacoes
de coordenadas naturais. O

— Estrutura de feixe em T'M
TM admite uma estrutura de feixe (pag. 39), dada pelo trio (T'M, M, ), onde a projegao
7, denominada no presente contexto de projecdo canodnica, é a aplicagao

T:TM — M | 7:(m,vy)— m.

A fibra sobre m, isto é, o conjunto F,, tal que 7(F,,) = m, é o espago T,,, M.

v 77g

M m

TM nao é feixe produto (pag. 40), pois, como foi observado na pégina anterior, ndo pode
ser escrito como M x T, M; todas as fibras T,, M, T,y M, ... sao distintas uma da outra; tém
“cores” diferentes.

Teorema: T'M™ é um feixe trivial (pag. 41) quando M™ é contratil (pag. 17).

Trivial significa, no presente caso, que existe um homeomorfismo global ¢ entre TM™ e o
feixe produto M™ x R", dado por ¢ : (m,vy,) — (m,y), m € M™ | y € R".

— Estrutura de fibrado em T M
TM admite, mais precisamente, uma estrutura de fibrado diferencidvel (pag. 47) que tem
por gerador o fibrado coordenado

(TM7M77-;F7G7 {é})a
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onde:

« F', a fibra tipica, é R™;

« G, o grupo de estrutura do fibrado, é GL(n,R), o grupo das transformacoes lineares de R"
em si mesmo;

e {0} = {(Ua, o)}, a familia de trivializacoes locais (pag. 43) que recobrem TM, sao
induzidas pelas cartas {(Uq, ¢o)} de um atlas amissivel A da estrutura diferencidvel de M. Os
abertos U, em {¢} sdo os dominios das cartas a de A, como deve ser, segundo a definigdo de
fibrado diferencidvel, e ¢, 30 as aplicacdes ¢, : 7 H(Uy) — Ua XR™ | dg 1 (M, ) — (M, 04,
onde vy = ¢, (vy,) é a representacao de vy, na carta a.

As trivializagoes locais s&o o andlogo das cartas na conceituagao de variedades diferencidveis.

A ,
o= (¢a,¥a)

Mudando de carta em M, de « para 3, as imagens perante ¢, dos elementos de uma fibra
F,(= T5,, M) mudam sobre a fibra tipica F'(= R") de v, para vg segundo a lei de transformacao
contravariante. Esta mudanca é entendida como a acao de um elemento do grupo de estrutura

G sobre F. {¢,} determinam uma realizacao {04} de GL(n,R) — uma representagao, neste
caso, pois R" é espaco vetorial —, dada pelas matrizes referentes a mudancas de carta
i
Ol

8?(1'(1)] s Z,j = 1,...,71.
e}

— Prolongamento ou tangente 7f de f: M — N
Seja f: M — N, f: m+—— n diferencidvel em M.
Prolongamento ou tangente de f é a aplicacao T'f : TM — TN definida por

Tf:(m,vm)— (nyup) , n=Ff(m) , u,=f (vm) .
T f preserva fibra, isto é, leva fibras em fibras; o seguinte diagrama comuta,
™ s TN

| ™ 5 rveTs=foru.

M —— N
f
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Ex : No formalismo Lagrangiano da Mecénica Cléssica é de interesse o prolongamento de
70:TQ — Q.

T
T(TQ) — TQ

- e

Qo —— Q
TQ

T(TQ) é o duplo fibrado tangente de Q. E interessante observar que T(TQ) admite duas
estruturas de feixe: (T(TQ),TQ,1rq) e (T(TQ),TQ,TTq).

Se (g,v) sao coordenadas naturais de T'Q e (q,v,u,a) sdo coordenadas naturais de T(T'Q),
valem 77¢ : (¢,v,u,a) — (q,v) e T'1q : (q,v,u,a) — (g, u).

Repare que (q,v,v,a) é projetado, qualquer que seja o valor de a, no mesmo elemento
(g,v) € TQ, tanto por g como por T'7g. O

— Campo vetorial
E uma aplicacao que associa a cada m € M um vetor tangente v,, € T,, M.
E uma secio (pag. 41) de (TM, M, T, ...).
Uma secao de (T'M, M, ,...) é uma aplicacao

c:M—TM , Too=id.

TM

M m

Obs. Existe outro tipo de tensor de posto 1, também chamado de vetor, o vetor cotan-
gente ou covariante (pag. 64). Quando na literatura aparece o nome campo vetorial, sem a
especificacao do tipo do vetor, é subentendido tratar-se de vetor tangente.

Um campo vetorial v(m) atuando sobre uma funcao real diferencidvel f(m), v(f), produz
um numero real associado a cada m € M. v(f) é um campo escalar sobre M.
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— Curva integral de um campo vetorial

Seja v(m) um campo vetorial diferencidvel sobre M, e o : I € R® — M™, uma curva tal
que o vetor tangente & curva em m = o(t) seja igual ao vetor v(m) dado pelo campo em m.

o é denominada curva integral do campo v(m).

o satisfaz a equagao diferencial ordinaria de 12 ordem

do(t)
dt

=uv(o(t)) , tel,

representada pelo conjunto de n equagoes

da?, i .
o (t) = v"(za(t) , i=1,..,n.

Sistemas dinamicos sao muitas vezes descritos por tais equagoes e caracterizados, portanto,
por campos vetoriais diferencidveis. Veja [1, cap. III.C.1] e [2, cap. 2.1].

Ex : Um sistema mecanico conservativo é descrito na formulagdo Hamiltoniana pelo campo
vetorial v = %—g(q,p)a% — %—I;(q,p)a%. As curvas integrais obedecem as equagoes de Hamilton,

g= 21 po _oH
op dq
Aplicando v a H resulta v(H) = 0, certo? O

Dado uma campo v(m) diferencidvel, serd que existe sempre uma curva integral de v(m) que
passa por mg € M? Se existir, serd que ela é unica?

Teorema [1, pdg. 144]: Seja v(m) um campo diferencidvel C" sobre M. Entao, para cada
mo € M, existe uma curva integral de v(m), t — m = o(t,myg), tal que:

1) o(t,mg) é definida para t pertencente a algum intervalo I(mg) C R' que contém t = 0;
o(t,mp) é de classe C™ 1 em I(my);

2) 0(0,mp) = mg para cada mqg € M;

3) a curva é unica: dado mg € M, nao existe curva integral de v(m) definida em um intervalo
estritamente maior que I(mg) e que passa por my, isto é, tal que (0, mqg) = my.

A demostracao baseia-se nos teoremas de existéncia e unicidade de solugoes de sistemas de
equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem (veja [1, cap. I1.D.1]).

— Paréntese de Lie (Lie brackets)
Sejam v(m) e u(m) dois campos vetoriais diferencidveis em M.
Paréntese de Lie de v e u é o campo vetorial denotado por [v,u] e definido por

[v, u](f) := v(u(f)) —u(v(f))

para qualquer funcao real diferenciavel f sobre M.
[v,u] é o comutador de v e u na versao 3 de vetor.

Exercicio 43:
Mostre que numa carta qualquer [v,u] € representado por

C & - Ou’ vt 0
v, ] :ZZ (U]@ - 8a;j)8xi'

i=1j=1

(Use a defini¢ao de [v,u].)
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Exercicio 44:
Demonstre que

[v, fu] = v(f)u+ flv, ul,

onde v eu e f sao, respectivamente, campos vetoriais e funcao real diferencidveis sobre M.

— Algebra de Lie dos campos vetoriais, X (M)

Seja X' (M) o conjunto dos campos vetoriais diferencidveis de classe C* com k suficientemente
grande em M.

X (M) forma uma dlgebra [1, cap. 1.B.4] sobre o anel F(M) (pdg. 52) frente as seguintes
operacoes:

) adigao: (v +u)(f) :=v(f) +u(f);
i7) multiplicagdo por fungao g: (gv)(f) := gv(f);
1i1) produto interno: (v-u)(f) := [v,u](f) , Yv,u X (M) , Vg, f eF(M).

A algebra em questao nao é associativa, pois nao satisfaz (v-u)-w=v- (u-w).

Além das propriedades necessarias para formagao de algebra, X'(M) satisfaz também as
propriedades:
a) anti-simetria: [v,u] = —[u, v];
b) identidade de Jacobi: [[v,u], w] + [[u, w],v] + [[w,v],u] = 0.

Em vista dessas propriedades adicionais, X' (M) é uma dlgebra de Lie.

— Imagem (push-forward) de um campo vetorial
Seja f : M" — N* diferencidvel em M", e v(m), um campo vetorial sobre M".
As imagens dos vetores v(m) perante f sdo vetores tangentes a N* e sao dados por

(fr¥m) pm)(9) = vm(go f) , Vg€ F(N),

para cada m € M", onde F(N?®) é o conjunto das fungdes reais diferencidveis sobre N®.

Num par de cartas (U, ) e (W,) de M" e N*, respectivamente, contendo m = ¢~ !(z) e
f(m) =n =1~ (y), a relacdo entre as representacdes dos vetores v(m) e de suas imagens u,, é
dada por

Seré que os vetores imagem do campo v(m) formam um campo vetorial u(m) sobre N57 Nao
necessariamente. Para que formem campo é necessdrio que em cada n € f(M") C N* exista s
um tnico vetor imagem (veja figuras a seguir).

Quando f possui inversa, f~!, a imagem de v(m) é com certeza campo vetorial. Sua repre-
sentagao u(y) na carta (W, 1) é obtida substituindo no lado direito da rela¢ao acima x por z(y)
referente & representacdo de f~! no par de cartas considerado. Em notacio intrinsica, o campo
(f'v)(n), denominado imagem do campo vetorial v(m), é definido pela relagiao entre fungoes

(f')(g) ==vlgo flof™ , Vge F(N*),.

Quando f nao possui inversa, a imagem de v(m) nao constitui em geral campo, como no Ex
a seguir.

Ex : Para uma f do tipo exemplificado na figura abaixo, existe mais de um vetor imagem
emn € f(M") C N%. Os vetores imagem nao formam, portanto, campo vetorial.
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O
Pode ocorrer, porém, que para certas combinagoes de campo v(m) e aplicagdo f sem inversa
os vetores imagem constituem campo.
Ex : v(m) e f sdo tais que as imagens dos vetores v(m) associados aos m € M" que sao
levados num mesmo n € N® — pré-imagem de n € N® — coincidem.

Uf(my) = Uf(ma)

Em cadan € f(M") C N*® existe s6 um vetor imagem.
Neste caso diz-se que v(m) é projetdvel por f e que v e f'v sdo f-relacionados. O

Exercicio 45:
Considere o feize (TQ,Q,7) , 7:TQ — Q. Sejam (¢,v) = (¢*,...,q", v, ...,v") coordena-
das naturais de T'Q).
n .
Dado um campo vetorial qualquer X (q,v) =>_ <Al(q, )aq + Bi(q, )W) sobre TQ, obte-
i=1
nha a imagem de X sobre () perante T e constate que X € projetdvel por T quando as componentes
A'(q,v) do campo ndao dependem de v.

Se v(m) é um campo C" e f é um difeomorfismo C"*!, a imagem f'v é um campo C".

— Simetria de um campo vetorial
Diz-se que um campo v(m) sobre M™ é invariante perante um difeomorfismo f : M"™ — M"
quando

f(m)(v(m)) = vy (f(m)) , Yme M™.

O difeomorfismo f é chamado de simetria de v(m) nesse caso.
Notacao: f'v = wv.

3.3 Vetor Cotangente

— Vetor cotangente a M em m, covetor
Encontram-se duas versoes de vetor cotangente na literatura.
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Versao 1

Vetor cotangente ou covetor em m € M é um tensor de posto 1 covariante em m, ou seja, €
uma classe de equivaléncia 0,, = [0,_] de n-uplas 6,_ de nimeros reais, 0., = (0a1, ..., 0an)-

Duas n-uplas 0., e 0, pertencem a mesma classe de equivaléncia, 6, ~ 0,, quando
satisfazem a lei de transformacdo covariante,

. .
ox? ,
0pi = 8:17? (x8)ba; , i=1,...,n.
j=1 B
0, 5 € 0., assim relacionadas representam 6,, nas cartas « e 3, respectivamente.
Ex : Diferencial de uma fungao real. Confira (pag. 52). O
Versao 2

Recordando o estilo carreta-na-frente-dos-bois, vetor cotangente ou covetor em m € M é um
elemento do espaco cotangente 105 M (veja mais adiante, na pag. 67).

— Contragao de um covetor e um vetor
Contracao de um covetor 6, e um vetor v, é a operacao representada em alguma carta «
n

por Y. 64v., da qual resulta um numero real n2.
i=1

Exercicio 46:
n

) n .
Prove que Y Oaivg, =) Ojvp = n .
i=1 j=1

Do exercicio constata-se que da contragao de 6,, e v, resulta um tensor escalar.

— Dual algébrico de um espago vetorial X real
Sejam X e Y dois espagos vetoriais reais.
Uma aplicacdo f: X — Y é uma aplicacdo linear se

flav+ Bu) = af(v) + Bf(u) , Yo,u€ X , Va,B €R".

Seja L(X,Y') o conjunto de todas as aplicagoes lineares de X em Y. L(X,Y’) é um espago
vetorial real perante as operagoes

i) adigao: (f+g)(v) = f(v) +g(v) ;
i1) multiplicacdo por real a: (af)(v) := af(v) .

O dual algébrico de um espago vetorial real X é o espago vetorial X* dado por X* = L(X ,Rl).
< 0,v > denota o pareamento que associa a cada par (f € X*, v € X) o ntiimero real obtido
pela atuacao de 6 sobre v,
0:v—0(v)=<6,v>=n°.

Se a dimensao de X é n —nimero maximo de vetores linearmente independentes —, a dimensao
de X* é também n. Seja e = {e1, €9, ..., e, } uma base de X.

Base dual a e é a base de X* composta dos vetores o = {a!, a?

, ..., &} definidos por

a'(ej) =< a'yej >= 5;- .
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Ex :

Considere X = R® = {v = zi+ yj + zk}, o conjunto de vetores visualizados como segmentos
orientados na origem de M = R? pensado como conjunto de ternas ordenadas (z,y,2). X éo
espaco tangente a M na origem, X = T,R3.

Uma funcao linear qualquer de v é dada por 0(v) = azx + by + cz.

Os coeficientes (a, b, c) caracterizam 6 e sao independentes. Eles representam um vetor de
outro espaco vetorial, do dual X* = R, que também possui dimenséo 3.

<0,v>=ax+by+cz=04¢aequacdo de um plano que passa pela origem de M.

Um elemento qualquer do dual R3* (uma funcao linear) pode ser visualizado, portanto, como
um plano que passa pela origem de R3.

D4 para sentir a diferenca entre os dois tipos de vetor? O

Quando um espaco vetorial X de dimensao finita estd equipado com uma forma bilinear
ndo-degenerada, isto é, com uma aplicagao

g: X xX —R', g:(v,u) — (v|u) =n2

tal que
i) (vlou+ 8s) = avlu) + Blols) , (au+ Bslv) = alulv) + Alsl) ;
ii) (vju)=0,YWweX=>u=0,
existem dois isomorfismos naturais ¢ : X — X*, §* : v — 0%, a = 1,2 entre X e X*,
definidos por

<Ol u>=(vu) , <02u>=(ul), YueX.

Nas situacoes em que g é simétrica ou anti-simétria — quando g é produto escalar ou forma
simplética (pdg. 101) em X, por exemplo — valem, respectivamente,

i1) (vlu) = (ulv) ou (v|u) = —(ulv) ,

e os dois isomorfismos coincidem — a menos de um sinal, no caso anti-simétrico.

Obs. O adjetivo natural, aqui e em outros lugares onde aparece, significa que o objeto
ao qual se refere é estabelecido em termos de uma estrutura subjacente. No presente caso a
estrutura é a forma bilinear nao-degenerada.

Se X possui dimensao infinita, g%, a = 1,2 sao injetoras e preservam estrutura vetorial —
sao lineares —, mas podem nao ser sobrejetoras, isto é, X* pode conter mais elementos do que
§%(X). ¢“ nao sao isomorfismos neste caso.

Ex :

Seja X = C%(U) o espaco vetorial formado pelas fungdes continuas num intervalo fechado
U CR' e com produto escalar definido por (v|u) := [;; v(t)u(t)dt.

A cada v € X corresponde uma funcao linear 6,(-) = (v|-) = [;; v(t) - dt.

05(-) = fU d(t —to) - dt, onde 6 denota a “fungao” delta de Dirac, ndo é, porém, imagem de
nenhum vetor, pois a “fungao” delta nao pertence a X = C°(U). O

— Bidual algébrico de um espago vetorial X

X*, por ser espaco vetorial, também possui espago dual, denotado por X** e chamado de
espago bidual de X.

No caso de dimensao finita, X e X*™* sdo isomorfos e podem ser identificados, X** = X. O
isomorfismo natural é J :v —< v >, < v > X" — R, <0 >0—< 0 v>=n2.

Quando a dimensao de X ¢ infinita, J, que é injetora e linear, pode nao ser sobrejetora. J nao
é, portanto, necessariamente um isomorfismo, e, quando nao o é, X** nao pode ser identificado
com X.

Quando X** = X, entao J é isomorfismo e diz-se que X é reflexivo.
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O isomorfismo J permite entender um vetor v € X como uma aplicacao linear
v:X*— R, v:0—v(0)
que dé& como resultado o mesmo valor que o de  atuando sobre v, v(f) = 6(v).

— Espacgo cotangente 7, M, ou T\ (M)

O espago (vetorial) cotangente em m € M™ é o dual algébrico do espago vetorial tangente
em m, T\ M" = L(T,,M™ R").

Vetor cotangente 6, € T,» M na versao 2 é, portanto, uma aplicagdo ou forma linear, que
associa a cada vetor tangente v,, € T}, M um escalar n%;

i) Om(vm) =n2,

i1) O (U, + Bm) = B (Vm) + BOm () , Yo, B € R, vy, Uy, € Ty M™.

Como a dimensao de T;, M" é n, a dimensao de T};, M" é também igual a n.

Nao existe isomorfismo natural entre T,,,M e T M, pois T,,M nao é dotado, em principio,
de forma bilinear nao-degenerada natural (produto escalar, ...).

A toda base natural de T,,M, representada na carta « por {%,

1e)

ceey m
base dual em T M, chamada cobase natural. Ela é simbolizada por dz, = {dzl,...,dz"} e é
definida por

}, corresponde uma

<d$a,@>:5]

0., € representado na carta « por
0. = Op1dzl + Oaodz? + - - + Oy da?
e, atuando sobre v,,, produz
O (V) =< Oy, vy >:<Z Onidzy,, Z vé—j >:ZZ Ouiv), < dx,, — >:Z Ouivy, = N,
i=1 j=1 O i=1j=1 O i=1
que se reduz (confira) no importante caso particular em que 6, = dz?, a
da! (vy) = v’

o

Exercicio 47:
Sabendo que 0., (vy,) € um tensor escalar e que vy, se transforma de maneira contravariante,
demonstre que 0, obedece a lei de transformacdo covariante.

— Diferencial df,,
O diferencial df,, de uma funcao real em m € M é um vetor cotangente e é representado na
carta « por

= Ofa ;
dfa —i:1 a—xla(lﬂa)dlﬂa .
Quando age sobre v,,, df,, produz
— fa

Afm(v) =< df , v, >= (:Ea)’U(ix = v (f) .

7t
1=1 0 «
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A i-ésima coordenada de m na carta «, x¢, é um exemplo de funcio real; seu diferencial,
da?,, resulta ser igual ao simbolo dz’, da cobase natural na carta . Constata-se, pois, que os
elementos da cobase natural numa carta qualquer sao os diferenciais das coordenadas de m na
mesma carta.
A lei de transformacio dos dz?, é

. "9zt .
drly =Y a—f(:ca)dxg L i=1,2,...n.

j=1 9o

— Imagem reciproca (pull-back) de 6,,

E uma aplicagao andloga a derivada ou diferencial f] de f, mas que atua sobre vetores
cotangentes, em vez de vetores tangentes.

Seja f: M" — N*® | f:m+—n = f(m) uma aplicacdo diferencidvel em m € M.

Assim como f induz f], : T,, M" — T,,N*, I : vy — uy, ela induz também uma aplicagao

fo i TYN®S — Ty M" | fr:Op — Wi,

definida por

O covetor fr0, = wy,, € Ty M é denominado a imagem reciproca de § € T* N perante f.
Dito de outro modo, sem referéncia a f,, a imagem reciproca de 6, € T, N perante f é o
vetor cotangente w,, € 1% M tal que

Wi (V) = Op(uy) » Yo, € Ty M |

f
I
f Win (V) = O (uy)

Exercicio 48: Mostre que a relagdo entre 0, e wy, = f(6,) € representada por

Wei = —
ox*
Jj=1

(2)0y; , i=1,...,r.

— Fibrado cotangente (cotangent bundle) T*M ou T (M)
E o conjunto de todos os vetores cotangentes sobre M,

T*M = {(m,0y)||/m € M,0,, € T M} .
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E a unido de todos os espagos cotangentes 17 M,

"M = U T;M.
meM
T*M nao é espaco vetorial, apesar de ser a uniao de espacos vetoriais.
Analogamente ao fibrado tangente, T*M constitui uma variedade diferencidvel (C*~1) de

dimensao 2n, com a estrutura diferenciavel gerada pelo atlas induzido sobre ele pela estrutura
(C*) de M™.

— Coordenadas naturais de 7% M

As coordenadas de um elemento (m,6,,) € T*M™ na carta induzida sobre T*M por uma
carta (Uy, o) qualquer de M™ s30 (Ta, 00) = (2, ..., 27,041, ..., Oan ), onde z, e 0, representam,
respectivamente, m e 6, em (Uy, pq)-

(Zw,0a) s@o chamadas coordenadas naturais de (m,6,,) e transformam-se perante mudancas
de carta induzidas por (Ua, ¢a) — (Us, ¢g) de acordo com

" .
ox?,

= i
o &TB

:17’5 = :EZB(:E}X, e @yy) , O (xg(xa))ba; , i=1,...,n,

onde xlﬁ = xlﬁ(x}l, e, M), i =1,...,n representam as mudangas de coordenadas o — 5 em M™.

Ex : A variedade T*Q, onde ) é o espaco de configuracdo, é o cendrio béasico para a
formulacao Hamiltoniana da Mecéanica Classica, do ponto de vista geométrico. T é identificado
com o espaco de fases de momentum (momentum phase space).

As coordenadas naturais costumam ser representadas por (g, p).

As equacoes de Hamilton mantém seu aspecto perante mudancas de coordenadas naturais.
O

— Estrutura de fibrado em T*M
T*M admite a estrutura de fibrado diferencidvel gerada pelo fibrado coordenado

(T*M7 M7 7T; F7 G7 {¢}) )

onde:

e T*M — M, 7:(m,0p) — m;

« F', a fibra tipica, é R™;

« G, o grupo de estrutura, é GL(n,R);

o {6} = {(Uq, o)} é um conjunto de trivializagdes locais induzidas, como no caso do fibrado
tangente, pelas cartas de um atlas admissivel A da estrutura diferencidavel de M. Os abertos U,
sdo também os abertos das cartas de A, mas ¢, sdo as aplicacdes definidas por ¢, : 771 (U,) —
Uy XR", ¢o, : (M, 0,,) :—> (m,0,), onde 6, é a representacao de 6, na carta .

A realizacao {04} de GL(n,R) é dada pelas matrizes

(%cé ..
[83}1 (:EB)] y L] = 17 RN
B

que s@o as transpostas das inversas das matrizes referentes a realizacdo de GL(n,R) no fibrado
TM.

Tal como ocorre com a garrafa de Klein e o toro torcido (pdg. 47), os fibrados tangente
e cotangente de M tém o mesmo espaco base, grupo estrutural, sistema de transformacoes de
coordenadas e fibra tipica. As aplicacoes o, : F' — F' sao, porém, diferentes.
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— Campo vetorial cotangente ou covariante
E uma aplicacao que associa a cada m € M um vetor cotangente 6,, € T* M.
E uma secdo transversal do fibrado (T*M, M, ;...), definida por

oM —T'M , tooc=id.

Um campo cotangente #(m) atuando sobre um campo tangente v(m) produz um campo
escalar f(m), onde se subentende que cada nimero real f,, = f(m) é obtido pela atuagao do
covetor 6, = 6(m) sobre o vetor v, = v(m). Notacao: 0(v) = f.

— Forma diferencial exterior p = 1, forma p = 1, 1-forma
E um campo vetorial cotangente diferencidvel.

— Médulo A(M)
Eo conjunto de todas as formas p = 1 sobre M.
AL (M) forma um médulo [1, cap. 1.B.3] sobre o anel F(M) (fungdes diferenciaveis sobre M)
frente as operacoes dadas por
i adiio:  (0(m) + w(m))(v(m)) = 0(m) (v(m)) + w(m)(v(m)) ,
i1) multiplicagao por funcao g: (g(m)f(m))(v(m)) := g(m)é8(m)(v(m)) .
Nao ha andlogo a paréntese de Lie para 1-formas.

— Imagem reciproca (pull-back) de uma forma p =1
Seja f : M"™ — N*® um aplicagao diferencidvel em M, e 6(n), uma 1-forma sobre N.
As imagens reciprocas dos covetores 6(n) perante f*(n) sdo vetores cotangentes a M dados
por
(f;en)m(vm) = en(.ﬁnvm)n y Yo €T, M , Vn = f(m) eN.

A relagao entre as representagoes de 0(n) e w,, = f*(n)f(n) num par de cartas (U, p) e
(W,4) de M™ e N*, tais que z = ¢(m) e y = ¢(n = f(m)), é dada por

Diferentemente dos campos de vetores tangentes, as imagens reciprocas dos campos de cove-
tores 6 (n) formam sempre um campo vetorial cotangente diferenciavel e, portanto, uma forma
p = 1, nao importando se f possui ou nao inversa. Tal forma p = 1 é denominada imagem
reciproca da 1-forma 6(m).

A representagao w(z) do campo w = f*6 é obtida substituindo no lado direito da relagao
acima y por y(x) referente & representacao de f no par de cartas (U, ) e (W, ).

Em notagao intrinsica, a imagem reciproca de #(n) perante f é definida pela relacao entre
fungoes

(f 0w =0(fv)o f.

Exercicio 49:
Considere o feize (T*Q,Q, 7). Sejam (¢,p) = (¢*,...,q", p1,...,pn) coordenadas naturais de
Q.
n .
Obtenha a imagem reciproca 70 de uma forma p =1 qualquer 6(q) =>_ 6;(q)dq" sobre Q.

i=1
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Se f(n) é um campo cotangente C”, e f, uma aplicacio C"*!, a imagem reciproca de 0(n) é
um campo C".

— Simetria de uma 1-forma
Uma 1-forma §(m) sobre M é dita invariante perante um difeomorfismo f: M — M se

Diz-se que f é uma simetria de §(m) neste caso.
Notacao: f*0 = 0.
Ex :
Uma forma p = 1 qualquer sobre T*(Q é representada num dado sistema de coordenadas
n

naturais (¢,p) por 6(q,p) =>_ (Ai(q,p)dq’ + B'(¢, p)dp;), certo?

=1
n .
Considere o caso particular 0y(q,p) =) pidq".
i=1

0o(q,p) é invariante perante o difeomorfismo f:R"xR" — R" xR", f:(q,p) — (q,p)
que se refere a uma mudanga de coordenadas naturais (pag. 69):

n ; n ~ 8_] ~ 8 ’l ~ n ~ . n ~ Py o
Oo(q.p) =D _ pidg' =Y pja%i(qw))a—;k " =) 0i0ldg" =) pidd = 60(q.p) -
i1 ijde=1 k=1 =1

0y é denominada forma de Liouville e serd abordada com mais detalhes a pagina 104.

Mudancas de cartas que deixam 0 invariante sao relevantes na Mecanica Classica, onde sao
chamadas de transformacées canonicas homogéneas ou transformacgoes de Mathieu. O

Ex :

Na Termodinamica, a 12 lei, a 22 lei (parcialmente) e o interesse nas propriedades inde-
pendentes de tamanho de sistemas simples com um tnico componente quimico conduzem a um
espaco de fases M® definido por cartas compativeis com uma carta de coordenadas —T',p, s, v, /.

Neste espago existe uma 1-forma 6(m) importante, a forma de Gibbs-Duhem [10]:

0(—T,p,s,v,pu) = —sdT +vdp — dp .

6(m) é um exemplo de forma diferencial conhecida como forma diferencial de contato, e M,
tendo 6(m) como forma destacada (distinguished), é uma variedade de contato (M,0).

Coordenadas candnicas ou coordenadas de Darbouz de (M,0) sao coordenadas (z,y, z) nas
quais 6(z,y, z) assume a aparéncia, chamada forma candnica,

0(z,y,2) = ytde' + y*dz® — dz .

Transformagoes canonicas em (M, ) sdao mudancas de carta f : R> — R, f : (Z,7,2) —
(x,y, z) que preservam a forma canonica de 6, a menos de uma funcao real \(z,y, z) # 0,

(ytdz! 4 y?dx? — dz) = N\ (&, 7, 2) (g dz! + §?dz? — dZ) .

Processos termodinamicos quase-estaticos sao transformagées de contato: difeomorfismos
f:M — M, f:mr n tais que f*(n)f(n) = A(m)f(m), onde A(m) é uma fungao real
arbitraria nao nula. Quando A(m) = 1, o difeomorfismo é chamado de transformacao de contato
estrita.
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Referéncias:

V. Arnold [15, apéndice 4], referéncia obrigatéria sobre geometria de contato;

L. Mistura [16], aplicagdo da geometria de contato & Termodinamica;

L. A. Saeger [17], dissertacao de Mestrado, envolve geometria de contato e contém aplicagoes
a Termodinamica e & Mecanica Cléssica. O

Exercicio 50:
a) Mostre que as transformagoes de Legendre sao transformagoes candnicas de (M,0). Con-
sidere, p. ex., a transformagao (=T, p,s,v, ) — (z,y,2) dada por
dl=s,2’=v,y' =T,y =-p, z=p+Ts—pv
e comprove que 0(x,y,z) = N=T,p, s,v,n)0(=T,p, s,v,n). Identifique a func¢ao A.
Note que i = g e z = u sao, respectivamente, a funcdo de Gibbs e a energia interna molares.
b) Considerando a representagao de 6 na carta referente a representacdio de energia,
0(s,v,T,—p,u) = T'ds — pdv — du, demonstre que a mudanca de coordenadas (s,v, T, —p,u) —
(x,y,z) correspondente a passagem para a representa¢io de entropia, que ndo € uma trans-
formacao de Legendre,
1 p
1 2 1 2
r=u,x=v,y ==,y ==,2=35,
R
€ também uma transformacdo candnica. Identifique A.
¢) A transformagao (=T, p,s,v,u) — (x,y, z) dada por

1
$1:_M7x2:_T795y1:;,UEZ/2: , & =P

é canonica?

<l

Note que p e o sao, respectivamente, o densidade e a entropia volumétricas, p = %, o=
(Veja L. Mistura [16] e L. A. Saeger [17].)

3.4 Tensor Genérico

— Referéncias
Trés Senhoras[l, cap. IIL.B.5]; C. von Westenholz[4, cap. 6]; W. Thirring[11, cap. 2.4];
Abraham-Marsden[2, cap. 1.7]

— Tensor em m € M"™
Encontram-se na literatura duas versoes de tensor.
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Versao 1

Tensor de posto q + p, q-contravariante e p-covariante ou tensor do tipo < g > emme M

¢ uma classe de equivaléncia t,, = [t;,] de conjuntos ¢, constituidos de n?™P niimeros reais,

te, = [t;lﬁlq]p} , (4),(j) = 1,...,n, denominados componentes de ty,.

Dois conjuntos t;, e t;, pertencem a mesma classe de equivaléncia, ¢;, ~ ts,, quando
satisfazem a lei de transformagcao

L n axh axiq axll 3xlp
tlli.“lq. = —B €T e —ﬁ T C‘f T .. OC T tk‘l...k‘q ]
B j1odp (k)%)::l ax’;l( o) ax’;‘l( ")axg;( 8) &Ejﬁp( 8) tay,

tze © tag assim relacionados representam t,, nas cartas a e 3, respectivamente.
Ex : Escalar, vetor tangente e vetor cotangente sao casos particulares de tensor; sao tensores

. 0 1 0 .
. O
do tipo ( 0 >, ( 0 > e < 1 >, respectivamente

Exercicio 51:

a) Demonstre que se as componentes de um tensor misto de posto 2 sio dadas em alguma
carta o por tij = 5;-, onde 5;- € a delta de Kronecker, entdo em outra carta B qualquer elas sao
dadas também pela delta de Kronecker. (Dica: use a lei de transformagao das componentes do
tensor e leve em conta a relagdo apresentada no item a) do Exercicio 24.)

b) Convenca-se de que a propriedade acima ndo se cumpre para tensores de posto 2 com
q=0,p=2o0ucomq=2, p=0 quando a delta de Kronecker é dada sob a forma d;; ou 64,
respectivamante

¢) Demonstre que se as componentes de um tensor totalmente covariante de posto 2 sao
anti-simétricas[simétricas] em alguma carta «, entdo as suas componentes sao também anti-
simétricas[simétricas] em outra carta 8 qualquer, ou seja, demonstre que

taji = Tlaij = lgw = Flpi.

Observagao: forma simplética (pag.101) e tensor métrico (pag. 102), de grande importancia
na Geometria Diferencial e apresentados no prorimo capitulo, sdo tensores com essas proprie-
dades; sao de posto 2, com os dois indices covariantes e sao, respectivamente, anti-simétricos e
simétricos.

d) Serd que as mesmas propriedades de simetria valem para um tensor contravariante de
posto 22 E para um tensor do tipo ¢ = 2 e p = 2 em relacdo aos indices covariantes somente ou
contravariantes somente? E ainda para um tensor com q > 2 ou p > 2 em relagdo a qualquer
par de idices superiores ou inferiores?

Observagdo: as formas diferenciais exteriores, de fundamental importancia no Cdlculo Ez-
terior e que serao apresentados mo proximo capitulo, sdo tensores totalmente covariantes e
anti-simétricos em relacdo a qualquer par de indices.

Versao 2

Tensor do tipo ( Z > em m é um elemento do espago T (m) a seguir apresentado.
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— Espago tensorial T} (m) ou T,/ (M)
E o conjunto das aplicacoes ou formas multilineares

Ti(m) = LYP(T3 M, .., T M, T,y M, ..., T, M;R") .

q cépias p copias
Um elemento de Tj/(m) é uma aplicagao

ton TEM X - X TEM X TpypM X - Ty M— R, t(0h1, 0, 03,01, ooy Ump) = 12

q fatores p fatores
linear em cada um dos g + p argumentos 0}, ..., 0%, Vi1, ..., Ump,

tin (covy Qs + Bbmien) = Aty (cony @iy o) + Bty by, ), Vi, Vo, B €RY.

n
Ex : Um elemento t,, € T3 (m) é dado na carta a por tu, (v, um) = 3. tamviul,. 0
k=1

Ex : TY(m) = L(T,,M;R") é T}, M, o espaco cotangente em m € M.

Ta(m) = L(T;, M;RY) é T*M, o bidual algébrico de Tp, M.

Para M de dimensao finita estd garantido que T,,M é reflexivo (veja pag. 66), isto é,
Tol(m) =T M =T,,M. Neste caso, uma aplicagao linear ¢,, : T), M — R', que em principio
pertence a T3* M, é identificada com um vetor tangente v, € T,, M. O

Exercicio 52:
Demonstre que as componentes tor da funcdo bilinear t,, € TQO(m) dada no peniltimo Fx

. . 0 .
obedecem a lei de transformacao de um tensor do tipo < 9 > sequndo a versdo 1 de temsor.

T#(m) forma espago vetorial de dimensao n?*? perante as operagoes

i) adigao: (tm + um)(...) ==t (...) + um(...) ,
i7) multiplicac@o por real a: (aty,)(...) := atp(...) .

— Produto tensorial ® e base de Ty (m)

Casos particulares

Sejam 0., w, € T3 M € vy, Uy, € T, M.
a) O, @ wy, é a aplicacdo O, @ wy, : Ty M X T, M — R' definida por

(O @ win) (Vs Urm) 1= O (U)W (W) 5 YUy, Uy

Observe que 6, ® wy, ¢ uma forma bilinear, ou seja, ¢ um tensor do tipo ( 9

Na versao 1 de tensor, o produto 6,, ® w,, é definido numa carta a qualquer pela classe de
equivaléncia
Om @ Wi = [Gza] Jaij = eaiwaj , g =1,...,n.

b) vy, ® Uy, é o tensor do tipo ( 2 > definido por

0

(Vm @ Upn) Oy Win) = V(O ) (W) 5 YOy Wi
= O (Vi ) Wi (U
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ou, na versao 1, por

Vm @ Uy = [tz,] » tH =il , i,5=1,...,n.

C) U ® Oy, € o tensor do tipo < i ) definido por

(Um ® em)(wma um) = Um(wm)em(um) 5 vwm: Um
ou por ' '
U @ O := [Sz,] 5 Saj =vaba; , 47 =1,.,n.
d) 0,, ® vy, é o tensor do tipo ( i > definido por
(O @ V) (Umy Om) := O (Ui Vi (Wi) 5 VU, Wiy
ou por ' '
Om @ Vm = [Tr,] 5 Toj =0ajve  4,J5=1,..,n.
Caso geral

O produto tensorial de T;,, € Tj#(m) por Sy, € T (m) é o tensor T, @ Sy, € Tg:;(m) definido
por

1 q 1 r 1 P 1 s\ .
(T @ Sin) Oy <ovs Oy Wiy s ey W Vs ey Uy Uy ooy Uiy) =
— 1 q 1 1 Pl
=T (s ey Oy Wiy s ey Wiy ) St (Vg s oy Uiy Uy oy U )

para quaisquer O,,, wy, € T¥ M, Uy, Uy, € T, M, ou, na versao 1 de tensor, por

T ® S = [tan] o ta 270 = Ty 10008, R (0), (), (1), (k) = 1,

]1----jpll---ls @ g1 gp Xyl ’

Exercicio 53:

Serd que o produto tensorial de dois tensores € mesmo um tensor? Demonstre que sim, mos-
trando, por ezemplo, para o caso particular de Ty, € Tg(m) e Sy, € TP (m), que as componentes
tij = TéSaj e t’f%l = TgSgl de Ty, ® Sy, estao relacionadas pela lei de transformacgao de um

tensor do tipo ( 1 >

Exercicio 54:
Dados 6},,02%,,03 € T M, mostre que

a) ® ¢ associativo: (0L, ® 6%)® 03, = 0L ® (02, ® 63)).

b) ® € distributivo: 0}, ® (ab2, + B63) = a(0), ® 62,) + B0, ® 62) , Va,B € R

¢) ® ndo é comutativo: 0 ® 0, # 0}, @ an.

O conjunto de todos os produtos tensoriais com ¢ fatores pertencentes a T,,M e p fatores
pertencentes a 1, M,

QIT, M PFTr M=T, M®..0T,MT M®&..T,M,

q fatores p fatores
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coincide com T}l (m).
Se em = {em1,em2, -, €mn } 6 uma base vetorial de T}, M, e 0,, = {6} ,02,,...,6" }, a respec-
tiva base dual, o conjunto dos n¢*? produtos tensoriais

Cmis @ o ® emi, @O @ @O (i), () =1,.yn
constitui uma base vetorial de T (m).

— Representacao de tensores

Vide versao 1 de tensor.

Com respeito a versao 2, sejam e, e 6, a base e cobase naturais de 7,, M e Ty M na carta
«, representadas por {%, vy %} e {dzl,...,dx"}, respectivamente.

A base natural de Tj(m) é representada na carta o por

0
®..®

8xi1 o iq ® dl‘g @ ... & dng’ ) (Z)7 (]) =1,..,n,
(0% ':L'm

e um tensor t,,, por

n
;) B, : :
tea = Y o ®...® ®dell @ ... dvdl.

Qg --Jp 11 ig
(i), () =1 Oxa

Lo

Mudando a carta de a para f3, {a%} e {dzl,} transformam-se conforme

) LY\ o ol
_ N~ P 9 dely =" —Ldad | i=1,.m
@ j=1

e tojjl___‘;-p, segundo a lei dada na versao 1 de tensor.

— Algebra graduada (graded algebra) dos tensores em m € M

Considere o conjunto de todos os tensores, de qualquer tipo ( Z >, emm € M.

Este conjunto forma uma algebra graduada com as operacoes de adicao e de multiplicacao
por real dados na péagina 74 e com o produto interno dado pelo produto tensorial.

A algebra é dita graduada (graded) porque a adigao sé estd definida para tensores do mesmo
tipo em ¢q e p.

A algebra é associativa, certo? A algebra ndo é algebra de Lie. Confere?

— Contragao
Contra¢ao de um tensor, ou de um indice contravariante com um indice covariante de um
4 seacia 1 .4 q—1 :
tensor, ¢ uma aplicagao linear C': Ty (m) — T]"; (m) definida por

n

g O 4o k...
ta...i... Z ta...k... :
k=1

— Produto contraido

Eo produto tensorial de dois tensores seguido de uma contragao de indices do tensor resul-
tante, no qual o indice contravariante origina-se de um dos dois tensores e o indice covariante,
do outro.



Capitulo 3. Tensores e Campos Tensoriais 77

Ex : Dados vp, € Tg(m) e wy € T)(m), um produto contraido possivel entre vy, e wp, é
Om € Tl?_l(m) dado por
n
. . L
(Vo Wasfz..p) = Valayija...jp '_>Z VaWakjz...jp = Oaja...jp -
k=1

Se w é uma 1-forma 6(m), o produto contraido de v, = v(m) e 6,, = 6 (m) em todos os m
produz um campo escalar. Certo?

No caso de ser w uma p-forma com p = 1,2,...,n qualquer, a ser apresentada mais adiante
(veja pag. 82), o produto contraido exemplificado acima é a base do produto interior (veja pag.
108), simbolizado por i,w (v e w sdo campos tensoriais, e i,w é o campo que resulta do produto
contraido em cada m. O

— Imagens de tensores induzidas por f: M — N

Uma aplicacdo f : M" — N% | : m —— n = f(m) diferencidvel em m € M induz sobre
T (n) e Ty (m) aplicagoes analogas a fr e f/,:

a) QP fr: QTYN — @PTy M, definida por

[(fa @ @) (0n ® - @ wp)|m(Vmy oo Um) =
= (0 @ @wn)(f Vmy ey flum)
= en(fr/nvm)n i wm(fr/num)n
= (f;;en X ® f;wn)m(vmy 7um) .
b) @1f! : @9T,,M — @71, N, definida por

[(fro @@ 1) (@ @ um)]n(Ons .oy wp) =
= (U @ -+ @ Upn) ([ Ony -y [riwn)
= (fr/nvm PR fr/num)(ena vy Wn) -
®Pfre @1f] também sdo simbolizadas, abreviadamente, por f e f! | respectivamente.
Seja f : M™ — N™ uma aplicacao difeomdrfica em m € M™ — lembre-se, f : M" — N*
difeomérfica implica r = s = n.
f induz a aplicacdo ®4f, Y ®P f}: @IT,N @ TN — ®9T,,M ®P T* M definida por
(fV @ @ff@ ) (0n @ @0, @) (Wi ey Uny o) =
= n ® - @0, @) Wiy ey [, .
= ({0, @ @ f0, @) Wiy vy Uy o) -

A imagem reciproca S,, de um tensor 7}, do tipo < Z ) é representado num par de cartas

(U,p) e (W,4p) de M e N, tais que m € U, n= f(m) € W, z = ¢(m) — y = ¢(n), por

n . .
i1 ozx" oxla Oyl oytr k1. k
91...0 . 1.
S:Ejl...qu - Z 8yk1 (y) e 8ykq Y it (.Z') e 8a:jp ( )Cryll...l;Z .
(k),()=1
Exercicio 55:

n .
Dados M =TQ" e o tensor Sy, representado por S, ;) => % ®dq" nas coordenadas natu-
i=1

rais (q,v) = (¢4, ..., ¢, v, ...,v™), mostre que a imagem reciproca de Sy, perante o difeomorfismo
f:R"xR" — R" xR", (q,0) — (q,v) referente a uma mudanga de coordenadas naturais é
o)

n .
representada por Sz = > 2 Rdy.
j=1

o7
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— Fibrado tensorial T (M)
E o conjunto de todos os tensores (m,t,,), m € M, t,, € Tg(m) ou

T#(M™) nao é espago vetorial, mas é uma variedade diferencidvel de dimensao n+n?*?, com
estrutura diferenciavel (C*~1) gerada pelo atlas induzido sobre T} (M™) pela estrutura (C*) de
M™, do mesmo modo que as estruturas induzidas sobre TM e T* M.

As coordenadas naturais de (m,t,,) € T3(M) induzidas por uma carta o qualquer de M
sobre T#(M) sdo (xq,ts, ), onde z, representa m e t,_ sdo as componentes de t,, na carta «.

Exercicio 56:
Escreva a lei de transformagdo das coordenadas naturais de (m,t,,) € T3(M) perante mu-
dancas de carta induzidas por o« — 3 em M.

T#(M) admite a estrutura de fibrado diferencidvel gerada pelo fibrado coordenado

(TH(M), M, 7f; F, G, {$}) ,
onde:

e TH(M) — M, wl: (m,ty,) — m;

« F', a fibra tipica, é R"ﬁp;

« G, o grupo de estrutura, é GL(n,R);

e {0} = {(Un, ¢a)} é uma familia de trivializagoes locais induzidas pelas cartas de um atlas
admissivel A de M. Como no caso de fibrados diferencidveis, os abertos U, sdo os abertos
das cartas de A, mas ¢, sdo as aplicacdes dadas por ¢q : ()" (Uy) — Uy x R", (mp)~1 -
(m,ty,) — (m,ty), onde t, representa t,, na carta a.

O grupo GL(n,R) age sobre a fibra tipica através do grupo de matrizes

; l
Ozl ozl

“ axg( 2 83:]57’

(

— B (24) -

8:17%1 ' axgl
dx E?xgq

(:EB)] ’ (Z)7 (])7 (k)7 (l) = 1, ey T
que caracterizam a lei de transformacao das componentes de t,, perante mudangas de carta.

— Campo tensorial do tipo < Z )

E uma aplicagao que associa a cada m € M um tensor t,, € Tj(m) do tipo < Z >, ou seja,

é uma secao transversal

o:M-—THM) , oc:m+——=>o(m)=t(m) , tloo=id.

— Médulo X7 (M)
Eo conjunto dos campos tensoriais diferencidveis do tipo < Z >
Xp (M) forma médulo sobre o anel F(M) perante as operacdes
i) adigao: (t+ u)zlllf;(:n) = t;llz‘;(x) + uzllz‘;(:n) ;
i1) multiplicagdo por fun¢ao g: (gt);llz‘;(:n) = g(m)t;;‘;(:n) .
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O conjunto dos campos vetoriais diferenciaveis, X} (M), é usualmente denotado por X (M)
(veja pag. 63).

— Derivada de Lie, £,

A derivada de Lie é uma generalizagdo do conceito de derivada direcional de fungao real.
Vide, por exemplo, Trés Senhoras [1, cap. 111.2].

L, é um instrumento importante no estudo de simetrias de campos tensoriais. Dados um
campo vetorial v e um campo tensorial T" sobre M, se, p. ex., L,T = 0, o campo v é gerador de
uma transformacao infinitesimal de M em M que deixa invariante o campo 7.

Seja 0y : M — M uma familia de difeomorfismos locais parametrizados por t € I ¢ R!,

dO’t (m)

ev(m) = =4 i’ o campo vetorial que d4 a direcéo e *

‘velocidade” do mapeamento o; em

cada m € M. v(m) é o campo gerador das transformacoes oy : M — M.
As imagens de um m € M qualquer perante o; descrevem uma curva geométrica sobre M a
medida que ¢ varia em 1.

Por outro lado, a um campo vetorial diferencidvel qualquer v(m) corresponde (localmente,
pelo menos) um mapeamento oy relacionado as curvas integrais de v(m).
. —17 . . .
ot induz mapeamentos @90, @Po; e @0, Y @P oF de campos tensoriais g-contravariantes,

p-covariantes e de campos mistos, do tipo < Z ), respectivamente.

L£,T(m) indica o quanto a imagem de T'(m) € X (M) perante o mapeamento ®%0; V' QP o}
gerado por v(m) difere de T'(m).

L,T(m) é um campo tensorial do mesmo tipo que o de T'(m).

A derivada de Lie de um campo tensorial T'(m) € X (M) qualquer em relagao ao (na diregao
do) campo vetorial v(m) é uma aplicagao

Ly (M) — XI(M)
definida como segue.

Casos particulares fundamentais

a) Fungao real g(m) :

(Log)(m) :=lim %[Q(Ut(m)) —g(m)] = v(g)(m).

b) Campo vetorial tangente u(m) :

(o) (m) =lim ~[o7 Y (u(oy(m))) — u(m)].

t—0 t
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c¢) Campo vetorial cotangente w(m) :
(Lue0)(m) =lim < (o (w(on(m)) — w(m)].

t—0 t

w(n)

n = oy(m)

Caso geral
Campo tensorial T'(m) € X (M) :

(£,T)(m) =l +[(0; " @ o7 (T(oy(m)) — T(m)].

t—0

Propriedades
1) £, é um operador local:
Se T'= S em uma vizinhanca U(m) de m € M, entao L, T = L£,S em U(m). Se
v1 = v9 em U(m), entdo L, T = L,,T em U(m).

2) L, é aditiva:

L,(T+S)=L,T+L,S.
3) L, satisfaz a regra de Leibniz:

L,(T®S)=(LT)®S+T®(L,S).

Representacoes basicas
a) Fungao real g(z): L,g(x) :'21 v (z) gxgi (x) =v(g)(x).

n .
0 0 ovJ 0
b) Base natural 5771 Lyz57 = — -21 O () 52
j:
c) Cobase natural dz' :  Lydz' =) %(z)dmﬂ .
i=1

As propriedades e representactes basicas acima permitem calcular com facilidade a derivada
de Lie de qualquer campo vetorial.

n . .
Ex : Dado um tensor do tipo < i ) representado por T'(x) :”Z:l T;(a:)aii ®@dx?, L,T é
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obtido usando as propriedades 2) e 3) acima,

n

(L)) =3 (LTH@) e @ da + THa) (L

9 .
7 Jrie) - j
e 83:") @ da? +Tj(x) 75— @ (Loda?)]

oz?

i.j=1
e substituindo nesta expressao as representagoes bésicas a), b) e c). O

Exercicio 57:
a) Dado um campo vetorial u(m), mostre que Lyu € representada numa carta de coordenadas
T por
n . .
L ou! N 0
(Lou)@) =3 () S () — i) S (@) s

i,j=1

b) Comprove que L,u = [v,u], onde [v,u] € o paréntese de Lie dos campos v e u (pdg. 62).
¢) Obtenha a representac¢ao de L,0 para uma 1-forma 8(m) nas coordenadas x.

d) Para um campo tensorial t(m) genérico, do tipo < Z >, mostre que as componentes de

Lyt nas coordenadas x sao dadas por

oxk ireip Ok ieip Gk kip 9in

n J1--dq . . & &

(copyidn =S ok L g 00k O g O g, OO

v9 iy iy T % i1...k 8$ip .
k=1

e) Para v e u campos vetoriais e f funcdo real (diferencidveis), use o item anterior para
mostrar que

Ly(fu) = Lo(flu+ fLyu,

relagdo que também pode ser obtida do demonstrando do Ezercicio 44, ao ser usado o item a)
acima, ou, ainda, de uma das trés propriedades (qual delas?) apresentadas anteriormente para
a derivada de Lie.

— Simetria de um campo tensorial

Dado um campo vetorial diferencidvel v(m), seja m = o(t,mg), representada por z' =
2 (t,mg), i = 1,...,m, a curva integral (pag. 62) de v(m) que passa por m = mg no “instante”
t=0.

A variagdo de uma funcao real f(m) ao longo de m = o(t,mg) em mg é dada por

Fmo) = Lo (t.mo))

dt

> 12 ) Bt o) =3 2 (o) (w0) = (£uf)mo).

=0 ;=1 i=1

Se f = L,f =0, f é invariante, permanece constante, ao longo das curvas integrais de v.

Analogamente, a variagdo de um campo tensorial qualquer T'(m) ao longo de m = o(t, my)
é dada por T'= L, T.

Teorema : T ¢é invariante perante o grupo (local, ou pseudo-grupo) oy de transformacoes
de M em M gerado por v se, e somente se, £,T = 0. (Vide Trés Senhoras [1, cap. I11.C.2].)

Quando £,T = 0, diz-se que v é uma simetria de T.



Capitulo 4

CALCULO EXTERIOR

— Introdugao

No que segue sao apresentados elementos do Calculo Diferencial Exterior sobre formas dife-
renciais, desenvolvido por Elie Cartan e de grande importancia na Geometria Diferencial mo-
derna.

Trata-se basicamente de:

. formas diferenciais exteriores ou p-formas (pag. 82);

« produto exterior (pag. 86);

. derivada exterior (pag. 95);

. produto interior (pag. 108);

« relagoes entre derivada exterior, produto interior, derivada de Lie etc. (pag. 111).

Sao dados conceitos adicionais, exemplos e aplicagbes durante a apresentacao dos tépicos em
questao.

— Referéncias
Trés Senhoras [1]; Abraham-Marsden [2]; W. Thirring[11]; C. von Westenholz [4].

4.1 Formas diferenciais exteriores

— Forma diferencial exterior de ordem p, forma p, p-forma
E um campo tensorial diferencidvel w(m) que associa a cada m € M uma forma exterior de
ordem p ou tensor alternado p-covariante pertencente a ng) (m).

— Forma exterior de ordem p, tensor alternado em m € M"

E um tensor w € Tg(m) totalmente anti-simétrico — veja a seguir — quando p > 2. Se p =0,
é um escalar em m. Se p =1, é um vetor cotangente w € T, (M").

Nao existem formas exteriores de ordem p > n sobre M™ (veja Exercicio 58).
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Versao 1

w € T;? (m), dado pela classe de equivaléncia w = |w,], é dito totalmente anti-simétrico se
suas componentes em alguma carta (U, @), © = p(m), wy = (w._;..;..), satisfazem a propriedade

W.i.j.. = —W. .. > V par (ivj) .
Ex:
D=2 wj=—wj;
P=3; Wik = —Wjik = —Wikj = —Wkji = Wjki = Wkij- U

Serd que se as componentes de um tensor covariante sao totalmente anti-simétricas em al-
guma carta, elas o sdo também em qualquer outra carta? A resposta é sim (veja os itens c) e
d) do Exercicio 51).

Versao 2
w € T} (m), dado pela forma multilinear (pag. 74) w(vi...v,) = n2, é dito totalmente anti-

simétrico se
w(..v5..05...) = —w(..v5..05..) , Y par (i,7).

w(v1, ..., vp) = 0 quando dois ou mais dos p argumentos sao iguais, devido a propriedade de
anti-simetria. Pela mesma razao, w;;. = 0 se dois ou mais indices sao iguais.

Exercicio 58:
a) Conclua que w(vy, ...,vp) = 0 quando os p argumentos sao linearmente dependentes.
b) Conclua que as formas exteriores de ordem p > n sao identicamente nulas.

— Componentes estritas (strict components)

As componentes tensoriais wyj g que obedecem ao ordenamento I < J < ... < K séo
denominadas componentes estritas. Elas caracterizam completamente o tensor alternado.
Ex :

n=3 p=2; w2, W13, Wa3;
n=3 p=3; wis;
n=4; p=2; w2, wi3, Wi4, W3, W4, W34. O

pl(n—p)

O numero de componentes estritas é igual a

— Espago A}, (M™)
Eo conjunto das formas exteriores de ordem p em m € M™.
Casos particulares: A (M™) =R, AL (M™) = T\ M™.
AL, (M™) é um subespago vetorial de dimensao p!(nniip)!
np.
w € AL, (M™) é representada na base natural de Tlg](m) referente a uma carta (U, @), x = ¢(m)
qualquer por

do espaco Tg(m), cuja dimensao é

n
Wy = Z wilizmipdxil ®@dz? ® - - - dx'r
(=1
(veja pag. 76) e, na correspondente base do subespago AL, (M™), por

n
W:BZZ w1112,,,1pdx11/\d:z:b/\---/\dxlp , h<lay<---1,.
(I)=1
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A base de AL, (M™) é dada em termos da base de T))(m) por

n
de' Ndz2 A AN dalr = Z bty goin g duiz @ L daie

11%2...7p
()=1
Ih1>...1p
ilig...ip ?

subconjunto das componentes €

onde os elementos € com os indices superiores satisfazendo Iy < I < --- I, formam um
gl? 2P sem restricdo nos indices superiores e dadas por
192...%p

0 se (ji,...,Jp) nao é permutacao de (i, ..., ip) ;
jujadp _ ) 1 se (J1s s Jp) € permutacgao par de (i1, ..., 4p) ;

iriz...ip -1 se (ji,...,Jp) é permutacao impar de (i1, ..., p) ;
0 se dois ou mais indices em (ji, ..., jp) ou (i1, ...,%,) sdo iguais ,

do tensor denominado tensor de Kronecker (veja Trés Senhoras [1, cap. IIL.B.5 e cap. IV.A.1]).
J1j2.--Jp

€ sao totalmente anti-simétricas nos indices inferiores bem como nos indices superiores.

11%2...9p
No caso particular de p = n, as componentes 62-1122-'2".71-71, costumam ser simbolizadas simples-
mente sem os indices superiores, como €;,4,..;,, € formam as componentes do chamado tensor de

Levi-Civita.

— Médulo AP(M™)

E o conjunto das formas diferenciais exteriores de ordem p (definidas na pdg. 82).

AP(M™) é um submédulo do médulo XJ(M™) (vide pdg. 78). A dimensdo de AP(M™) é

n!
pl(n—p)!”
— Volume (2, orientabilidade e orientagao em M"

Referéncia: Abraham-Marsden [2, cap. 2.5].

Chama-se volume uma forma diferencial de ordem méxima, isto é, uma n-forma Q € A™(M"),
tal que

Q(m)#0 , Vme M" .

Um exemplo é o volume padrao do R", representado num atlas de coordenadas cartesianas

r = (2%, ...,2") por
Qo(z) = dazt Ada® A - Ada™,

ou por
n

Q() = Z Giliz___indl'il X d£i2 - Q& da:Z”
(i)=1

Diz-se que a variedade M™ é orientdvel se ela admite um volume. Compare esta definicao
de orientabilidade com a dada na pag. 35.

Ex : A faixa de Mdbius e a garrafa de Klein, p. ex., ndo admitem volume; nao sao,
portanto, variedades orientaveis.

A esfera S? é orientavel, pois admite volume. Siga adiante e depois retorne a este ponto para
apreciar que um dos volumes admitidos por S? é a 2-forma Q representada nas coordenadas
esférico-polares usuais (x = sinflcos¢, y = sinfsing, z = cosf; 0 < 0 < 7w, 0 < ¢ < 2m;
22+ y? +22=1) por

Q(0, ¢) = sinOdf A d.

Note que Q(0,¢) #0 para0 <6 <7, 0 < ¢ < 2. O
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Como a dimensao de A"(M™) é igual a 1 e Q(m) # 0, qualquer elemento w € A™(M™) sobre
uma variedade M"™ dotada de volume, (M™, ), é um multiplo de 2, ou seja, w = f, onde f é
uma funcao real diferenciavel, f € F(M").

Q4 e Q9 sao ditos volumes equivalentes se, e somente se, existe uma funcao real diferencidvel
f(m) >0, Vm € M" tal que Q; = fQb.

Volumes assim relacionados formam uma classe de equivaléncia.

Uma orientagdo de M™ é uma classe de equivaléncia [©2] de volumes em M".

Variedade orientada, (M"™,[?]), é uma variedade M"™ dotada de uma orientacao [€2].

Se [©2] é uma orientacdo de M™, entao [—(1] é outra orientagdo, denominada orienta¢do
reversa.

Pode-se demonstrar que uma variedade orientavel é conexa se, e somente se, possui exata-
mente duas orientagoes, [Q] e [—Q].

Para (M™,[Q]), diz-se que uma carta (U, ¢) com o(U) =V C R" esté orientada positivamente
se, e somente se, a representagao de {2 é equivalente ao volume padrao, 29, de V C R", ou seja,
se as componentes tensorias de €2 sao fungoes positivas sobre V.

Sejam M e N, de dimensoes nao necessariamente iguais, duas variedades dotadas de volumes
Qe Qpu, respectivamente, e f : M — N uma aplicagao diferenciavel. Diz-se que:

f preserva volume se f*Qn = Qur;

f preserva orientagao se f*Qn € [Qr];

f reverte orientacdo se f*Qn € [—Qp];

determinante de f com relagao a Qp e Qn € a funcao det(q,, o) f definida por

[ QU = (det(q,, x5 f) 0

— Divergente de um campo vetorial

Seja (M™,Q) uma variedade diferencidvel M™ dotada de um volume destacado € e seja v
um campo vetorial diferencidvel sobre M™, v € X(M").

Como a derivada de Lie de um campo tensorial 7' de qualquer tipo é um campo tensorial
do mesmo tipo que o de T' (pag. 79), £, é um elemento de A"(M™") e, por conseguinte, um
multiplo de €2, conforme ja mencionado.

Denomina-se divergente de v em relagao a 2 o campo (divgv)(m) definido por

L, = (divqu)Q.

Exercicio 59:

Considere M = R"™ com coordenadas cartesianas x = (z*,...,z").

Demonstre que o divergente de um campo vetorial v € X (R™) em relagao ao volume padrao
do R™ € dado pela conhecida expressdo

. vl ov? o™
(dive,v)(r) = @(Uﬂ) + W(Uﬂ) +-+ w(l’)-

Ji---Jq
i1...9p

(Adapte a expressio de (Lyt) dada no Exercicio 57 a presente situa¢ao.)
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4.2 Produto exterior

Casos particulares

— Produto exterior de 2 vetores cotangentes 0',6% € T} M.
E a aplicacdo ' A 62 : T, M x T, M — R' definida por

1 1
(0 A 6% (v1,v0) = 0 (v1) 0 (v) , Yui,ve €T, M.

Da definicao decorre:
(01 A 0% (v1,v2) = 01 (01)02 (v2) — 02 (v1)0 (v2) = (' ® 6% — 6% @ 6Y)(v1, v2).

Exercicio 60:
Mostre que
a) 0 A 6% é uma forma exterior p =2 em m € M.
b) OV NGO%2 = —02 N0, N0 =0,i=1,2.
¢) a(0* A O?) = (ad') A O% =0 A (ab?), o € R
d) OV A (af? + BO%) = a(0* NO?) + B(O* A O3), a,B€ER', 6" € T) M.

Exercicio 61:

Considere M = R?, coordenadas cartesianas (x! =z, 22 = y) e o0 ponto m representado pela
origem do sistema de coordenadas (x,y).

a) Dados 8 = Adx + Bdy e w = Pdz + Qdy, mostre que 0 Aw = (AQ — BP)dx A dy.

b) Para dois vetores quaisquer v,u € T,,M, constate que (dz A dy)(v,u) € igual a drea do
paralelogramo formado pelos dois vetores, a menos de um sinal.

(Lembre que dz'(vy,) = v& (pdg. 67), onde vl € a i-ésima compo-
nente de vy, na carta de coordenadas v = p(m).)

xT

c) Seja x =rcosb, y =rsinf. Expresse dz, dy em fun¢ao de dr, df e mostre que dz Ady =
rdr A df.

(Note que o jacobiano de transformagdao € J = ‘a

| =)

— Produto exterior de p vetores cotangentes ' € T M
E a aplicacdo 01 A 2 A --- A OP definida por

0 (v1) OY(va) ... 0 (vp)

2 2 2
(0' AG2 A AOP) (01,09, .0 0p) 1= 02() 0%(va) o ) |y e A

67(v1) OP(vs) ... 6°(v))

Propriedades:
a) 0L AG2 A -+ AP 6 uma forma exterior de ordem p em m € M.
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b) OLAG2A- - A0 = (—1)VOLNO2A- - -AOP, onde (i1, da, ..., ip) é uma permutacio de (1,2, ..., p)
ev= { (1) p;zgz‘?gzgo% . O valor de (—1)” é chamado sinal(sign) da permutacao.
c) 0L A2 A~ AOP =0 se dois ou mais #° sdo iguais.
d) ' AG%2 A --- A 6P é linear em cada um dos p fatores.
e) 0L A2 A-- AP =0sep>n (néadimensio de M™).
Ex:
Considere M = R? com coordenadas (z' = z, 22 = y, 2% = 2) e m a origem de R>.
dx Ndy = —dy N dx
o drANdz=—dzNdx dr' N da? = —dad Ndat, i #
dyNdz = —dz Ndy
e deNde=dyndy=dzNdz=0, da'*ANdz'=0.
e 0 ANw = (Adzr + Bdy + Cdz) A (Pdx + Qdy + Rdz)
= (AQ — BP)dx Ndy + (AR — PC)dx Ndz + (BR — QC)dy N dz.
« Se # = w na expressao anterior, obtém-se § A 6 = 0.
o (dz* Ad2?)(v,u) é igual & drea do paralelogramo formado pelas projecoes de v e u sobre o
plano X?X7, a menos de um sinal.

(dz A dy)(v,u)

o dx NdyNdz =dyNdzNdr =dzNdxNdy = —dyNdxNdz = —dzNdyANdzx = —dx ANdz Ndy.
o (dxNdyNdz)(vy,ve,v3) é igual ao volume do paralelogramo formado pelos vetores vy, va, vs,
a menos de um sinal.
. O produto de quatro ou mais dz’ em R? é nulo, pois contém necessariamente dois ou mais
dx' iguais, j& que existem s6 trés dz’ distintos, dz, dy e dz. Exemplo: dx A dy A dz A dz = 0.
O

Exercicio 62: Referente ao Ex. anterior,
a) demonstre que
deNdyNdz = dxRdy@dz+dyRdzQ@dr+dzQdxrRdy —dy@drRdz—drQdzQdy —dzQdyRdz.
(E facil. E s6 considerar dz A dy N dz aplicado a vetores genéricos (vy,va,v3), ordenar cada
uma das seis parcelas do determinante definitorio de (dx A dy A dz)(vi,ve,vs3) de tal modo a
preservar o ordenamento dos vetores (v1,vs2,v3) € invocar a defini¢ao de produto tensorial.);
b) comprove que a expressio acima assume a sequinte forma compacta:

3
de Ady A dz = dz' A da? Ada? = Z el dr' @ dz? ® da',

111213

(i)=1

Sabendo, p. ex., que €213, = —el23. obtém-se du Ndy ANdz = —dy A dx A dz, certo?

111213 119213
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¢) Comprove ainda que

3
dm/\dyzdx@dy—dy@da::z e dz' @ dx'.

1122

(i)=1

e também que
3

do) Nda? =Y ¥ da™ @da =0, j=1,2,3.

1112

(i)=1

Exercicio 63:

n . .
Mostre que ) F;j(x) dz* Ndx? = 0 quando Fi;(x) = Fji(x) e, portanto, como importante
ij=1
n . .
caso particular desta relagdo, que 8?&(%) dz' Ndx? =0, onde f € F(M™).
ij=1

Pode-se demonstrar (vocé nao quer tentar?) que, em termos do tensor de Kronecker (pég.
84), o produto de p vetores cotangentes é dado por

p
OEAPA- NP = 612"'p.p9i1®0i2®~-~®9ip,

11%2...7

(i)=1

onde cada um dos indices iy, 2, ...,%, assume os valores que rotulam os p vetores cotangentes,
1,2,...,p, e nao os elementos de alguma cobase natural de T*M, que é, por exemplo, o caso no
Exercicio 62.

Caso geral

— Produto exterior de duas formas exteriores quaisquer
Dados 0 € AL, (M) e w € AL, (M), o produto exterior de 6 e w é a aplicagio

ONw T, M X TpyM X - x Ty M—> R

p+q fatores

definida (Trés Senhoras [1], Nakahara [14]) por
1 :
(0 Aw)(v1...0p1q) = il Z (signm)w[0(v1...0p)wW(Vpst1..Vptq)]s

onde 7 é permutagao dos numeros (1,2, ...,p + q) e signm é o sinal da permutagao, signm = £1.
Outra defini¢cdo (Arnold [15], Abraham-Marsden [2], Westenholz [4]), equivalente, é

(O AW) (V1. 0p1q) = D (=1)Y(0 @ w)(viy .05y, Vjy -0, ),
= > (—1)”9(vi1...vip)w(vj1...vjq),

onde a soma é sobre permutacoes (i1, ..., ip, ji, ..., Jq) de (1,2,...,p + ¢) que obedecem ao orde-
1 permutagao impar

0 permutacao par

0 A w é uma forma exterior de ordem p +¢g em m € M. o

namentoi1<i2<---<ip,j1<j2<~-<jqel/:{
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Exercicio 64:

a) Para 0' e 02, ambas de ordem p = 1, mostre que (0* N6?)(v1,v2) coincide com a definicdo
anterior, em termos do determinante da matriz de elementos 0(v;).

b) Para 0 e w de ordem p =1 e q = 2, respectivamente, obtenha (0 Aw)(vy,va,v3) pelas duas
definicoes referentes ao caso geral e constate que, de fato, estas ddo o mesmo resultado.

¢) Conclua que 6 Aw do item b) é uma forma exterior de ordem p = 3.

d) Para 0%, 6% e 6, todos de ordem p = 1, comprove que 8 A (6% A 63) = (01 A 62) A 63.

— Produto exterior de duas formas diferenciais quaisquer

Dados 6 € AP(M) e w e AY(M), onde p > 1, q> 1, — 0 e w agora sao campos diferencidveis
—, 0 produto exterior (exterior product, wedge product) de 6 e w é o campo (A Aw)(m) que associa
a cada m € M o elemento 0(m) A w(m) € ALT4(M).

No caso de uma 0-forma f € A°(M) — funcdo real diferencidvel sobre M —, o produto exterior
de f e uma p-forma w € AP(M) é o campo diferencidvel f A w definido por

fAw:=fw,
onde fw é a multiplicagao por fungao junto ao médulo X (M) (pag. 78).

— Propriedades
O produto exterior de duas formas diferenciais exteriores é uma aplicacao

A AP(M) x A9(M) —s APFI(M)

que apresenta as seguintes propriedades:
1) Aw = (—)Plw AB; pode nao ser comutativo;
2) (OANw)ANw=0A(wAw); é associativo;
3) (0+w) ANw=0Aw+wAw;
WA O+ w)=wAbl+wA w, é bilinear
D FOAW) = () Aw =0 (fw); | e F(M),
onde F(M) é o anel das fungoes diferenciaveis sobre M (pédg. 52).

— Algebra exterior ou de Grassmann, A(M)

E o conjunto das formas diferenciais de todas as ordens (p = 0,1,2,...) sobre M juntamente
com as operagoes de adigdo e multiplicagio por fungao referentes ao médulo X (M) e com
produto interno dado pelo produto exterior.

A &lgebra A(M) é uma dlgebra graduada (graded algebra), isto é, uma colegdo {AP(M)} de
médulos indexados pelos ntimeros inteiros p e com uma aplicacao bilinear associativa

A AM) x A(M) —s A(M).

Obs.

Uma fungao real diferencidvel f pode ser encarada como elemento do anel F(M) sobre o
qual cada um dos AP(M) é definido bem como O-forma.

fw pode ser entendido como produto de uma p-forma por um elemento de F(M) ou como
produto interno de dois elementos da algebra A(M) — dado pelo produto exterior —, ja que
fAw:= fw.
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— Representagoes de formas diferenciais

Ex :

Considere M = R? com coordenadas (2!, 22).

Ha& trés maneiras de representar 2-formas:

1) w(z) = wia(z)dz! ®@ dr? + wo (z)dr? @ dat

2 . .
= Z wij($)d$l ® dil?], Wij = —Wji;
ij=1
2) levando em conta wis = —wsq € dz' A dz? = do' @ da? — da® ® da!, passa-se de 1) para
w(r) = wiz(z)dzt A da?

2
=Y wy(z)dz! ndx?, T<J;
1,J=1

3) considerando wiy = —w9; € dz' A dx? = —dz® A dz!, passa-se de 2) para
w(z) = swia(z)de' A da? + fwor (z)da® A dat
2 . .
= % Z Wij($)d$l Adz?, Wij = —Wjg.
ij=1

O
As representagoes de uma p-forma qualquer w € AP(M™) na carta (U, p), x = p(m) sao:

D w(x) =3 Wiig.ip(x)d2z" @ dz" @ --- @ da',  wjy4,.. i, totalmente anti-simétricas;
(i)=1
n
2w(z) =Y wnn.n(@)ds Ade2 A Ndzlr, << <,
(=1
onde wy, 1,...1,(7) sdo as componentes estritas de w(x).

n
3) w(z) = 1% Y Wiy (@)dx™ Ndx® Ao ANdx'®,  wiyg,. i, totalmente anti-simétricas.
(i)=1
Na literatura encontra-se com freqiiéncia a representacao 3) sem o fator 1%’ Ao passar para
os outros modos de representacao, ¢ preciso leva-lo em conta.

Exercicio 65:
Convenca-se de que
1 n ki..kp
@) Wiy iy = g1 2 €y iy Whakye
(k)=1
b) Z wil___ipdx“ R Rdxt = o
(i)=1 (
n
c) 1% > Whpk, dzF A Ndafr = 3w pdalt A Ndalr, <Dy < <

wklmkpda:kl Ao Adabe.
1

=
3‘||’M3

Os n diferenciais dz’ das funcoes coordenadas, encaradas como 1-formas, constituem a base
natural do médulo A (M™) = xXP(M™).
O conjunto dos nP elementos {dz" ® --- ® dz'?} é uma base para o médulo XS (M™).

O conjunto das ﬁip)! p-formas linearmente independentes {dz"* A---Adx?}, [ < --- < I,
constitui uma base para o submédulo AP(M™) de X)(M).

O conjunto {dz" A --- Adxz'}, sem ordenamento crescente nos (i) como em I; < --- < I,
nao é base para AP(M™), pois seus elementos nao sao linearmente independentes. E bom lembrar

isso junto a representagao 3), pois o esquecimento disso costuma causar desastres nos célculos.

Exercicio 66:
n
Dadas as formas o =3 adz’, =
i=1

n .
Bjdx? e w = a A f;
J=1
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a) mostre que as componentes de w na base {dx' ® dr’} sdo wij = a;B; — o Bi;
b) quais sdo as componentes estritas de w — componentes de w na base dv! Ndx?, I <J — e
quais sao as suas componentes na expansio em termos de {dz' N\ dx?}?

No caso particular do espaco euclidiano R?, coordenadas (2! =2, 2?2 =y, 2% = 2), costuma-

se adotar como base de A%2(R?) o conjunto formado por
dyNdz, dzANdzx, dzAdy,

chamado base usual do A%(R*), em vez do conjunto {dz! Adz’}, I < J.
Qual é a diferenca entre a base usual e a base {dz! Adz’}, I < J?

Exercicio 67:

a) Para o = aydx + aody + asdz e B = prdx + Pady + Psdz, mostre que as componentes
de a A B = —B Aa na base usual de A*>(R®) coincidem com as componentes do produto vetorial
usual, a x B, dos vetores o = a1i+ aoj + ask = (a1, a0, a3) e B = (b1, B2, 53).

b) Para o dada no item anterior e v = y1dy A dz + yodz A dx + vy3dx A dy, mostre que a
componente estrita de aw Ay = v A a coincide com o produto escalar usual, o - vy, dos vetores
a = (a1, a2,a3) ey = (71,72,73)-

¢) Obtenha as componentes de v dado em b) nas representagoes 1), 2) e 3) de p-formas.

Passando da carta a para a carta [, w(z,) muda para w(zg) de acordo com a lei de trans-

formacao de um campo tensorial do tipo < 2 >,

"L ozh Oxly
Wiy (T8) = ) s 28 o (@p)wn, Ly, (Talze)).
=1 975 8966

n . n .
As representacoes w(xg) = :z%! > wjl,,,(:ng)da:g A ew(zy) = 1% > wiy (xa)dTE A -y
21

estao relacionadas por

(335 pl Z Wis.. Zp($a(l‘ﬁ))d$“ (:EB) . /\d:l?if’($5)7
(9)=1

896 ( ) Jk.

onde dz¥* (zg) = 0.
Je=1

Exercicio 68:

Considere M = R®, a mudanca de carta (r,0,¢) — (x,y,2) dada por x = rsiné cos ¢,
y=rsinfsing, z=rcosh; r>0,0<0 <7, 0<¢<2m;|z|]>0,]|y >0,z >0 e o volume
padrdo do R® (veja pdg. 84), Qo(z,y, 2) = dx Ady A dz.

Mostre que Q(r, 0, ¢) = r%sin 0dr A df A de.

(Adapte a relagao entre as representagies w(a:g) e w(zqy) para este caso particular e desen-
volva os produtos exteriores, lembrando que dz' A dazd A dz* = 0 quando dois ou mais dx® sdo
iguais.)
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No caso particular de p = n (dimensao de M™), as componentes estritas das n-formas acabam
transformando-se conforme

WKy =1...Kn=n(28) = J(xg)wr,=1..1,=n(Za(23)),

onde J(zg) = det [axé (xﬁ)] é o jacobiano de transformacao das coordenadas.

K
8:(:5
Ex :
Vide o exericio anterior.

— Imagem reciproca (pull-back) de p-formas
Uma f: M" — N, f:m+—— n diferencidvel sobre M induz uma aplicacao

f*ZAp(NS)HAp(MT) ) pésu pST
que associa a cada w € AP(N®) uma p-forma f*w € AP(M") definida por

(fFw)(m) (V1 ey vp) 1= W) (fryV1s ooy fraVp) 5 Vi € Ty M.

(Veja pag. 68, 70 e 77 e Trés Senhoras[1, capIV.A.3]).

f*w é denominada imagem reciproca (pull-back) de w.
Num par de cartas onde m, n e f sao representados, respectivamente, por z, y e y = y(x),
a relacao entre w e f*w é

1 < . .
wly) == > wir, W)y A Ady's
T (i)=1

s . .
. oy" y'» ,
(f* )i, (@) =g:1 o (@) o @i, (@) () =1
7)=

Ex : Inclusao, volume da esfera S

Considere a inclusio (pag. 9) da esfera S? mergulhada no R3, i : S2 — R3.

Sejam (0,¢); 0 < 6 < 7, 0 < ¢ < 27w as coordenadas esférico-polares usuais da esfera, e
(z,y, z), as coordenadas cartesianas usuais de R
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A imagem reciproca de w = Pdy A dz + Qdz A dx + Rdx A dy € A*(R®) perante i é
(i*w) = (Psin @ cos ¢ + Q sin fsin ¢ + R cos0) sin 0dh A dep € A*(S?).

Considere um ponto m qualquer sobre S%, de coordenadas (z,y,2) no R®. O vetor r =
ri+yj+ 2k = (2,9, 2) é unitdrio, pois #2 +y>+ 22 = 1, e é o vetor posicional de m no R3, certo?

Considere dois vetores, v = (Az, Ay, Az) e u = (Ax, Ay, Az), ortogonais entre si e tangen-
tes a S? no ponto m. Suponha que Az, ..., Auw, ... sejam distancias elementares, infinitesimal-
mente pequenas, no R3.

O produto misto r - (v x u) = z(AyAz — AzAy) + --- é o elemento de drea de um plano
tangente & esfera no ponto m, certo? Como Az, ..., Az, ... sdo infinitesimais, r-(vxu) é também
(numericamente) um elemento de drea da esfera no ponto m, certo?

Exercicio 69: Sejo w = xzdy A dz 4+ ydz A dx + zdzx A dy.
a) Mostre que w, aplicado a v = Ama% +--eu= &8% + -, produz w(v,u) =r- (v X u).
b) Mostre que i*w = Q € igual a (0, ) = sinOdf A dp em coordenadas (0, ).

Q é o volume de S?, referido na pag. 84. O
Teorema: f induz um homomorfismo f* entre as dlgebras exteriores graduadas A(N®) e
A(M™).

Homomorfismo entre A(N®) e A(M") significa uma aplicacao f* : A(N¥) — A(M") tal que
a) f*(aw+ B0) = af*w+ Bf*0 , w,0 € AP(N®) , o, €R;

b) f*(wAB)=ffwA f0 , weAP(N®), § € A1(N*®).

Vocé nao se anima a demonstré-lo? A propriedade b), por ex., é muito ttil.

Quando f é um difeomorfismo (r = s), o homomorfismo transforma-se em isomorfismo.

— Imagem (push-forward) de p-formas
Uma aplicagao f: M™ — N, f : m +— n difeomérfica sobre M" induz uma aplicacao

foi AP(M™) — AP(N™) | p<n
que associa a cada w € AP(M™) uma p-forma f.w € AP(N™) definida por
f* = f_l* )

ou seja, por

f+«w é denominada imagem (push-forward) de w.
Se f é diferencidvel, w(n) possui garantidamente imagem reciproca. Para que w(m) possua
imagem f.w, f deve ser mais do que diferencidvel; deve ser difeomoérfica (pég. 51).
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— Invariancia e simetria de p-formas
Uma p-forma w é invariante perante um difeomorfismo f: M — M, f: m+—— n se

[ w(n)) = w(m)
ou, equivalentemente, se
fe(w(m)) = w(n).

f é dita uma simetria de w nesse caso.

Ex :

Sobre o cenario béasico da formulacao Hamiltoniana da Mecanica Classica, o fibrado co-
tangente (pag. 68) do espaco de configuracio, M?" = T*Q" , existe uma 2-forma destacada
(distinguished), denominada forma simplética natural de T*Q, wy. Veja a observacao a pag. 66
para recordar o significado do adjetivo “natural” e aguarde a pag. 101 para saber o que é uma
forma simplética, e a pag. 104 para saber porque wy é uma forma simplética “natural”. wg € a
derivada exterior, a ser apresentada logo adiante, da forma de Liouville 6y (pag. 71), wy = dby,
e é representada em coordenadas naturais (z!...2%") = (¢'...¢", p1...pn) de T*Q™ por

w0(4,P) = W0.0n (4, P) Z dp; N dq'.

A aparéncia de wg é denominada forma canénica quando é a aparéncia acima, wy,,,, -

Transformacao canénica — no contexto geométrico da formulacao Hamiltoniana — é uma
mudanca de coordenadas (g, p) — (g, p), entendida como um difeomorfismo f : R** — R?",
que deixa invariante a forma canodnica de wy,

f*woca7l(67 ﬁ) = woca'rl(q?p) ’ f*woca'rL(q?p) = woca7l(67 ﬁ) .

f é uma simetria de wy_,,, .

As mudancas de coordenadas naturais de T*Q (veja pdg. 69 e 71) sdo transformagdes
candnicas.

Comprovagao: dada a mudanga de coordenadas naturais

7 = q'(q) ¢ = 4'(q)
_ n 9q7 / — — 2 oy = , =10,
pi = -21 Pige ((q)) pi = leg o7 (a())

‘]: ‘7:

segue das relacoes que carcterizam essa mudanca que
dpi(q,p) A dq'(7, p)

apldpﬁrzapl >A<Zapldpz+2 d"“)

-

@
Il
—

f*wocan (Q7p) =

|
M:

=1

@
Il
—
<.
Il
—

Il
M:

@
Il

-
<

6q]dp] + Z pjaq (6(1]) %Irlnd(jm> <0+ Z 8q =dq >

Jslym=1

MJ

,_.

<.
Il

—

i,5,0=1 k=1

.

[y

j=1 li=1

.

RRINGERINGE

5id]3j Adg® + Y p; < > 681( ) dg' A dq ) (veja o Exercicio 24)

= dpi N dg* + 0 (veja o Exercicio 63)
k=1

= wocan (67 ﬁ) N

g 9q' S o7\ [ <= 8 5\ Og ok
i) mnan s 5 ik (£ %W)A(E S

)
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H4, porém, transformactes candnicas importantes na Mecanica Hamiltoniana que nao sao
mudancas de coordenadas naturais. O

Exercicio 70:

Para um oscilador harmonico isotrépico, por ex., a evolugao temporal sobre o espaco de fases
de momentum € dada por
i

¢ = a'cos(wt)+ L sin(wt)

L= T o ‘ i:1,2,...,n.
pi = —wz'sin(wt) + y' cos(wt)

Mostre que a relagdo entre os valores de (q,p) para t qualquer e seus valores iniciais, ¢'(0) =
xt, p;(0) = o, € uma transformagdo candnica. Repare que ela ndo é mudanga de coordenadas
naturais (por que ndo?).

4.3 Derivada exterior

— Derivada ou diferencial exterior de p-formas
Encontram-se na literatura duas concepgoes de derivada ou diferencial exterior.

Definicao implicita

P.d-0) Derivada ou diferencial exterior é uma aplicagao
d: AP(M™) — APTHM™) | p=0,1,2,...,n

que satisfaz as seguintes propriedades:
P.d-1) d é linear,

d(ow + B6) = adw + BdO , 0,w € AP(M™), o, € R';
P.d-2) d obedece a regra antiLeibniz,
dwN0)=doNO+ (-1 PwAdl , we AP(M), 0 ANI(M"),

P.d-3) d* =0, isto é,
d(dw) = 0;
P.d-4) Se f é uma O-forma, df é o diferencial ordindrio de f (pdgs. 57, 67), representado
em coordenadas x por

df :Z; gfz (z)dz';

P.d-5) d é local, o que quer dizer que se w e € coincidem em um aberto U C M"™, entao
dw = df em U, isto é, o comportamento de w fora de U nao afeta dw em U;

(dw)|y = d(wly) -
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Teorema: Existe um operador d definido univocamente pelas propriedades acima.
Referéncias: Trés Senhoras[l, cap. IV.A.2]; Abraham-Marsden [2, Teorema2.4.5]; C. von
Westenholz[4, cap. 7 e proposigao 2.1]; Curtis-Miller[12, proposicoes 9.41 e 9.42].

Definicao explicita

Seja uma w € AP(M™) representada na carta (U, ), p(m) = z por
1 & . ,
H=1

As componentes w;)(z), (i) = (i1, ..., ip) sd0 O-formas, fungdes reais diferencidveis para todos os
valores dos elementos de (7).

O operador derivada ou diferencial exterior d é um operador que associa a w um ente dw
representado na carta (U, ¢) por

P.d-6)

n
dw(x) = I% Z dwi, .., () A dz’t A - Adx',
(i)=1
. n Owiy(Z) ; |« . . e

onde dw; () —kzl —gor—dz" ¢ o diferencial ordindrio de w; ().

Referéncia: W. Thirring [11, Def. 2.5.1 (definigao explicita)].

A demonstragao do teorema da existéncia e unicidade de d (veja, por exemplo, Trés Senhoras
[1] e Abraham Marsden [2]) é feita em duas partes:

1%) demonstra-se que um operador d que satisfaz as propriedades P.d-0), 1),...,5) produz
univocamente P.d-6);

2%) demonstra-se que d definido por P.d-6) é independente de carta e satisfaz as propriedades
P.d-0), 1),...,5).

Exercicio 71:

a) Efetue a primeira parte da demonstragao (€ facil e é importante).

b) Mostre que a expressio P.d-6) mantém sua forma perante mudancas de carta (dai a
independéncia de carta do operador d).

— Observagao

A definicdo implicita é a preferida na literatura e poe em destaque, ja de inicio, as proprie-
dades intrinsicas de d, independentes de carta, utilizadas nao sé em operagoes que independem
de coordenadas, como, p. ex., nas demonstragoes das relacoes entre d, i,, L,, etc. (pag. 115) e
nos exemplos de aplicagdo destas (pdg. 116 em diante), mas, também, em célculos dependentes
de coordenadas, quando nas representacgoes 2) ou 3) (pag. 90) das p-formas as componentes

tensoriais e as coordenadas sdo encaradas como O-formas.
Ex :

’

E interessante verificar que uma série de relacoes conhecidas da Anilise Vetorial do R3
decorrem das propriedades de d — usando a base usual de A%(R?) (pag. 91).

Pd-3) = {rot(gradf) =0, p=0;

div(rotv) = 0 , p=1.
grad(fg) = ggradf + fgradg , p=0,g=0;
Pd2) = rc_>t(fv) = (gradf) x v + f?otv , p=0, qg=1;
div(fv) = (gradf)-v+ fdivw |, p=0, ¢=2;
div(vxu) = (rotv)-u—v-(rotu) , p=1,¢g=1
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Essas relagoes surgem de imediato das propriedades do operador d apdés uma consulta ao
seguinte “dicionario”, sob forma de exercicio, e também ao Exercicio 67:

Exercicio 72:

a) Dada f € A°(R3), mostre que as componentes de df coincidem com as do gradiente de f,
gradf.

b) Dada o = ayde + asdy + asdz € AYR3), mostre que as componentes de da coincidem
com as do rotacional de ov = (a1, g, a3), Totar.

¢) Dada B = Bidy A dz + Bodz A dx + Badx A dy € A2(R?), mostre que a componente estrita
de df coincide com o divergente de 3 = (31, B2, 3), div3.

As expressoes acima encontram-se em Trés Senhoras [1, cap. IV.A.2] e, juntamente com
muitas outras, no interessante artigo “Differential forms as a basis for vector analysis - with
applications to electrodynamics”, de N. Schleifer [18]. O

— Componentes tensoriais de dw
n

Os elementos & =22 em dw = 1 > i quk A dz A -+ A da'?, que é obtida de w
p! Oz p: (=1 ox
segundo P.d-6), nao sdo as componentes tensoriais, totalmente anti-simétricas, da (p + 1)-forma

dw. Para obté-las, é necessdrio expressar dw em termos de dz/! ® dr’/? ® --- ® da’r+!, base de

X\ 1 (M), usando dz® Adz A- - Ndxtr :( ;1 E?fz'é....%zpﬂdxﬂ ®dr?®- - -®@dx/rt! e a anti-simetria
] =

Owiy ..i T .
de 1% 5o nos indices ().

Casos particulares

n

Wp=0, f=f@). df =3 Zh()dst =3 (@f)uds

(=L @)

n

b)p=1, 0= O;(x)dz’ , dd =5 idab ndzi=> (df)pida* @ dz® |

— i=1 k=1 Ot k=1
00; 0y
[0 = 50% ~ Bar
)p=2, w=Y wja)dr'@dad =% Y wy(z)da® Adad
i,7=1 i,7=1
dw=9 > %;ﬁf (z)dz® Ndzt Adad | dw= Y (dw)gidr® ® da' @ dad
irj k=1 irj k=1

p=3, w=3Y wjle)ds ®d! @da' =% > wij(z)da’ Adad Adal |
i-jl=1 Cingil=1
n . . n . .
dw=% > ag;ii’ (z)dz® Ndzi Adad Ndpt =Y (dw)ijdet @ dat @ dod @ dat
i7j7l7k:1 imj’l’k:l

Owiji  Owjie | Owii Owpj

oxk Ozt ozJ ozl

(dw)kijz =
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Exercicio 73:

Obtenha as expressoes de (df)ki, (dw)kij e (dw)giji dadas acima

Caso geral

n .
Para uma p-forma qualquer, w = ) w;, ; dz" ® -

(i)=1

n . .
= 1%! ()21 Wip..ipdT™t N - N da'P,

.

as componentes tensoriais de dw =

M:

8w¢14.4ip deF Adxt A - A dte
) T ozk

\Tl/mg ’E|>—A

k(i

( )]1j2..~jp+1dxj1 Rdr’2 ® - - ® dxir+t
(J

sao dadas por

n

d _ kiv..i, 1 Owiy i,
(dw)jijo.jpir = E € :

Jgzedepl o Ok
k,(1)=1

Exercicio 74:

Obtenha, como casos particulares do caso geral, as expressoes de (d)y;, (dw)ri; € (dw)riji

— Formas diferenciais fechadas e exatas

Forma fechada ou cociclo (cocycle) é uma w € AP(M) tal que dw = 0.
Forma ezata ou coborda (coboundary) é uma w € AP(M) tal que
6 € AP~L(M).

= df para alguma
Atencao:

Toda forma exata w é fechada, pois dw = d(df) = 0, em vista da propriedade P.d-3), mas

nem toda forma fechada é exata! O lema de Poincaré, mais adiante (pdg. 100), aborda esse
assunto.
Ex :

Todo fibrado cotangente, T*Q", possui uma forma simplética natural, wgy, apresentada no
Ex. da pag. 94 e retomada mais adiante, na pag. 104. wg é exata, pois, por definicdo, é a
derivada exterior de uma 1-forma, a forma de Liouville, §y (pag. 71); wo = dby

n .
Em coordenadas naturais (¢,p) de T*Q, 0y é dada por 6y =>_ p;dq’, e, conseqlientemente

i=1
wo = dfg =" dp; Adqg'.
i=1

E facil de verificar — compare com a demonstracdao junto a definicdo de transformacao

canonica (pag. 94) — que wp € invariante perante mudangas de coordenadas naturais (g, p)
(g, p) sabendo que 6y é invariante (pag. 71): como

0o szdq — 00(q,p) Zp]dq,
=1
entao

demdq — wo(q, p) = dbo(q, p) de]Adq
=1
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Ex :

Seja F(x,y, z) um campo de forcas conservativo no R?. Isso significa que o trabalho realizado
por F ao longo de qualquer caminho fechado é nulo. Existe conseqiientemente uma funcao escalar
V(z,y, z), denominada fungao (energia) potencial, tal que

F = —gradV .

Conclui-se que § = F - dr = Fydx + Fydy + F3dz € A'(R?) estd relacionada a V € A°(R3)
através de
0 =—dvV .

Generalizando, dada uma p-forma w exata de ordem p (> 1) qualquer, uma (p — 1)-forma 6
tal que w = df é também chamada de potencial.

Uma forma exata admite infinitos potenciais, pois se 6 é um potencial, entao 6’ = 6 + o com
« fechada também é.

Mudanca ou transformacao de calibre é uma mudanca de potencial

0 —0=0+a, da =0.

Od
Ex :
O termo “transformacao de calibre”, aplicado a mudancas de potencial de p-formas exatas,
tem sua inspiragao no Eletromagnetismo.
O tensor de componentes usualmente representadas por F),, e que caracteriza a intensidade
3 3
do campo eletromagnético é uma 2-formaw = ) Fjdet@da’ = ) %F wdrt Adz? definida
p,r=0 H,v=0
3
sobre o espaco de Minkowski e obtida por derivacao exterior, w = df, da 1-forma 0 =5 A,dz”

v=0
associada ao quadrivetor (cotangente) potencial eletromagnético A = (¢, A), F, = g‘;‘;; — 8821,; ,

w,v=20,1,2,3.
w nao muda perante a transformagao § — 6’ = 6 + dx, o que significa, em termos de F,, e

A, que Fy,, — F},, = F),, perante a mudanca de potencial 4, — A, = A4, + %, conhecida
no contexto do Eletromagnetismo como transformacgao ou mudanca de calibre. O
Ex :

Na formulagao Hamiltoniana sobre (T*Q", wp), uma mudanga de calibre 6y — 6’ = 6+ dF,
F € AT*Q) — por exemplo, 0/ =Y (p;dq’ — d(piTqi)) =3 (%pidqi - %qidpi) — nao afeta

as equagoes de Hamilton, pois estaslsc% dependem do Hamiiténiano H e da forma simplética
n
df’ = dfy = wo =5 dp; A dq', como serd visto mais adiante, no Exercicio 83. O

Ja foi mencioflaiio anteriormente que toda forma exata é fechada, mas que nem toda forma
fechada é exata.

Ex :

O rotacional de um campo de forgas conservativas é nulo, rot(gradV)= 0. Mas se F é tal
que rotF = 0, F nao é necessariamente conservativo. Isso quer dizer que o trabalho realizado
por F ao longo de algum caminho fechado pode nao ser nulo. O

Ex. classico:

Considere o plano perpendicular a um condutor elétrico retilineo de comprimento infinito e
espessura desprezivel. Uma corrente elétrica ¢ gera um campo magnético B paralelo ao plano e

1

que obedece a m f() B - dl = i para qualquer caminho fechado C envolvendo o condutor.
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Para a corrente elétrica dada por ¢ = i—’;, o campo B é tal que

f=B-dl (—ydx + zdy),

-
em coordenadas cartesianas.

0 é denominada forma de Oersted-Ampére e é uma l-forma (campo vetorial cotangente
diferencidvel, sem singularidades) sobre a variedade M = R? — {0}. M simula o plano R>
perpendicular ao condutor e com um “furo” na origem, por onde passa o condutor.

6 é fechada; df = 0 (rotB = 0, conforme o Exercicio 72-b). Confira.

6 nao é, porém, exata, 6 # d¢, pois §0 = § B - dl = 21 # 0 para contornos envolvendo o
“furo”. Se 0 admitisse potencial, § = d¢ (B = grad ¢), ¢ 6 teria que se anular para qualquer
caminho em M, inclusive aqueles que contornassem o ”furo”.

Note que um possivel candidato a potencial, ¢ = arctan(%), nao é funcéo continua e dife-
renciavel sobre todo M — ¢ possui corte de ramo, “branch cut” — e nao é, portanto, uma 0-forma
sobre M.

A expressdo de ¢ acima é aceitdvel, porém, como potencial local, valido em qualquer regiao
que nao contenha corte de ramo. O

O fato de uma forma fechada sobre uma variedade M nao ser necessariamente exata tem
a ver com aspectos globais, de natureza topoldgica de M (a existéncia de um “furo” no Ex.
classico acima, por ex.).

E nesse ponto que os aspectos locais (carregados pelas formas diferenciais) e globais de M
se fundem, consubstanciando o que é conhecido na literatura sob o nome de Cohomologia de de
Rahm.

Referéncias: Veja, por ex., C. von Westenholz [4, cap. 10]; Nash-Sen [3, cap. 6]; M. Nakahara
[14, cap. 6].

— Lema de Poincaré

Sobre um aberto U C M™ difeomérfico a R™ — U ¢ contratil (pdg. 17) a um elemento qualquer
do R™ —, todas as formas fechadas de ordem p > 1 sao exatas; dw = 0 = w = dff em U. No
caso particular p = 0, dw = 0 significa que w é uma funcao real constante. (Veja, por ex., Trés
Senhoras [1, cap. IV.B.3, pag. 224].)

Ex :

Todas as formas fechadas sobre R? sdo exatas, certo?

Se M™ nao é difeomérfica a R"™ e uma p-forma w fechada nao é exata, isto é, se nao existe
(p — 1)-forma 6 definida sobre todo M™ tal que w = df, o lema de Poincaré garante, porém, que
w é localmente exata, pois sempre é possivel encontrar em torno de cada elemento de M"™ um
aberto U difeomérfico a R". Neste aberto valerd w|;; = df para alguma 6 € AP~1(M™). Uma
tal 8 é chamada de potencial local. O

Ex :

No Ex. cldssico (pag. 99), M = R? — {0} nao é difeomdérfico ao R?, por causa do “furo”
na origem, e a l-forma de Oersted-Ampere é fechada, mas nao exata. Ela é, porém, exata
localmente, e ¢ = arctan(£) é um potencial local, vélido em qualquer regiao aberta que nao
contenha corte de ramo de ¢. O

Ex :

A esfera S? e o toro T2 ndo sdo contriteis, e, portanto, uma 2-forma sobre qualquer uma
destas duas superficies é obrigatoriamente fechada, por ser de ordem méxima, mas nao neces-
sariamente exata.
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Essas duas variedades sao exemplos de variedades orientaveis compactas, que admitem 2-
formas volume (pag. 84) fechadas porém nao-exatas. O

Exercicio 75:
Para S?, considere o volume Q dado no Exercicio 69. Apresente wma 1-forma potencial local
para ) e especifique o maior dominio U de validade do potencial.

— Variedade simplética

E um par (M?",w), onde M?" é uma variedade diferenciavel de dimenséo, obrigatoriamente,
par, 2n, e w é uma forma simplética destacada (distinguished) sobre M?".

Forma simplética w é uma forma diferenciavel caracterizada por

1) w é uma 2—forma;
2) w é nao-degenerada;
3) w é fechada; (dw = 0).

Nao-degenerada significa:
w(m)(Vm, Um) =0, Vupy, = v, =0, Vm € M.

Numa carta (U, ¢) qualquer, de coordenadas x, as propriedades 1), 2) e 3) acima implicam,
respectivamente,

1) wij(z) = —wji(x) , wi;(z) diferencidvel
2) det [wi;(z)] #0
3) awij jawjk 8wki 0 Vx € QD(U)

oxk  Oxt OxJ
Como o determinante de qualquer matriz r X r de dimensao r impar é nulo, decorre de 2) que
M deve possuir, necessariamente, dimensao par, 2n, para que possa admitir forma simplética.
(M?",w) é orientavel, pois a 2n-forma

(W'=wAwA---Aw
N—_—

n fatores

é uma forma volume; w(m) # 0 = (w)™*(m) # 0, Vm € M?", em vista da propriedade 2) acima.
A 2n-forma usualmente considerada para volume de uma variedade simplética é

N
a,= Ty,
onde [%E] ¢ o maior nimero inteiro resultante de 24 ([HE] =1, [EL] = 1, [2H] = 2,
(4129 ),

Por ser uma forma bilinear nao-degenerada definida sobre o espago vetorial T,, (M), w(m)
induz um isomorfismo, dito natural, entre T,,,(M) e T;% (M), como apontado na péagina 66.
R. E. M. S. (veja ao pé da pédg. 31): seja
& (m) : TpM — T M

a aplicacao definida por

& (M) : U > Oy, O (u) := w(M) (Vs Un) 5 Yy, € Tp(M).
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A . . (.
w (m) é o isomorfismo natural §' da pagina 66.

A A
Em coordenadas x, w (m) é representada pela aplicacdo w (z) : v, — 0,,

2n
Orj =>  viwij(x) , §=1,2,...2n.
i=1

A . . .
w (m) possui as seguintes propriedades:
AN , 1s . JEIST
i) w (m) é linear, pois w(m) ¢ bilinear;
AN .. . . . ~ P
i1) w (m) possui inversa, pois em vista de det [w;j(x)] # 0, o sistema de equagoes algébricas
2n
05 =Y viwij(z), j =1,2,...,2n admite solugao v, tnica para cada @;
i=1
A

i1i) w (m) é sobrejetora para T,, M e T*M de dimensdes finitas.
Conseqiientemente, a propriedade 2) de w pode ser substituida, equivalentemente, por

2) o (m) induzida por w(m) é um isomorfismo entre T,,M e T} M , Ym € M.

As propriedades 1) e 2) de w correspondem, respectivamente, as propriedades 1') e 2) do
campo tensorial métrico, g, de uma variedade Riemanniana, (M™,g) (Veja Trés Senhoras [1,
cap. V.A.1]):

1) gij(z) = +gji(x) , gij(x) diferencidvel
2') det [g5(x)] # 0

Diferentemente de 2), a propriedade 2') ndo implica que a dimensao da variedade Rieman-
niana seja necessariamente par. A dimensao de (M"™, g) pode ser qualquer, par ou impar.

Em comparacéo a g, que nao é uma 2-forma e que nao pode, portanto, ser alvo da derivada
exterior, w possui uma propriedade definitéria adicional, dw = 0. Que importancia tera esta
propriedade? Veja a seguir.

Vo € o(U).

— Teorema de Gaston Darboux

Referéncias: Abraham-Marsden [2, cap. 3.2]; Trés Senhoras [1, problema IV.6]; V. Arnold
[15, cap. 8.43]

Seja w uma 2-forma nao-degenerada sobre M?". Entdo w é fechada, dw = 0, se, e somente
se, para cada elemento my € U existe uma carta (U, ), mg € M com coordenadas ¢(m) =
Zpary = (25,5220 ) = (b2 yt.y™), m € U tais que

a) p(mg) = (0, ...,0) € R*";

b) a representacao w(zp.,) de w(m) é constante em ¢(U) e assume a forma padrao, dada
em termos das componentes w;; de w, pela matriz

s = (5 5

onde I é a matriz identidade de dimensao n x n.

Exercicio 76:
a) Mostre que a forma padrao também € representavel por

W(Zpars) :Z dy' A dz'.
i=1
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b) Conclua que o volume 2, de uma variedade simplética é representado nas coordenadas
Zpary Pelo volume padrao do R" (pdg. 84),

Qw(2par) = det Ao Adz ANdy' A A dy".

Uma variedade simplética (M?",w) possui, pois, na vizinhanca de cada elemento um sistema
de coordenadas — na realidade, infinitos sistemas de coordenadas — no qual w assume a forma
padrao.

Tais coordenadas sao denominadas coordenadas de Darboux ou coordenadas simpléticas.

As variedades simpléticas correspondem na geometria Riemanniana aos espacos planos, os
quais admitem, em torno de cada ponto do espago, sistemas de coordenadas nas quais as com-
ponentes do campo tensorial métrico formam uma matriz diagonal constante. No espaco de
Minkowski, p. ex., a matriz pode assumir a forma

1

[94()] = ) , Va € o(U).
=

Em contextos envolvendo variedades simpléticas — na formulacao Hamiltoniana tradicional
da Mecanica Cléssica, p. ex. — considera-se muitas vezes a forma padrao de w como cdanone,
passando esta a ser chamada de forma canénica. Conseqiientemente, as coordenadas de Darboux
também passam a ser chamadas de coordenadas canénicas.

Transformacgées candnicas, no sentido mais amplo do termo, sao aplicagoes que deixam
invariante um canone.

No caso de uma variedade simplética (M,w), quando o canone é a forma padrao, weq, =
w(Zpar), transformacoes canoénicas sdo mudangas de cartas, entendidas como aplicagoes f :
R?™ — R?™, que deixam invariante weqn,

*
f Wean = Wean-

f é uma simetria de wegp.

Quando (M,wps) e (N,wn) sdo duas variedades simpléticas, encontra-se também sob o
nome de transformacao canénica (Abraham-Marsden [2, Def. 3.2.5], p. ex.) a transformagdo
simplética ou simplectomorfismo definido pela aplicacao

f:M—)N s f*wN:wM.

Para uma variedade simplética qualquer, passar de coordenadas x quaisquer para coorde-
nadas de Darboux é sempre posivel, em principio. Mas pode ser muito dificil, praticamente
impossivel, encontrar a lei de transformacao; ou nao ser desejavel, quando, por ex., as coordena-
das x possuem significado fisico de interesse, ou quando a forma padrao de w nao é considerada
canone, como, por ex., no formalismo Hamiltoniano-simplético da Mecanica Lagrangiana.

— Exemplo classico de variedade simplética

Considere um fibrado cotangente qualquer, M?" = T*Q™.

Sobre M existe uma 1-forma natural 6y, baseada na estrutura de fibrado de M e chamada
de 1-forma canonica de T*Q. 0y é definida intrinsecamente, independente de carta, do seguinte
modo:
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Considere os fibrados T*Q, TQ e T(T*Q), com as respectivas projecoes canonicas, 7g, 7¢ €
Tr+q (pags. 59 e 69), e a aplicagao prolongamento ou tangente (pag. 60) de 7q, Tr,, tal que os
seguintes diagramas comutam,

Q) —2 T v, e,
e v,
" I m € TFQ
TT*Ql lTQ TT*Ql J/TQ ,Uq c TqQ

m € TrnM (=T, (T*
M=TQ—— @ m— g e
TQ ™

Seja ©,, € T M (=T (T*Q)) tal que

<O, Vin > = < 7@ Vin, Tng Vin >
= <m,vg > , VYV € T M.

A 1-forma canonica 6y, também chamada de forma de Liouville (pdg. 71), é a aplicagao
Op: M — T*M , 6y:m+— O,,.
Conseqiientemente, existe também sobre 7% M uma 2-forma natural wg, dada por
wp := dby

e denominada 2-forma canénica de T*(Q), ou, em vista da conclusao apds o préximo exercicio,
forma simplética natural de T*Q).

Em coordenadas naturais (g, p) quaisquer de M = T*@Q — é usado o mesmo simbolo, ¢, para
as coordenadas de ¢ € ) — os elementos V,,,, m e v, sao representados, respectivamente, por

- 0 0 - "~ ;0
Z(Uﬁ_ql+F28pl) ) szdq ; Zvaqi’
=1 i=1 =1
e um vetor cotangente ©,, € T*M qualquer, por
n . .
Z a;dg’ + b dp;.
j=1

Exercicio 77:
a) Mostre que as componentes de ©,, nas coordenadas (q,p) sao

a; =PpPj ¥ =0 5 jZl,...,’I’L

e, portanto, que Oy e wy sao dadas, respectivamente, por
n n
Oo(q.p) =>_ pidg’ , wolq.p) =Y dp; Adg’.
Jj=1 j=1

b) Conclua que wy € nao-degenerada no dominio da carta de coordenadas (q,p) e, por con-
sequinte, em todo T*Q).



Capitulo 4. Calculo Exterior 105

Conclusao: como wy é uma 2-forma nao degenerada e exata, e, portanto, fechada (wy :=
dfy = dwy = d*6y = 0), wp é uma forma simplética.

Note que as coordenadas naturais de T*(Q) resultam ser coordenadas de Darboux em relagao
a wg. Harmonizando com a denominacao de 6 e wy, elas sao também chamadas de coordenadas
canonicas de T*Q).

Todo fibrado T*@ é orientéavel, pois admite forma simplética (wg, por ex.) e, conseqiiente-
mente, volume.

(T*Q™,wp) desempenha papel fundamental na formulacdo Hamiltoniana usual da Mecanica
Classica no contexto geométrico.

Para a obtencao das equacoes de Hamilton e a demonstragao do teorema de Liouville, p. ex.,
referentes a sistemas Hamiltonianos sobre (T*Q,wyp), veja os Exercicios 83 e 91.

— Forma simplética sobre TQ) 7
TQ, diferentemente de T*(@), nao é dotado de forma simplética natural.
Dada, porém, uma funcao real

L:TQ —R', L=1L(quv,) € F(TQ)

qualquer, é possivel destacar sobre T'(Q) uma 2-forma wy,, chamada 2—forma de Lagrange. wy, serd
forma simplética se L satisfizer certas condigoes de regularidade, apresentadas mais adiante.
wy, pode ser obtida de duas maneiras diferentes:

« com o auxilio da chamada derivada sobre fibra (fiber derivative) de L, também denominada
transformacdo de Legendre de L.
Referéncias: Abraham-Marsden [2, cap. 3.5]; Trés Senhoras [1, problema III.1];

« com o auxilio de uma estrutura natural de T'(Q), dada por um campo tensorial misto de
posto 2 (¢ =1, p = 1) denominada estrutura quase tangente (almost tangent structure).

Referéncias:

a) “Tangent bundle geometry for Lagrangian dynamics”, de M. Crampin [19];

b) “Defining Euler-Lagrange Fields in terms of almost tangent structures”, de M. Crampin
[20];

c¢) “Presymplectic Lagrangian systems I, I1”, de M. J. Gotay e J.M. Nester [21], [22];

d) “Invariant derivation of the Euler-Lagrange equation”, de J. M. Nester [23].

Vejamos o método da transformagao de Legendre de maneira intrinseca.
Considere a restricdo de L : TQ — R' & fibra E = T,Q sobre g € Q, isto é, a aplicagao

Ly:E—R' | L,:v+— Ly(v,) := L(q,v,),
onde ¢ ¢é fixo. Recorde que o diferencial de L, em v, € ' é uma aplicagao linear

(Lq)/ : Tqu — TLq(”q)Rl

Vq

(veja o conceito de diferencial apdés o Exercicio 41).

Note que E e R' sao espacos vetoriais. Isso significa que existe, como ocorre para qualquer
espaco vetorial, um isomorfismo natural entre cada um deles e os respectivos espacos tangentes,
Ty, E e Ty, v R, Vv, € E.

O isomorfismo entre £ e T, F surge do seguinte modo: dados, por exemplo, vy, uq € E, ao
vetor u, corresponde em Ty F o vetor tangente formado pela classe de equivaléncia de curvas
tangentes

dC(t
[C(t) = vg +tug, C(0) =v,] € T, E % = u,
t=0
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(vide versao 2 de vetor tangente, pag. 54), chamado ascensao vertical (vertical lift) de ug em vy.

Esta correspondéncia é linear e bijetora e, portanto, isomoérfica. Dela resulta a projecao
Toy * Tv, &/ —> E que associa a cada U,, € T, F o vetor u, € E cuja ascensao em vy € Uy, .

Do mesmo modo sdo concebidos o isomorfismo natural entre R' e T L(vq)JRl, a ascensao
vertical dos vetores tangentes a R' e a projecio andloga a Tug-

Isso significa que o diferencial de L, em v, também define — com o auxilio das projecoes —
uma aplicacao linear

DL,(v,) : E — R,

a qual é um elemento do espago vetorial dual E*, ou seja, um vetor cotangente 6, € T7Q).
A transformacao de Legendre ou derivada sobre fibra é a aplicacao

FL:TQ —T"Q , FL:(q,vq) — (q,04 := DL4(vy)).

FL

q—q
vg = 0 = DLqg(vy)

A 2-forma de Lagrange é a imagem reciproca de wgy perante F'L,
wy, = FL wy,

ou, equivalentemente,

Wy, :— dQL s HL = FL*Q(),

onde 6y e wy sao as formas canonicas de T*Q (pag. 104).

Sejam (q,v) e (¢q,p) as coordenadas naturais induzidas pelo sistema de coordenadas g de @
sobre T'Q) e T*(Q, respectivamente — é usado o mesmo simbolo, ¢, para denotar um elemento
q € Q e suas coordenadas.

O diferencial DL,(v,) é representado nas coordenadas (g,v) pela matriz dos elementos

OLale) = (2Lie)

ovt ovt

) ,i=1,2,...,n (veja apdés Exercicio 41).
q

Exercicio 78:
Mostre que (

aL)q = 9L ;i =1,2 ...n se transformam perante mudancas de coordenadas

ov? = v
naturais de T'Q)Q como componentes de um vetor cotangente a q € Q. (E fdcil e ndo requer
consulta ao problema II1.1 das Trés Senhoras [1]. Uma olhada no problema €, porém, valiosa.

Confira.)

A transformacao de Legendre, por sua vez, é representada nas coordenadas (g, v) e (q,p) por

0L(q,v)

T, 1= 1,2, ceey T
(Y

FL:(q7U) — (qvp) , Pi =

Exercicio 79:
Mostre que 01, e wy, sao representadas nas coordenadas (q,v) por
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W) 0(a,0) =3 oL@ g
‘]:
b) wilgw) = 3 (2 (85 )dv' A dg? + (9L )dg' A dgi ) .

ij=1

Questao: wy, é forma simplética? Isso depende de L:

Diz-se que L é hiper-reqular (veja Abraham-Marsden [2, Def. 3.6.1]) quando FL é um
difeomorfismo (global). Neste caso, J = det [ a?)i (%)], J # 0 sobre todo TQ.

Diz-se que L é regular, ndo singular ou nao degenerado se J # 0 sobre todo T'Q.

Todo L hiper-regular é regular, mas L regular nao é necessariamente hiper-regular, pois se
J # 0 em todo TQ, o teorema da funcao inversa (veja Trés Senhoras [1, cap.I.C.4]) garante
somente que para cada v, € T'Q) existe uma vizinhanca U (v,), ndo necessariamente igual a T'Q,
tal que F'L é difeomérfica sobre U(vy).

Ex :

Sobre TR?, com coordenadas (x,y,vg,vy), as funcoes

2 02
Ly = % + Ey , Lo = e sin(vy)

sao, ambas, regulares, mas s6 Ly é hiper-regular, pois F'Lo nao é globalmente injetora. Vale a
pena conferir. O

Simpleticidade da forma de Lagrange: wy, € A?(TQ) é forma simplética quando L é regular,
nao necessariamente hiper-regular.

O par (T'Q, wr) desempenha papel fundamental na formulagdo Lagrangiana da Mecéanica
Classica, do ponto de vista geométrico. T'Q) é identificado com o espaco de fase de velocidades
(velocity phase space), e L é o Lagrangiano.

Para a obtencao das equagoes de Euler-Lagrange sobre T'Q), p. ex., usando wy, e F'L, veja o
Exercicio 84.

Quanto a definicdo de wy, e a formulagao Lagrangiana com o auxilio da estrutura quase-
tangente de T'Q, veja, por ex., os artigos referidos na pag. 105.

Trata-se de uma formulacao conceitualmente mais apropriada e atraente do que a baseada
em F'L, nao sé porque valoriza uma estrutura natural de T'Q) e nao faz referéncia alguma a 7@
e a wg, mas também porque apresenta diversas vantagens sobre a outra, além de conduzir de
modo natural a generalizacoes do formalismo Lagrangiano.

Nao é apresentada aqui, mesmo resumidamente, porque a matéria merece destaque devido
e isso estenderia demais este assunto em comparacao a outros.

— Outro exemplo de variedade simplética

A esfera S? com uma 2-forma volume ) = w qualquer constitui uma variedade simplética.

E interessante saber que neste exemplo w nao é exata, conforme ja foi referido no exemplo
anterior ao Exercicio 75.

Como A%(S?%) ¢ um mdédulo unidimensional, todas as formas simpléticas pertencem a uma
das duas classes de equivaléncia, [Q] ou [—], e nenhuma delas é exata.

Conseqiientemente, S? nao pode ser encarada (globalmente) como fibrado cotangente de
alguma variedade unidimensional.

Exercicio 80:

Considere w|; = Q| =sinfdd Adp, 0 <0 <7, 0< ¢ < 2m.

Obtenha uma lei de transformagao das coordenadas (6, ¢) para coordenadas de Darboux (z,vy).
(Existem infinitos sistemas de coordenadas de Darboux.)
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4.4 Produto interior

— Referéncias:
a) Trés Senhoras [1, cap. IV.A.4 e fim do cap. VIL.A.1];
b) Abraham-Marsden [2, defini¢ao 2.4.12 e Teorema 2.4.13];
c¢) C. von Westenholz [4, cap. 7.2.5];
d) Curtis-Miller [12, Defini¢ao 9.39];
e) W. Thirring [11, Definigao 2.4.33].

— Produto interior de uma p-forma e um campo vetorial
Encontram-se na literatura duas defini¢oes de produto interior de uma p-forma e um campo
vetorial diferenciavel.

Defini¢ao implicita

Seja v € X(M™) um campo vetorial diferencidvel qualquer.
P.i, —0) Produto interior (interior or inner product) i, é uma aplicacao

iy s AP(M™) — AP=1(M™)

que satisfaz as seguintes propriedades:
P.i, —1) i, é linear,

iy(ow 4 B0) = aiyw + Biyd , w,0 € AP(M) , «a,B €R;
P.i, —2) i, obedece a regra antiLeibniz,
in(WAB) = (iyw) N0+ (—1)PwA (i) , we AP(M), 6 € AI(M);
P.i, —3) Se f é 0-forma,
iy f = 0;

P.i, —4) Se § = dal, -

iydz!, = vl;
P.i, —5) i, élocal;

by Wy = (fw)]y -

Teorema: Existe um operador i, definido univocamente pelas propriedades acima.

Definicao explicita

O produto interior de w(m) € AP(M) e v(m) € X(M) é o campo tensorial (i,w)(m) definido
por
(tyw)(m)(va...vp) == w(m)(v (m),va..vp) , Vvo,..,v, € T, M",
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para p-formas de ordem p > 1, e por
ipf =0,

para O-formas f.

Notagao: encontra-se também na literatura o produto interior simbolizado por i(v)w e por
vlw.

As componentes de i,w sdo representadas na carta « por

n

(ivw)jz...jp :Z 'Uk (xa)wk,jz---jp (xa)'

k=1

Trata-se de um exemplo particular de produto contraido de tensores, apresentado na pag.
76.

Exercicio 81:
a) Sew € AP(M), p > 1, convenga-se de que i,w € AP~1(M).
b) Para dois campos vetoriais v e u quaisquer, conclua que (iyiyw)(-++) = w(u,v,--+).
¢) Demonstre as sequintes propriedades:

) dply = —iyly; i) 12 = iy, = O
1) lppu = Gy + iy; ) ipdf = ov(f);

V) dify = [fio, fe A (M).

Exercicio 82:

a) Usando P.i, —2), 3) e a observagdo referente a fw na pdg. 89, onde f € F(M), mostre
que iy fw = fiyw. Conseqiientemente, P.i, — 1) vale também quando «, 3 € F(M), certo?

b) Para 0 € AL(M™), resulta da definicdo explicita de i, que

W = (v) =<8,v>= Y <0(xa)drd, v (a) g >
ij=1 “
= 3 0w (za) = = Op(xp)vF(25), certo?
j=1 k=1

Mostre que i,0 =< 0,v >, usando P.i, — 1), 2), 3) e 4).

n . . n
¢) Dados w = Y. % w;j(z)da’ Adad ev =3 vF(z) 9 mostre que 0 = i,w € representada

ij=1 k=1 ozt
n . .
por 0 = v'(z)w;j(x)dz?, usando P.i, —1),...,4).
52
' ‘] n . - n . . n
d) Dados w = Y. wyk(z)de' ®da! @da® = Y. Fwin(z)da’ Adzd Ndz® ev = vl(x)%,
irj k=1 irj k=1 =1

n . -
mostre que i,w € representado por iyw = Y. v (@)wjk(r)dr? @ dz¥, usando P.i, —1),...,4).
i?jvkzl

Exercicio 83:
A formulagcao Hamiltoniana empregada usualmente na Mecanica Cldssica baseia-se, como
jd foi dito em diferentes partes do texto, na variedade simplética (T*Q™,wq), onde T*Q™ € o

fibrado cotangente do espago de configuragio e wy € a forma simplética natural de T*Q™ (pdgs.
n .

69, 94, 104), dada em coordenadas naturais (q,p) = (q*, ..., ", p1, ..., Pn) POT wo =Y dp; A dg’.
i=1

Seja H € F(T*Q™) o Hamiltoniano de um sistema dindmico auténomo.
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Considere o campo vetorial vy associado a H através da equagao
ivao = —dH.

vy existe e € unico sobre todo T*Q™, em vista da ndao-degenerecéncia de wqy (propriedade 2
da forma simplética, pdg. 101). vy € denominado campo vetorial Hamiltoniano; e as equagoes
diferenciais correspondentes as curvas integrais de vy (pdg. 62), equagoes Hamiltonianas.

a) Obtenha as componentes a' e b; de vy, representado genericamente por

NN )
Vg —; <aa_q7‘+bla—pl>’

e constate que as equacos Hamiltonianas sao as conhecidas equacdes de Hamilton,

dg" _ 9H(q,p) p:@:_aH(qv,p) i1

dt op; 7T dt oq’

Quando as equagoes Hamiltonianas tém a forma (aparéncia) das equagoes de Hamilton,
diz-se que elas estao na forma canoénica.

Note que as coordenadas naturais de T*Q sdo coordenadas de Darbouz (pdg. 103) de
(T*Q,wp). Coordenadas de Darbouzr nao sdo, porém, necessariamente coordenadas naturais.

b) Mostre que as equagoes Hamiltonianas possuem a forma candnica em coordenadas de
Darboux.

Consegiientemente, as equagoes Hamiltonianas preservam a sua forma candénica perante as
transformacgdes canénicas de coordenadas definidas na pdg. 103, certo?

¢) Mostre, porém, que (q,p) <— (4,D), ¢ = 2q, p = 2p preserva a forma das equagoes de
Hamilton (q = %—Ig, D = —%—g), com K(q,p) = 2H(q(q,p),p(q,p)), mas nao € transformagao
canénicas — note que K # H.

Exercicio 84:
A formulagcao Lagrangiana na Mecanica Cldssica baseia-se no fibrado tangente TQ"™ do

espago de configuracdo Q. E fundamental o uso de coordenadas naturais de TQ", (q,v) =
(g4, ..., q™, vt ™).

Seja L € F(TQ™) o Lagrangiano de um sistema dinamico auténomo.

Com L obtém-se a 2-forma de Lagrange wy, e a fun¢do energia Er, definida por

Ep:=A; — L,
onde Ay, € a acdo, definida, por sua vez, por
Ap =< FL(vq),vqg > .

(FL e wy foram apresentadas na se¢io “Forma simplética sobre TQ™? 7, pdg. 105.)
wr, e B, sdo dadas em coordenadas naturais por

n

wilee) = 3 (B @ )dv Adgl + 5 (G e v)dd' A ddd),
1,]=
E(gv) = X (v'§5) — Lig,v).

i=1
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Considere um campo vetorial vy tal que
ivaL = —dEL.

vy, € denominado campo vetorial Lagrangiano.
a) Mostre que as componentes a' e b* de v, representado genericamente por

n . .
VL, :z <(],Zaiqi—|-bZ
i=1

8?}1-), satisfazem as equacies

n
0 (9OL\pj 0 (OL\,.j 0 (OL\ . j 0 (OL\,j oL
> (G + s (500! — g (G)ad + (G0 — B =0

b) Para L regular (pdg. 107), mostre, a partir das equagoes acima, que as curvas integrais
de vy, satisfazem as equagoes de Euler-Lagrange (sobre TQ™, e nao Q™)

dg* d<8L> E?L_O

4 —_—_— =
ovt oq’ ’

B — =1,2,...,n.
dt v Y dt ? )= 7n

As equagoes de Euler-Lagrange sao invariantes (na aparéncia) perante mudangas de coor-
denadas naturais de TQ™, pois wr, e Er, o sio. Confere? (Veja Trés Senhoras [1, problema
I11.1].)

Nao € interessante passar para coordenadas de Darbou.

¢) Por que nao? (Dica: veja pdag. 103 )

4.5 Relacgoes envolvendo os operadores d, i, e L,

— Referéncias: Trés Senhoras [1, cap. IV.A.4]; Abraham-Marsden [2, Tabela 2.4-1 e cap. 2.4];
C. Godbillon [24, cap. IV].

— Introdugao

Existem relacGes entre os operadores d, i, e £, que, juntamente com as propriedades destes,
sao de grande utilidade pratica no Calculo Exterior.

d e i, atuam somente sobre p-formas, ao passo que L, atua sobre campos tensoriais de

qualquer tipo < Z > (pag. 79).

No que segue, salvo indicacao em contrario, subentende-se £, atuando sobre p-formas. O
caso especial em que £, age sobre um campo vetorial (tangente) u qualquer é representado pelo
paréntese de Lie, [v,u], pois, conforme Exercicio 57,

Lyu = [v,u].

Para demonstrar as relagoes em questao, que sao listadas mais adiante, é necessario conhecer
algumas propriedades adicionais dos operadores em questao, o que é feito a seguir.
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— Derivagao e antiderivacao
Seja T' um operador linear sobre A (M),

T(aw+ 0) = aTw + BTO , «a,B € R

Definigoes:

« T é de grau (degree) r sobre A(M) se
T:AP(M) — APT"(M) , Vp;
« T é uma derivagdo sobre A(M) se o seu grau é par e se obedece a regra de Leibniz,
TwAb)=(Tw) N0 +wA (TO),
o T' é uma antiderivagdo sobre A(M) se o seu grau é impar e se obedece a regra antiLeibniz,
TwAB)=Tw)NO+ (—1)PwA(TO) , we AP(M);

« T' é um operador local se a restricao de Tw a qualquer aberto U C M depende somente da
restricao de w a U; (Tw)|,; = T'(wly)-

Proposigao 1

Para ¢ = 1,2, sejam D; derivagoes de grau r; , e A;, antiderivacoes de grau s;.

a) O comutador [Dy, D3] = D1 Dy — Dy Dy é uma derivagao de grau rq + ro.

b) O anticomutador {41, A2} = A1 Ay + A3 Ay é uma derivacao de grau s; + so.

¢) O comutador [D;, A;] = D;A; — A;D; é uma antiderivagao de grau r; + s;.

Dem. (Proposigao 1-b):

Seja D = A1 Ay + AgAq.

D é uma aplicagao D : AP(M) — APT51752( M) linear para cada p.

Para w € AP(M), 8 € AY(M), p e q quaisquer, valem:

AlAg(w VAN 9) = A (Agw VAN 9) + (—1)pw A AQ@) ;
= AjAxw A0+ (—1)p+s2A2w N A0+ (—1)pA1w A Axf+
(—1)P(=1)Pw A A1 As0;
AgAl(w AN 9) = Ay AlwANO+ (—1)p+slA1w A Al + (—1)pA2w A A0+
(—1)p(—1)pw A Ay Aq0.

Conclua que D(w A 0) = (Dw) A0+ w A (DF).

Proposigao 2

Duas derivagoes [antiderivagoes], T1 e Th, sdo iguais se dao o mesmo resultado quando atuam
sobre O-formas e 1-formas.

Dem.

Para w = fb) Ay € A2(M), f € A°(M) e §; € AL(M), j = 1,2, por ex., vale

Tiw = (Tlf) NOLNANBOs+ f A (Tiél) ANOy £ fOL N (Tieg) , t=1,2.

Se T f =T f, Th0; = T30, resulta, conseqiientemente, Thw = Thw, ... = T} = T5.

Proposigao 3

Se T é uma derivagao [antiderivagao] local que comuta com d, entdo T é univocamente
determinada por sua acao sobre O-formas.

Dem.

T(gdf) =TgNdf +gT(df) =TgANdf + gd(Tf),...
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— Exemplos notaveis de derivagao e antiderivagao

d e i, sao antiderivacoes de grau +1 e —1, respectivamente. Confira nas definicoes de d e i,
(pags. 95 e 108, respectivamente).

L, é derivacao de grau 0, pois associa a cada campo tensorial um campo tensorial do mesmo
tipo (pags. 79 e 81), é linear, conforme propriedade 2 da pagina 80, e, devido & propriedade 3
na mesma péagina e a definicao do produto A em termos do produto ® (pdg. 88), satisfaz a regra
de Leibniz,

Ly(wAB)=(Lyw)ANO+wA (L,0).

Com esta propriedade e as propriedades a) e c¢) da pédgina 80, obtém-se para L,w, em
coordenadas x,

n . .
(ll Z Wiy, --ipdxll ARERIA dxlp)

n

1 Owiy i a 9 vk . )
3 [v ek Whig... 5 T Wirk.. a;@ +-- Wilig...kaxLip] dz' A -+ Ndx'®
1)=1

|
=

k,

P~

n 2] 2 7 )
> (vk% + PWkiy. . i, ax ) dz™ A - ANdatv.
ky(1)=1

|
=

Atencao: a segunda igualdade, elaborada a partir da primeira, é mais simples, mas os elemen-

tos o (o2 iy i ) mAO s ’ tes tensoriais anti-simétri
oS (% ook + pwle"'lpﬁx—il nao sao, porem, as componentes tensorials antl-sunetricas
k=1

de L,w. As componentes corretas, referidas a base dax’ ® - - - ® da’ e anti-simétricas, sao dadas
na primeira igualdade, por

awzl Jip avk 8’Uk avk
(ﬁvw 11,02,..0y0 _Z + wleT + wllk? +-- wlllz k8$ ip

Exercicio 85:
Corrobore as duas expressoes dadas para Lyw acima para os casos particulares de 0-formas,
1-formas e 2-formas.

Os operadores d, i, e L, sao locais.
Considere Ay, = Loty — 1Ly
A, é uma antiderivacao local de grau —1, conforme Proposicao 1.

Exercicio 86:
Dadas f € A°(M™) e § € AL(M™), mostre que:
(l) Apuf =0= i[v,u}f;
b) Avuf) = Avu(3 Osda’) = 35 0i(v kgjjk - ng;;c);
i=1 i,k=1
C) AWG = i[v,u}e'
d) Conclua que Ayyw = iy, ,)w para qualquer p-forma w. (Veja a Proposigao 2.)

Considere D, = i,d + di,.
D, é uma derivacao local de grau 0, certo?



Capitulo 4. Calculo Exterior 114

Exercicio 87:
Dadas f € A°(M™) e @ € AY(M™), mostre que:
a) Dyf =L f
b) D0 = D <zedw> > (2
i,k=1
¢) Conclua que a rela¢ao i,d + di, = L, se mantém ao atuarem ambos os lados sobre uma
p-forma qualquer.

Q) dt = L,0;

Considere A, = L,d — dL,.
A, é antiderivacao local de grau +1.

Exercicio 88:
Dadas f € A°(M™) e @ € AY(M™), mostre que:
a) Lodf =dLyf = Ayf =0

0 £l = €0 35 000 = 55 04 G+ 40+ B
= Z7J’ =
¢) L,df = d,f0 = A,0 =0. (veja o Ezxercicio 63)

d) Conclua que comutador L,d — dL, atuando sobre qualquer p-forma se anula e, portanto,
que L,d = dL, para qualquer p-forma, mesmo — comprove o que seque — nao sendo L,d e dL,
derivagdes ou antiderivacoes.

— Relagoes envolvendo d, i,, £, etc.
H4a duas relagoes bésicas, as quais, devido a sua importancia, merecem o nome de relagoes
de ouro:
R-1): L, = iyd + diy;
R—Q): i[v,u} = ﬁv’iu — iuﬁv = [ﬁv, iu];
Elas ja forma demonstradas nos dois Exercicios anteriores ao ultimo. Para uma demonstracao
alternativa de R-1), veja o Exercicio 89 .
As relacgoes R-1) e R-2) sdo bésicas na demonstracao de muitas das que seguem.
R-3): L,d=dL, , [Ly,d] =0;
-4): Ly = LoLy — LuLy = Loy, La];
-5): Loygy = Ly + Ly;
R-6): L, = fL, +df Niy;
STV Loty =1Ly, [Ly,iy] = 0;
-8): (Lo0)(u) = v(0(w)) — 0([v,u]), 0 € A'(M™);
(Low)(u1,uz) = v(w(ur, uz)) — w(lvi, ], uz) — wlu, [v, ug));

(Low)(ug...up) = v(w(ug...up))— i w(ug...[v,u;)...up),

(2
onde w € AP(M™) e, conseqlientemente, w(

R-9): df(v,u) = L,(0(u)) — L,(0(v)) — 6 [U,’Z]) 0 € A*(M™);

dw(vo,v1,v2) = Lyg(w(vi,v2)) + Lo (w(v2,v0)) + Loy (w(vo,v1))+
................... ~w(vo, ], v2) — wfvr, va], vo) —w(fvz, volvn)y
deo(vy..-v,) = i(—n 03( (00--B1.0)) +

+ 0<é<p (=1 w([v;, 0}, 00 0;...05...0p)),

onde w é uma p-forma e ¥;, 9; denotam auséncia de v;, v; em w(---).
As relacoes que seguem valem para F' : M — N diferenciavel.
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): F*d = dF*;

): F*iy = ip«, F*, F difeomorfica;
R-12): F*L, = L+, F*, F difeomérfica;

): F*(aw + 0) = aF*w + BF*0;

R-14): F*(w A B) = F*w A F*0;

onde F*w € AP(M é a imagem reciproca de w € AP(N) perante F' (pag. 92) e F*v € X (M)
¢ a imagem reciproca de v € X(N) perante F, definida como sendo a imagem de v perante a
aplicacao inversa de F', que existe e é diferenciavel quando a F' é difeomorfica;

Frv .= (FYv , (F)(f):=v(foF™Y) , Vfe F(M).

— Demonstracgoes

No que segue sao apresentados esqueletos de demonstracao das relagoes R-n).

R-1) e R-2):

As demonstragoes ja foram indicadas junto as apresentacoes das relagoes.

R-3):

Veja o Exercicio 88. Segue aqui, porém, uma demonstracao mais simples.

Usando R-1) e d? = 0, obtém-se
Lod = (iyd + diy)d = i,d* + di,d = di,d = diyd + d*i, = d(i,d + di,) = dL,.

R-4):

Liyu) € [Lv, Lu] sd0 locais e comutam com d, em conseqiiéncia de R-3). Para f € AO(M),
valem Ly, 1 f = [v,u](f), [Lo, Lulf = v(u(f)) —u(v(f)) = [v,u](f). R-4) cumpre-se de acordo
com as Proposicoes 3 e 2.

R-5):

Loytu = lptud+ diyyy = (iy + 1y)d + d(iy + iy) = Ly + Ly, usando R-1), Exercicio 81.c).iii e
P.i, — 1).

R-6):

Lyw = (ippd + dify)w = ifp,dw + dippw = fiydw + d(fi,w) =

= fiydw + df Niyw + fdiyw = fL,w + df Niyw.

R-7):

[Ly,iv] = iy = 0, usando R-2) e o fato de que [v,v] = 0.

R-8):

Primeira relagio: (L£,0)(u) = iy, L0 = Lyind — ify 0 = Lo(0(u)) — 0([v,u]) =

= v(0(u)) — 0([v,ul).

Segunda relagao: (Low)(u1,U2) = fugiuy Low = Guy (Lotuy — Tp,u) )W =
= Ty Loluy W — Gun i)W = (Lofuy = U[vus])iug W — fupljo,u W =
= Loluyluy W — oy ug]fuy @ — Guy by, w = v(w(ur, ug)) — w(u, [v,u1]) — w([v, u1], ug).

Relago genérica: demonstra-se por inducao.

R-9):

Primeira relagao: Decorre de
(Ly0)(u) = iy Loy0 = iy (ipd+diy)0 = iyt d0+ (Lo —diy)i,0 = dO(v,u)+ Ly, (0(v)), pois diyid =0,
para § € AL(M).

Relagao genérica: Decorre de
(Logw) (V1...0p) = g, = Gy Log = Gy, ==~y (G @+ Ay )W = Gy, =+ gy Ty A -y, =+~ iy Ay =
= dw(vg...vp) + iy, - - iy, diy,w, desdobrando i, - - - iy, diy,w mediante o emprego iterado de R-2),
até chegar a diy, - - - iy, Tyyw, que se anula para w € AP(M).
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R-10):
i) Para f € A°(N), chega—se a F*df = dF*f a partir de
(F*df)(v) = df (F'v) = > 2L0m ok =2 g (o F)ot = d(f o F)(v) = (dF*[)(v).

i,k=1

n i n .
i1) Para w € AP(N), tem-se, usando R-14) em w =) w; dax"A--- edw =) dw;  ANdz' N---,
i=1 =1
n . n . n .
Frdw = F*()_ dw;. Ndz" N---) =) (F*dw;. N F*dx'* A---) =) (dF*w; A F*dx* N---) =
i=1 i=1 i=1
n . . .
=d Y (F*w;. AF*dxiA---) = dF*w, pois F*dw;. = dF*w;. e dF*dz' = d*F*x' = 0, conforme
i=1
R-11):
(F*ipw)(ug...up) = tpw(F ug...F'upy) = w(v, Flug...F'up) = w(F' o F*v, Flug...F'u,) =
= F*w(F*v,ug...up) = (ip=p Fw)(ug...up).

R-12):

F*Ly = F*(ipd + diy) = F*ipd + F*diy = ipepF*d + -+ = ipepdF* 4+ =
= (ip=pd + dip+y) F* = Lp+, F™*, usando R-1), R-13), R-11) e R-10).

R-13), R-14):

Vide o convite apés o Teorema da péagina 93.

Exercicio 89:

Demonstre R-1) com base na relagdo R-3), considerando esta demonstrada como no Ezercicio
88 e nao em termos de R-1) e R-2), e nas Proposicoes 3 e 2 — € a demonstra¢io indicada pelas
Trés Senhoras (no capitulo IV.A.4).

Sugestao:

E interessante fazer um vade mecum — na tltima flor do LAcio, inculta e bela, escreve-se
vade-mécum —, nos moldes, p. ex., da Tabela 2.4 — 1 do Abraham-Marsden, com todas as
propriedades dos operadores d, i,, £, e relagoes entre eles.

— Exemplos de aplicacao das relagoes R-n)

Exemplo 1:

Considere um sistema dindmico caracterizado por um campo vetorial diferenciavel I' sobre
M.

A evolucao do sistema sobre M é descrita pelas curvas integrais de I', dadas numa carta de
coordenadas x por

dO’t

z(t) = or(zg) , z(t=0) =1z , o

——(w0) = v(ot(w0)),

As curvas integrais definem, pelo menos localmente, uma familia uniparamtrica de trans-
formagoes de M em M,

oM — M | oy:x0+— = 0¢(x0).

f € F(M) é constante de movimento ou integral primeira de T' se

S

f =L,f=0.
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(Veja o teorema e os conceitos que o antecedem, sem esquecer a referéncia citada, apds o Exercicio
57.)

Dado um campo vetorial diferencidvel S € X(M), seja Fr : M — M a familia de trans-
formacoes uniparamétricas gerada, localmente pelo menos, por S.

Analogamente a oy, F.- satisfaz

dF.
dr

(z0) = S(Fr (o))

nas coordenadas .
F; ou S é denominada simetria dinamica de I" se

[S,T] = gT,

onde g é alguma funcao real diferencidvel sobre M.

No caso particular
[S,T] =0,

S é chamada de simetria dinamica estrita ou, simplesmente, simetria estrita. Neste caso F; leva
curvas (paramétricas) integrais de I' em curvas integrais de I', pelo menos localmente.

Para A; = o0y(Ag) e By = o4(By) vale
B, = F;(A;) quando By = F;(Ap), para
qualquer ¢.

Na situacao [S,T] = ¢I', g # 0, F; leva curvas geométricas integrais de I' sobre curvas
geométricas integrais de I" (pelo menos localmente) sem preservar suas parametrizagoes.

Para A; = o01(Ap) e By = o04(By) vale

Biint = owni(Bo) = Fr(Ar), At # 0,
quando By = F;(Aop).

Proposigao 1

Se f é constante de movimento de I' e S é uma simetria dinamica qualquer de I', nao
necessariamente estrita, entdo ¢ = Lgf é uma constante de movimento adicional de I'.

Dem. (parcial)

Se S ¢ simetria estrita, ¢ = % = Lr¢ = LrLsf = LsLrf — Lisrf = Lsf — Loof =0,
usando R-4).

Exercicio 90:
Demonstre a Proposicdo 1 para o caso em que S € simetria dinamica nao estrita de I.
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A constante de movimento ¢ = Lg f é denominada constante de movimento relacionada a f.

¢ pode ser trivial (uma constante; 0 ou ¢ # 0).

Proposigao 2

O paréntese de Lie S = [S7, 53] de duas simetrias dinamicas S; e Sy de I' é também uma
simetria dinamica de T'.

Dem.

Sejam [S;,T] = ¢;I", i = 1,2. Da identidade de Jacobi e da anti-simetria dos parénteses de
Lie (pag. 63) resulta

[S,T] = [S1,[S2,]] = [S2, [S1,T]] = [S1, 92| = [S2, 1] =
= S1(92)T + g2[51, ] — Sa(g1)[ — g1[S2, '] =
= S1(92)I' + 9291 — S2(g1)I" — g1g2I" =
= 9T,

onde g = 51(g2) — S2(g1)-

As simetrias dinamicas de I' formam, portanto, uma subdlgebra da &lgebra de Lie X'(M)
(pag. 63).

Questao:

Dada uma simetria dinamica de I', como usar esta peca de informacao sobre I' para obter
constantes de movimento sem o conhecimento prévio de alguma f, f = 0?

Aparentemente nao existe solugao simples para este problema, a nao ser que se conheca algo
mais sobre a estrutura de I.

No Exemplo a seguir serd abordada esta questao para sistemas dinamicos com estrutura
simplético-Hamiltoniana. Nao deixe de aprecia-lo.

Exemplo 2:
Sobre uma variedade diferencidvel M?" qualquer, considere os campos tensoriais w, H e T
especificados abaixo e relacionados entre si através da equacao

irw = —dH,;

« w é uma forma simplética (pag. 101);

« H é uma funcao escalar diferencidvel, H € F(M);

« I' ¢ um campo vetorial diferenciavel, I' € X'(M).

Encontra-se esta situacdo, por ex., nas formulacoes Hamiltoniana (M?" = T*Q", w =
wo, H = H, T' = vy) e Lagrangiana (M?" = TQ", w = wr, H = E;, T' = vg, com L
regular), apresentadas nos Exercicios 83 e 84, respectivamente.

Sistema simplético-Hamiltoniano ou, simplesmente, sistema Hamiltoniano é um trio (M?",w, H)
formado por campos w e H do tipo acima sobre uma variedade diferencidvel M?". H é denomi-
nado Hamiltoniano.

Proposicao 0

Associado ao sistema (M?",w, H) existe um campo vetorial I' tinico, dado pela equacio
irw = —dH.

Dem.

i) H = 1-forma dH tunica.

i1) w é nao—degenerada, isto é, a aplicagao w(m) : T, M — T*M, &(m) : vy — O =
iy,,w(m) é um isomorfismo para cada m € M (veja padg. 102). Conseqiilentemente, a cada
1-forma 6(m) — a dH, no presente caso — corresponde um campo vetorial v(m) tnico.

iii) De i) e ii) resulta que H gera um campo I' tinico sobre (M?", w).
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O campo I' sobre (M?",w) obtido desse modo é denominado campo vetorial Hamiltoniano
associado a H.

Nesse sentido, tanto (T*Q",wp, H) como (T'Q"™,wr, E1) constituem sistemas Hamiltonianos,
e vy e vr sao, ambos, campos vetoriais Hamiltonianos; vy, sobre (T*Q™,wg), e vy, sobre
(TQ”, w L) .

Proposigao 1

Os campos w, H e I' sdo invariantes perante as transformacoes uniparamétricas oy : M — M
geradas por I'.

Dem.

,Crw = irdw + dipw = dipw = —ddH = 0;

H=4% = £r[ =ipdH + dirH = irdH = —ipirw = 0;

LrT' =[[,T]=0.

w, H e I sao, portanto, invariantes, conforme teorema apds Exercicio 57.

Corolario

Todas as 2k-formas

(w)k =wAwA--Aw , k=1,2....n

k fatores

sao invariantes perante oy, isto é, ﬁp(w)k = 0.

Exercicio 91:
Demonstre o Corolario. (Use a regra de Leibniz para L, pdg. 113, e a Proposi¢do 1 acima.)

_ [7L+1]
A invariancia do volume Q, = %(m)" (pag. 101) perante oy,

LrQy, =0,

é um caso particular importante do Corolério; é conhecido como teorema de Liouwville.
Do Teorema de Liouville e da definigao de divergente de um campo vetorial (pag. 85) resulta

divg, I' = 0.

Seja S um campo vetorial diferenciavel.

As transformagoes F. : M — M geradas por S deformam, em principio, os campos w, H e
I". As modificacoes sofridas por estes nao sao independentes, em razao da relacao irw = —dH.

Proposigao 2

Lsw, LsH e LsT'(= [S,T]) obedecem & relagao

i[sﬂw = —dﬁsH — irﬁsw.

Dem.
Usando R-2), irw = —dH e R-3), a relacdo é imediata. Confira.
Um campo S € X (M), ou F; : M — M, tal que

Lsw =0, ou Ffw=uw,

é denominado simetria simplética ou transformacdo simplética. Aparece também na literatura
sob o nome de transformagdao canénica (Abraham-Marsden [2, pag. 177]).

Proposigao 3

Seja S uma simetria simplética. Existe, pelo menos localmente, uma funcao real f associada
a S através de igw = —df. Tal f é tnica, a menos de uma constante aditiva.
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Dem.

Lsw = 0= a l-forma igw é fechada (pag. 98), pois digw = Lsw — igdw = Lsw = 0.

De acordo com o lema de Poincaré (pag. 100), isw é pelo menos localmente exata. igw é
dada por igw = —df, onde f é uma O-forma (o sinal (—) é uma questao de convengao).

w nao-degenerada = df é Unica e, conseqiientemente, f também é, a menos de uma constante
aditiva, pois d(f + cte) = df.

Como igw = —df vale, em principio, s6 localmente, S é denominado campo vetorial local-
mente Hamiltoniano, e f, um campo escalar, Hamiltoniano local.

f aparece na literatura sob o nome de gerador (escalar) da transformacgdao simplética (ou
canénica) uniparamétrica Fy : M — M, Ffw = w.

Das Proposigoes 1 e 3 resulta demonstrada a Proposicao seguinte:

Proposigao 4

Um campo vetorial (global) Hamiltoniano sobre (M?",w) é simetria simplética de w, mas
uma simetria simplética de w sé é, em principio, localmente Hamiltoniana

Um campo S € X (M) é chamado de simetria de Noether-Cartan de um sistema Hamiltoniano
(M?",w, H) quando

Lsw=0, LgH=0.

Proposigao 5

Seja S uma simetria de Noether-Cartan.

a) S é simetria dinamica estrita de I'; [S,T'] = 0.

b) A fungao f associada a S pela Proposicao 3 é constante de movimento de I'.

Dem.

a) igrjw = 0 = [S,I'] = 0, usando a Proposigdo 2 e a ndo-degenerecéncia de w.

b) Lsw =0 = 3 f com todas as caracteristicas dadas na Proposicao 3.

LsH =0= f=Lrf =ipdf +dirf =irdf = —irisw = igirw = —igdH = —LgH = 0.

A funcao f assim encontrada é chamada de constante de movimento de Noether-Cartan.
Note que ela é obtida sem o conhecimento prévio de outra constante de movimento (veja a
quest@o imediatamente antes do Exemplo 2).

Como [S,T] = 0, conforme item a) da Proposicao 5, hé a possibilidade de serem obtidas
duas constantes de movimento adicionais. Uma, relacionada a H (H = 0, conforme Proposi¢ao
1), e a outra, relacionada a f (veja a Proposi¢do 1 do Exemplo 1). Ambas, porém, sdo triviais
(cte = 0). Confira.

Proposicao 6

Seja f uma constante de movimento de I'. Existe uma simetria de Noether-Cartan S 1nica

associada a f através de igw = —df.
Dem.
A demonstracao da existéncia e unicidade do campo S dado por igw = —df é a mesma da

Proposigao 0.

Lsw = (isd + dis)w = digw = —ddf = 0.

LsH = (igd + dig)H = igsdH = —igirw = irisw = —ipdf = —Lrf = 0.

Proposigao 7

Seja S = [S1,S2] o paréntese de Lie de duas simetrias de Noether-Cartan. S é também
simetria de Noether-Cartan.

Exercicio 92:
Demonstre a Proposi¢ao 7. (Mostre que Lig, g,)w =0, Lg, g,)H =0.)
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As simetrias de Noether-Cartan formam uma subdlgebra da dlgebra de Lie X'(M).

Se toda simetria de Noether-Cartan é uma simetria dinamica estrita, conforme Proposicao
5-a), nem toda simetria estrita de I' é, porém, simetria de Noether-Cartan.

Para simetrias dinamicas estritas, a relagao

z'[gﬂw = —dﬁsH - irﬁsw,

que relaciona os efeitos de S sobre w, H e I' (veja Proposicao 2), abriga cinco situagoes:

_ LsH = 0; (1)

Lsw =0 {ﬁSH:ct_e;éO; 2)

15,1] = 0 o ( LeH =0 (3)
Lsw#0 { TEU=0 U pom—cte 0, (4)

irLow £ 0, LsH # 0. (5)

A simetria de Noether-Cartan, que aparece em (1), é a situagao mais presente na literatura e
é bem conhecida. As demais situagoes aparecem menos e sao, provavelmente, menos conhecidas,
mas nem por isso menos interessantes.

S gera uma constante de movimento relacionada a H nao trivial em (5). Nas demais situagoes
¢=LsH, ¢ =0 6é trivial.

Em (1) e (2), S é simetria simplética (Lsw = 0), mas a funcao f associada a S conforme
Proposicao 3) é constante de movimento s6 em (1).

Proposigao 8

Seja LgH = cte = c em (2). A fungao ¢ dada por ¢(t,m) = ct + f(m), isw = —df, onde ¢t é
o parametro das transformacoes oy : M —> M geradas por I', é constante de movimento de I.

Dem.

Para ¢ = ¢(t,m) vale b= % = %—f + Lr¢ e, conseqiientemente, ¢ = c+ Lrf = c— LgH = 0,
usando a demonstracao da Proposigao 5-b).

Nas situagoes (3), (4) e (5), isw nao é fechada e nao existe f tal que igw = —df, certo?

Como obter constantes de movimento nestas situagoes?

Proposigcao 9

Seja S uma simetria dindmica de I', [S,T'] = gI', na qual g = g(H (m)) é uma funcao arbitraria
do Hamiltoniano, podendo ser constante, nula ou nao. Seja w = Lgsw. Entao

a) dw = 0;

b) Lrw = 0;

c) Existe, pelo menos localmente, uma constante de movimento de I', B, dada por irw =
—dB.

Exercicio 93:

a) Demonstre a Proposi¢ao 9. (Repare que w ndo € necessariamente nao-degenerada e,
portanto, forma simplética.

b) Explicite a parcela irLsw = irw na relagdo obtida na Proposi¢ao 2 e compare-a com
irw = —dB. Mostre entao, sob as condi¢coes da Proposicio 9, que B € dada pela expressao
B =LsH —(H), onde (H) = [ g(H')dH'.

Note, porém, que quando g = 0, B é igual a constante de movimento relacionada a H,
B =¢ = LgH, a qual ja é conhecida e s6 nao é trivial no caso (5). Mesmo quando g = g(H) # 0,
B é uma combinacao de constantes de movimento ja conhecidas, H e LgH.

Como obter constantes de movimento que ja nao sejam conhecidas nos casos (3), (4) e (5)?
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Proposigao 10

Se S é uma simetria estrita de I' tal que Lgw # 0, entdo ¢ = divg,S é uma constante de
movimento de I'.

Dem.

Segundo a defini¢do de divergente (pag. 85), ¢ é dado por LgQ, = ¢2,. Aplicando Lr a
ambos os lados desta equacao, obtém-se LrLgQ), = Lr¢€l,.

i) LrLsQy = L 5 + LsLr, = 0, em vista de [[',S] = —[S,T] = 0 e do teorema de
Liouville, L€, = 0.

ZZ) £F¢Qw = (£F¢)Qw + gbﬁl"Qw = (El"gb)Qw .

i)eii) = (Lr¢g)Qy, =0. Como Q,(m)#0, Vm € T*Q, tem-se Lr¢p =0 = ¢ = 0.

Exercicio 94: Demonstre que se S € uma simetria dinamica [S,T'] = gU" tal que g é uma funcgao
arbitrdria do Hamiltoniano, g = g(H(m)), e Lsw # 0, entao ¢ = divg,S € uma constante de
movimento de I'.

Mais detalhes sobre a obtencao de constantes de movimento de sistemas dinamicos simplético-

Hamiltonianos podem ser encontrados na Dissertacao de Mestrado “Simetria dindmica e cons-
tantes de movimento sobre variedades simpléticas”, de Gilberto Corso [25].

PHIM !

L PHIM parece FIM, mas néo é FIM.
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