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INTRODUÇÃO

Este texto é fruto de diferentes cursos, ministrados em épocas distintas e com objetivos não
coincidentes, para estudantes do Curso de Pós-Graduação em F́ısica do IF–UFRGS.

Baseia-se ele fundamentalmente em notas de aula e roteiros de estudo, escritos no decorrer
do tempo com esṕırito variável. Mesmo tendo sido retocado continuamente e sofrido algumas
inserções até atingir a presente forma, não se afasta muito deles em conteúdo e, principalmente,
estilo.

Na apresentação da matéria é adotada uma combinação dos estilos muro, no qual conceitos
são assentados sobre conceitos previamente bem estabelecidos, e carreta-na-frente-dos-bois, o
qual, o que quer que isso seja, pode ser apreciado logo a seguir.

Tem o texto por objetivo primordial introduzir os estudantes e pesquisadores da casa e,
naturalmente, quem mais se interessar pelo assunto ao fascinante ambiente da moderna Geome-
tria Diferencial, área da Matemática que ocupa nos dias de hoje papel destacado na literatura
da F́ısica Teórica e que áı é encontrada como ingrediente básico em muitos modelos f́ısicos de
interesse atual.

Agradeço aos colegas e estudantes que muito me estimularam com sua ativa participação
nos cursos e seminários e pelas valiosas discussões. Sou-lhes grato também por terem tido a
paciência e boa vontade de se submeterem aos roteiros de estudo, originalmente na forma de
manuscritos, e, apesar de tudo, me incentivado a estendê-los a um universo mais amplo.

A presente versão foi integralmente escrita em LATEX, inclusive os desenhos, que foram de-
senvolvidos com o suporte do ambiente PICTEX. Não agradeço ao datilógrafo e ao desenhista
que os compuseram, pois isso seria auto-agradecimento.

E agora, ad augusta1.

– Suportes da Geometria Diferencial

Variedades diferenciáveis.

– Variedade diferenciável

É um par (M, E), onde M é um espaço topológico de Hausdorff enumerável e E é uma
estrutura diferenciável sobre M .

– Espaço topológico

É um par (X,U), onde X é um conjunto e U é uma topologia em X.

1 Às coisas elevadas, sublimes.
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– Observações

Com espaços topológicos despidos de estruturas adicionais não vamos muito longe em apli-
cabilidade à F́ısica ou a outra ciência que envolva relações numéricas entre grandezas men-
suráveis. Ficamos limitados a aspectos que não ultrapassam o conceito de continuidade de
funções. Para progredir, devemos abordar necessariamente variedades diferenciáveis. Só assim
teremos também acesso aos conceitos de diferenciação e integração.

Nem todo espaço topológico admite estrutura diferenciável.
Ex : Conjunto discreto com topologia qualquer. ✷

A maioria dos conjuntos, quando admitem estrutura diferenciável, admitem uma única so-
mente.

Ex : Esferas S1 (circunferência), S2 (esfera usual), S3, . . . , S6. ✷

Há, porém, alguns que admitem mais de uma.
Ex : S7 admite 28 estruturas distintas! Isso significa que existem 28 variedades dife-

renciáveis distintas sem difeomorfismo entre uma e outra tendo em comum a esfera S7. ✷

Espaços topológicos dão suporte à Topologia, pensada como área de estudo da Matemática,
ao passo que variedades diferenciáveis, como já mencionado antes, dão suporte à Geometria
Diferencial.
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TOPOLOGIA

1.1 Elementos básicos

– Referências

Três Senhoras [1]; Abraham-Marsden [2]; Nash e Sen [3]; C. von Westenholz [4]; E. Lages
Lima [5].

– Apresentação

Encontra-se às vezes Topologia retratada como sendo a área da Matemática onde são estu-
dadas propriedades de “figuras” que podem ser “deformadas” continuamente umas nas outras,
como no exemplo a seguir.

Ex :

Considere figuras planas feitas de uma espécie de borracha perfeitamente elástica que pode
ser distendida e comprimida ad libitum, sem poder, porém, ser cortada, perfurada ou colada.

✚✙
✛✘

, ,

✁
✁
✁

❆
❆
❆ , . . . , , . . .a)

✚✙
✛✘

, ,

✁
✁
✁

❆
❆
❆ , . . . , , . . .❥ ❥ ❤ ❤b)

✁
✁✕

buraco

Que propriedades em comum terão essas figuras? ✷

– Classes de equivalência

As “figuras” formam classes de equivalência perante a operação de “deformação”. Isso quer
dizer que a “deformação” estabelece uma relação de equivalência.

– Relação de equivalência

Relação de equivalência é um caso particular importante de relação.
Uma relação entre dois conjuntos X e Y é um subconjunto R de X × Y . Se (x, y) ∈ R,

escreve–se xRy e diz–se que x mantém a relação R com y ou que x e y estão R–relacionados.
Uma relação E ⊂ X ×X chama–se relação de equivalência em X se ela é
Reflexiva : (x, x) ∈ E ∀x ∈ X ,

Simétrica : (x, y) ∈ E =⇒ (y, x) ∈ E ∀x, y ∈ X ,

Transitiva : (x, y) ∈ E , (y, z) ∈ E =⇒ (x, z) ∈ E ∀x, y, z ∈ X .
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Ex :

Seja X o conjunto de todas as figuras planas consideradas no Ex anterior e seja E ⊂ X ×X
um subconjunto de pares de figuras (x, y) nos quais x é deformável em y. Note que um par
composto de uma figura com buraco e outra sem buraco não pertencem ao mesmo E. E é uma
relação de equivalência, pois a deformação de uma figura noutra satisfaz as seguintes proprie-
dades:

1)

✚✙
✛✘

−→

✚✙
✛✘

reflexiva

2)

✚✙
✛✘

−→ =⇒ −→

✚✙
✛✘

simétrica

3)

✚✙
✛✘

−→ , −→

✁
✁
✁

❆
❆
❆ =⇒

✚✙
✛✘

−→

✁
✁
✁

❆
❆
❆ transitiva,

onde a flecha −→ simboliza a deformação da figura que a antecede na que a sucede e =⇒ é o
śımbolo matemático que denota implicação. ✷

Se (x, y) ∈ E, escreve–se x ∼ y ou x = y(modE) e diz–se que x e y são E–equivalentes ou
que x é E–equivalente a y ou, simplesmente, que x e y são equivalentes.

Seja [x] o subconjunto de todos os elementos y ∈ X E–equivalentes a x ,

[x] = {y ∈ X | y ∼ x} .

Chama–se [x] a classe de equivalência de x segundo a relação E. A famı́lia de classes de
equivalência ([x])x∈X goza das seguintes propriedades :

1) X = ∪
x∈X

[x];

2) Dados x, y ∈ X, vale, ou [x] = [y], ou [x] ∩ [y] = ∅ ,
que significam que a relação E parte o conjunto X em classes de equivalência duas a duas
disjuntas e que todo x ∈ X está contido em uma delas. O conjunto cujos elementos são as
classes de equivalência,

X/E = {[x] | x ∈ X} ,

denomina–se conjunto quociente do conjunto X pela relação de equivalência E.
Ex : O conjunto das figuras planas sem buraco e com um buraco possui apenas duas classes

de equivalência, uma delas representada por um ćırculo, por exemplo, e a outra, pelo mesmo
ćırculo, digamos, mas com um buraco. Cada figura do conjunto pertence, ou a uma, ou a outra
dessas duas classes. ✷

A cada elemento x ∈ X corresponde naturalmente o elemento [x] ∈ X/E, que é a classe de
equivalência à qual x pertence. Chama–se esta correspondência de projeção canônica e denota–
se–a por π.

Exerćıcio 1: Dado o conjunto X = {1, 2, 3}, seja R ⊂ X ×X a seguinte relação :
R = {(1, 1) , (2, 2) , (1, 3)} .

a) Transforme R numa relação de equivalência E acrescentando a ela somente 2 pares de
elementos de X.

b) Depois de obtido E, identifique os elementos do conjunto quociente X/E e faça um desenho
representativo da projeção canônica.
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– Invariante topológico

Voltando às “figuras” e suas “deformações”, invariante topológico é uma propriedade —
pode ser uma estrutura matemática complexa — que não varia perante a “deformação” de uma
“figura” qualquer em outra, o que só pode acontecer dentro de uma mesma classe de equivalência.
É, portanto, uma propriedade da classe inteira, e não de uma “figura” individual da classe.

Ex :

a) O número de buracos nas figuras planas consideradas anteriormente.
b) O valor da integral de uma função meromórfica f(z) sobre um contorno fechado C no plano
complexo.

x

y

C

q
zαq

z1

q
z2

q q
∮

C
f(z)dz = 2πi

∑

αResf(zα)

O valor da integral não varia se deformarmos continuamente o contorno C mantendo sempre
os mesmos polos dentro da região delimitada por ele. Tais contornos e respectivas regiões
delimitadas formam uma classe de equivalência; e o valor da integral de f(z) sobre os contornos,
um invariante topológico. ✷

Exerćıcio 2: Pensando no Ex–b) acima, quantas classes de equivalência existem para uma
função complexa f(z) com 3 polos e, supondo f(z) = 2

z(z2+1)
, quais são os correspondentes

valores da integral de f(z) ?

Invariantes topológicos ajudam a classificar classes de equivalência.

– Nome verdadeiro dos “bois” (elementos entre aspas)
“Figura” : Espaço topológico.
“Deformação” : Homeomorfismo.

– Homeomorfismo

É uma aplicação f : X −→ Y bijetora e bicont́ınua (aplicação bibi) entre espaços topológicos
X e Y .

Uma f desse tipo é chamada também de aplicação homeomórfica.

– Aplicação, função

Sejam X e Y dois conjuntos quaisquer. Uma aplicação ou função f de X em Y ,

f : X −→ Y , f : x 7−→ y = f(x) ,

é uma correspondência f que associa a cada elemento x de X um único elemento y de Y .
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•

X

f

Y
x y

Ex : Seja X o conjunto de pessoas na sala N-229, e Y o conjunto de maçãs sobre o balcão
da sala. Forma-se uma aplicação f : X −→ Y quando cada pessoa é convidada a escolher não
mais do que uma maçã para ser comida após o cafezinho – os retardatários também têm direito
a maçãs. ✷
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– Domı́nio, codomı́nio, imagem e contradomı́nio

X e Y são aqui denominados, respectivamente, domı́nio e codomı́nio de f : X −→ Y
Chama-se o elemento y ∈ Y associado a x ∈ X por f , y = f(x), a imagem de x perante f .
A imagem de um subconjunto U ⊆ X de U perante f é o conjunto f(U) formado por todos

os elementos de Y associados aos elementos de U por f ; f(U) = {y | y = f(x) , x ∈ U}.
f(X) é aqui chamado de contradomı́nio (range) de f , R(f).

– Aplicação composta

Aplicação composta ou, simplesmente, composta de f : X −→ Y e g : Y −→ Z é a aplicação
g ◦ f : X −→ Z , g ◦ f : x 7−→ g(f(x)) .
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X Y Z
x

y zf
g

g ◦ f

f não precisa ser necessariamente sobrejetora.
Dadas f : X −→ Y e g : U −→ Z, onde U é um subconjunto próprio de Y , U  Y (U ⊂ Y ,

U 6= Y ), continua válido o conceito de g ◦ f , desde que R(f) ⊆ U . Se, porém, R(f) ! U , só há
sentido para g ◦ f |W , onde f |W simboliza a restrição de f ao conjunto W tal que f(W ) = U .

– Restrição e extensão

A aplicação g é uma restrição de f se D(g) ( D(f) e g(x) = f(x) , ∀x ∈ D(g).
A restrição de f a um subconjunto W  D(f) é a f |W dada pela g acima com D(g) = W .
A aplicação g é uma extensão de f se D(g) ! D(f) e g(x) = f(x) , ∀x ∈ D(f).

– Tipos de aplicações

No exemplo anterior, digamos que as maçãs, primeiro namoradas com os olhos, e depois
escolhidas na mente de cada pessoa, permaneçam intactas sobre o balcão — o que na realidade
é dif́ıcil de acontecer. Ninguém dos presentes sabe da escolha feita pelos outros.

Ao final do café, quando as pessoas vão apanhar suas eleitas, podem ocorrer os seguintes
tipos de aplicação:

a) Aplicação sobrejetora ou sobrejetiva (onto)
A imagem de X esgota Y ; f(X) = Y . Nenhuma maçã deixou de ser escolhida — os

retardatários devem contentar-se somente com o cafezinho.
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É necessário cavalheirismo.

b) Aplicação injetora ou injetiva (one-one), aplicação inversa

Para cada y ∈ f(X) só existe um único x ∈ X tal que f(x) = y. Cada uma das maçãs
escolhidas foi escolhida por uma única pessoa.
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Os retardatários ficam felizes.



Caṕıtulo 1. Topologia 5

No caso de aplicação injetora, existe uma aplicação denominada aplicação inversa, a qual é
definida por

f−1 : f(X) −→ X
: y 7−→ x = f−1(y)
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c) Aplicação bijetora ou bijetiva

É uma aplicação que é sobrejetora e injetora. .
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O número de maçãs é igual ao número de pessoas, e cada maçã foi escolhida por uma única
pessoa.

– Aplicação bicont́ınua

f : X −→ Y é bicont́ınua se ela e f−1 : f(X) −→ X são, ambas, cont́ınuas. Repare que f
deve ser, necessariamente, injetora neste caso.

– Aplicação cont́ınua

a) f : X −→ Y é cont́ınua no elemento x0 ∈ X se para qualquer vizinhança V ⊂ Y de f(x0)
existe uma vizinhança W de x0 tal que f(W ) ⊂ V .
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b) f : X −→ Y é cont́ınua em X se ela é cont́ınua em cada elemento x de X.

– Vizinhança

Vizinhança de um elemento x [conjunto A] em X é um conjunto V (x) [conjunto V (A)]
contendo um subconjunto aberto, chamado simplesmente de aberto, que contém x [conjunto A].
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x

V (x)

X

Aberto
�

��✠

Todo aberto contendo x é também uma vizinhança de x, mas nem toda vizinhança de x é
um aberto que contém x.

Teorema : Um subconjunto A ⊂ X é aberto se, e somente se, ele é uma vizinhança de
cada um dos seus elementos.

– Imagem inversa ou pré-imagem

A imagem inversa ou pré-imagem de N ⊂ Y perante f : X −→ Y é o subconjunto f−1(N)
de X formado por todos os elementos de X cujas imagens perante f pertencem a N ; f−1(N) =
{x | f(x) ∈ N , x ∈ X}.

Observação: o emprego da notação f−1 em f−1(N) não significa que este conceito só vale
para f necessariamente injetora. f pode ser uma aplicação qualquer.
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Propriedades: Y1 = f(f−1(Y1)) para todos Y1 ⊂ f(X),
X1 ⊂ f−1(f(X1)) para todos X1 ⊂ X.

– Teorema importante

f : X −→ Y é cont́ınua em X se, e somente se, para todo e qualquer aberto U em Y o
conjunto V = f−1(U) ⊂ X é aberto em X.

Exerćıcio 3: Siga em frente na leitura destas notas, mas depois retorne e demonstre este im-
portante teorema. Se achar necessário, consulte as Três Senhoras [1, pág. 17], onde o teorema
está demonstrado sucintamente. Por ora continue apreciando o estilo carreta-na-frente-dos-bois.

O teorema em questão sugere outra definição de continuidade de aplicações emX, equivalente
à dada anteriormente e que aparece freqüentemente na literatura. Você saberia enunciá-la?

Exerćıcio 4: Demonstre que a aplicação composta de duas aplicações cont́ınuas é também
cont́ınua.

– Questão básica

Dado um conjunto qualquer, o conjunto das pessoas ou das maçãs na sala N-229, por exemplo,
o que vem a ser um subconjunto aberto?

Isso depende da topologia definida para o conjunto.

– Topologia

Um sistema U = {U1, U2, . . . , Ui, . . .} de subconjuntos de X define uma topologia em X se
satisfaz os postulados de Hausdorff.
Observação : Para facilitar a compreensão, U é aqui apresentado sob forma de coleção enumerável
de elementos, mas isso não precisa ser assim. Dependendo de X, U pode ser também um sistema
composto de um número infinito não enumerável de subconjuntos.

– Postulados de Hausdorff

1) ∅ (vazio) e X (o conjunto pensado como subconjunto de si mesmo) pertencem a U .
2) A união dos subconjuntos de qualquer subsistema de U pertence a U . Os subsistemas

podem ter um número finito ou, quando é posśıvel, infinito de subconjuntos.
3) A interseção dos subconjuntos pertencentes a qualquer subsistema composto de um

número finito de componentes de U pertence a U .

– Aberto

Seja dada uma topologia U em X. Os elementos Ui , i = 1, 2, . . . listados em U são chamados
de subconjuntos abertos ou, simplesmente, de abertos de X.

– Exemplos de topologia

a) Topologia trivial ou indiscreta : U = {∅,X}.
b) Topologia discreta : U = {∅,X, todos os demais subconjuntos de X}. Se X possui

número finito de elementos, U é com certeza enumerável.
c) Topologia usual do IR1, usada no Cálculo tradicional : U = {∅, IR1, união dos intervalos

do tipo (a, b) := {x | a < x < b}}. U é não enumerável.
É interessante observar que se na topologia usual do IR1 considerarmos, por exemplo, o

subsistema composto pelo número infinito de abertos Un = (− 1
n
, 1
n
), n = 1, 2, ..., a interseção

dos subconjuntos será o subconjunto formado unicamente pelo elemento 0 ∈ IR1, o qual não
pertence a U e não é, portanto, um aberto.
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Exerćıcio 5: Comprove que o número de abertos na topologia discreta é 2N , onde N é o número
de elementos do conjunto considerado.

Exerćıcio 6: Verifique se U = {∅, IR1, união dos intervalos do tipo [a, b] := {x | a ≤ x ≤ b}}
também define uma topologia para IR1.

Exerćıcio 7: Dado um conjunto de três maçãs, rotuladas com os números 1,2 e 3, quais dos
seguintes sistemas formam topologia?
U1 = {∅, (123)} , U2 = {∅, (123), (12), (23), (13), 1, 2, 3} ,
U3 = {∅, (123), 1, 2, 3} , U4 = {∅, (123), (12), 1, 2} ,
U5 = {∅, (123), (12), 1, 2, 3} , U6 = {∅, (123), (12), (23), (13)} ,
U7 = {∅, (123), (12), (13), 1} , U8 = {∅, (123), (12), (13), 2, 3} .

Exerćıcio 8: Quantas topologias distintas admite um conjunto de 2 maçãs? No caso de 3 maçãs
o número de topologias admisśıveis parece ser bem grande, maior do que 20. Você concorda?

– Perguntas

Você conscientizou que saber se um subconjunto é ou não aberto não tem significado absoluto,
mas, sim, relativo, já que depende da topologia considerada para o conjunto?

Conseqüentemente, a continuidade de uma aplicação f : X −→ Y também não tem signifi-
cado absoluto, pois pode mudar quando mudam as topologias de X e/ou Y . Confere?

Exerćıcio 9: Nas figuras abaixo, os conjuntos da esquerda referem-se a pessoas, chamadas 1,
2 e 3, e os da direita, a maçãs, rotuladas 1, 2 e 3. Note que as pessoas, sempre as mesmas,
formam espaços topológicos distintos quando as topologias, indicadas abaixo das figuras, são
distintas. Idem para as maçãs.

Cada pessoa escolhe uma maçã somente, o que estabelece uma aplicação f : pessoas −→
maçãs. As figuras apresentam quatro aplicações posśıveis, certo?
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{∅, (123), (12), 1} {∅, (123), (13), 1}

Em d) a pessoa 3 afastou-se antes da escolha da maçã.

a) Classifique as aplicações f em termos de aplicações sobrejetoras, injetoras e bijetoras.
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b) Quais são as aplicações cont́ınuas no conjunto das pessoas? Sugestão: use o teorema
importante sobre funções cont́ınuas (pág. 6). Nos casos em que não são cont́ınuas, identifique
as pessoas onde não há continuidade.

c) Existe alguma situação em que f é descont́ınua e f−1 é cont́ınua?
d) Quais das situações ilustram homeomorfismos?

– Base para uma topologia

Base para uma topologia U é um subsistema B de U , B ⊂ U , que satisfaz uma ou outra das
seguintes condições equivalentes:

1) Cada subconjunto de U é a união de subconjuntos de B;
2) Para cada x ∈ U ∈ U existe um B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ U .
Diz-se que U é gerada por B.
Ex :

a) O sistema composto de intervalos do tipo a < x < b constitui uma base para a topologia
usual em IR1.
b) Bolas abertas Ba(x0) ≡ {x |‖ x − x0 ‖< a}, onde ‖ y ‖ é a norma euclidiana de y, geram a
topologia usual no IRn.

A propósito, quando entram em cena aspectos topológicos envolvendo IR1 e IRn sem referência
expĺıcita à topologia considerada nestes espaços, subentende-se ser ela a topologia usual. ✷

Os elementos de B são obviamente abertos em U , certo?
A topologia gerada por uma base B é única. Uma dada topologia U pode, porém, ser gerada

por mais de uma base. Neste caso as bases geradoras de U são ditas equivalentes. Um exemplo
é dado após a apresentação da topologia produto (pág. 10).

Questão: Será que uma coleção qualquer de subconjuntos de um conjunto X é base para
uma topologia em X?

Não necessariamente.
Teorema : Seja B uma coleção de subconjuntos de um conjunto X. Para que B seja base

para uma topologia em X é necessário e suficiente que se cumpram as seguintes condições:
1) Para cada x ∈ X, existe B ∈ B tal que x ∈ B,
2) Se x ∈ B1 ∩ B2, onde B1, B2 ∈ B, existe então B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ B1 ∩ B2. (Esta

condição cumpre–se em particular quando B1 ∩B2 ∈ B.)

– Topologias mais fina e menos fina

Sejam U e V duas topologias tais que V é um subsistema de U , V ⊂ U . Diz-se então que U
é mais fina (finer) do que V e que V é menos fina (coarser) do que U .

A topologia mais fina posśıvel para um conjunto é a topologia discreta; e a topologia menos
fina posśıvel, a topologia trivial.

– Algumas topologias induzidas

Seja dada uma aplicação f : X −→ Y . A ela referem-se as topologias a seguir apresentadas:

a) Topologia induzida ou projetiva

Dada uma topologia UY em Y , esta e f induzem em X a topologia UX denominada topologia
induzida ou projetiva, na qual declaram–se abertos em X as imagens inversas dos abertos em Y ,

UX = {f−1(U) | U ∈ UY } .

Exerćıcio 10: Conclua que UX acima é de fato uma topologia.
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Perante esta topologia em X, a aplicação f torna–se automaticamente cont́ınua sobre X, de
acordo com o teorema importante dado na pág. 6. Qualquer outra topologia em X tal que f
é cont́ınua deve, no mı́nimo, conter como abertos os subconjuntos f−1(U) com U ⊂ Y aberto.
Conseqüentemente, a topologia induzida é a topologia menos fina em X que torna f : X −→ Y
cont́ınua.

Se f é bijetora, a topologia projetiva é a topologia menos fina que transforma f em homeo-
morfismo.

b) Topologia relativa, subespaço topológico e inclusão topológica

Topologia relativa em X é o nome dado à topologia induzida em X quando X é subconjunto
de Y e f é a aplicação injetora natural i de X em Y , definida por

i : X ⊂ Y −→ Y , i : x 7−→ x

e denominada inclusão (inclusion) ou injeção canônica de X ⊂ Y em Y .
Neste caso, dado U ⊂ Y , tem–se i−1(U) = U ∩ X, de modo que a topologia relativa tem

como abertos em X a interseção dos abertos de Y com X,

UX = {U ∩X | U ∈ UY } .

Denomina-se X, munido da topologia relativa, subespaço topológico de Y .
Atenção: Se X é subespaço topológico de Y , todo subconjunto A ⊂ X que é aberto em Y ,

A ⊂ X ⊂ Y , é também aberto em X, mas nem todo aberto em X é aberto em Y .
Ex : Dados Y = IR1, X = [a, b) ≡ {x | a ≤ x < b , a, b ∈ IR1} e A = X, A é aberto no

subespaço X, mas não é aberto em Y . ✷

Dada uma topologia V em X ⊂ Y , o espaço (X,V) é uma inclusão topológica em (Y,UY ),
denotada algumas vezes por X →֒ Y , se V é mais fina do que a topologia relativa, UX ⊂ V.

c) Topologia co-induzida ou indutiva

Dada uma topologia UX em X, esta e f induzem em Y a topologia denominada topologia
co–induzida ou indutiva, na qual declaram–se abertos em Y as imagens dos abertos em X,

UY = {f(U) | U ∈ UX} .

A topologia co-induzida resulta ser a topologia mais fina que torna a aplicação f : X −→ Y
cont́ınua; ou homeomórfica, quando esta é bijetora.

d) Topologia quociente

Chama–se topologia quociente a topologia co-induzida quando o conjunto X possui uma
relação de equivalência E, Y é o conjunto quociente X/E e f é a aplicação π definida por

π : X −→ X/E , π : x −→ [x]

e denominada projeção canônica de X em X/E.

Exerćıcio 11: Dado o conjunto de números naturais X = {1, 2, 3}, seja E a relação de equi-
valência que declara y ∼ x , ∀x, y ∈ X se x e y são, ambos, números ı́mpares.

a) Para cada uma das topologias U1 = {∅,X, 1} , U2 = {∅,X, 2} , U3 = {∅,X, (12), 1} , U4 =
{∅,X, (12), 2} , U5 = {∅,X, (12), 3} , U6 = {∅,X, (13), 3} e U7 = {∅,X, (12), (13), 1, 3}, identifi-
que os abertos em X/E segundo a topologia quociente.



Caṕıtulo 1. Topologia 10

b) Para cada uma das topologias quociente obtidas no item anterior, encontre a topologia
induzida em X pela projeção canônica e compare–a com a topologia original em X, a qual deu
lugar à topologia quociente. Elas coincidem?

c) O que você esperaria a respeito, sobre a igualdade ou não das duas topologias consideradas
em cada caso no item b), se π fosse aplicação bijetora?

e) Topologia produto

Seja Xi, i = 1, 2, . . . , n um número finito de conjuntos, cada um deles munido, respectiva-
mente, de uma topologia Ui. Considere sobre o conjunto X = X1 ×X2 × . . . ×Xn a coleção B
de subconjuntos formados pelos produtos cartesianos dos abertos nos Xi,

B = {U1 × U2 × . . .× Un | Ui ∈ Ui , i = 1, 2, . . . , n} .

Será que B satisfaz as condições para ser base de uma topologia em X? Sim. Confira,
baseado no teorema enunciado junto à definição de base para topologia, dada na (pág. 8).

Chama-se a topologia gerada por B topologia produto, e subentende–se ser esta a topologia em
X quando entram em cena aspectos topológicos envolvendo o conjunto X sem menção expĺıcita
à topologia nele utilizada.

Pode–se demonstrar que a topologia produto é a topologia menos fina em X que torna todas
as aplicações

pi : X −→ Xi , pi : (x1, x2, . . . , xn) 7−→ xi , i = 1, 2, . . . , n ,

denominadas projeções canônicas de X em Xi , i = 1, 2, . . . , n, cont́ınuas.
Foi mencionado anteriormente, antes do enunciado do teorema referido acima, que uma

topologia pode ser gerada por mais de uma base. Aqui vai um exemplo:
Ex : A topologia usual no IRn = IR1 × IR1 × . . . × IR1 pode ser gerada tanto por bolas

abertas como pela coleção B acima, o que quer dizer que a topologia usual e a topologia produto
coincidem no IRn. As duas bases em questão, B e a de bolas abertas, são bases equivalentes. ✷

Exerćıcio 12: Dado o conjunto X = {1, 2} com a topologia U = {∅,X, 1}, encontre os abertos
de X ×X na topologia produto.

– Grupo topológico

Um conjuntoX dotado de estrutura de grupo e equipado com topologia leva o nome de grupo
topológico se as aplicações que caracterizam a estrutura de grupo, quais sejam, as aplicações

X ×X : −→ X , (x, y) : 7−→ xy ,

X : −→ X , x : 7−→ x−1 ,

perante as quais
i) x(yz) = (xy)z, ∀x, y, z (propriedade associativa);
ii) existe um elemento e ∈ X, chamado elemento neutro, tal que xe = ex = x, ∀x;
iii) ∀x existe x−1, denominado elemento inverso de x, tal que xx−1 = x−1x = e;

são aplicações cont́ınuas.

Exerćıcio 13: Considere o singelo grupo discreto composto de dois elementos somente, X =
{1, 2}, onde 1, digamos, representa o elemento e.

a) X munido da topologia discreta é um grupo topológico, assim como qualquer outro grupo
dotado da mesma topologia. Confira.

b) X será grupo topológico se estiver equipado com a topologia U = {∅,X, 1}? E se for
dotado da topologia trivial?
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1.2 Espaços topológicos

– Referências

São as mesmas que constam em Elementos básicos (pág. 1).

– Espaços topológicos

Reprisando o conceito já apresentado na Introdução (pág. iii), espaço topológico é um par
constitúıdo de um conjunto X e de uma topologia U definida sobre este, (X,U).

(X,U) é freqüentemente identificado com X, como no que segue.

– Espaço enumerável (second countable space)
Espaço topológico enumerável (um espaço que satisfaz o segundo axioma de enumerabilidade)

é um espaço cuja topologia possui uma base topológica enumerável (B = {Bi | i = 1, 2, . . .}.

– Espaço Hausdorff ou espaço separado, espaço normal

Espaço topológico de Hausdorff ou espaço separado ou simplesmente, espaço de Hausdorff é
um conjunto X com uma topologia tal que quaisquer dois elementos distintos de X possuem
vizinhanças disjuntas, ou seja, vizinhanças com interseção nula.

Ex :

a) X com topologia discreta. Confira.
b) IRn com topologia usual.
c) X com a topologia trivial não é Hausdorff. ✷

Para apreciar a relevância do acima exposto, reveja, na Introdução, a constituição de um
dos dois componentes de uma variedade diferenciável.

Espaço normal é um espaço Hausdorff tal que quaisquer dois subcojuntos fechados possuem
vizinhanças disjuntas.

Mas o que é um subconjunto fechado?

– Fechado

O subconjunto A ⊂ X é dito fechado se o seu complemento em X, isto é, o subconjunto
X \A formado pelos elementos de X que não pertencem a A, é aberto.

Ex :

a) ∅ e X são fechados em qualquer topologia. Confira.
b) Na topologia discreta, todos os subconjuntos posśıveis são fechados.
c) Em um espaço Hausdorff os elementos do espaço formam subconjuntos fechados. ✷

Observação: Você se deu conta de que um subconjunto pode às vezes ser simultaneamente
aberto e fechado?

– Ponto de acumulação ou ponto limite

Um elemento x ∈ X é um ponto de acumulação ou ponto limite de A ⊆ X se cada vizinhança
V (x) de x contém pelo menos um elemento de A distinto de x; (V (x)− {x}) ∩A 6= ∅, ∀V (x).

Ex : Cada número real é ponto de acumulação do subconjunto dos números racionais em
IR1. ✷
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Um ponto de acumulação de A ⊆ X pode tanto pertencer como não pertencer a A.
O conjunto de pontos de acumulação de A é denotado por A′.
Teorema : A é fechado se, e somente se, A contém todos os seus pontos de acumulação.

– Fecho (closure) ou aderência (adherence)
Fecho ou aderência A de A ⊂ X é o menor subconjunto fechado que contém A ou, equiva-

lentemente, é a interseção de todos os subconjuntos fechados que contêm A. Tem–se também
que A = A ∪A′.

Ex : Se A é a < x < b em IR1, A é a ≤ x ≤ b. ✷

Um elemento aderente de A é um elemento que pertence a A.

– Suporte (support)
Suporte supp (não confundir com o śımbolo sup, que denota supremo) de uma função real

f : X −→ IR1 é o maior subconjunto fechado fora do qual f se anula identicamente. Repare que
supp f não é o conjunto {x | f(x) 6= 0}, mas é o fecho deste.

Ex : Para f : IR1 −→ IR1 , x 7−→ x supp f é IR1, e não IR1 − {0}. ✷

– Interior

Interior
◦

A de A em X é o maior subconjunto aberto contido em A.
Ex :

a) Se A é a ≤ x ≤ b em IR1,
◦

A é a < x < b.
b) IR1 é a união de dois conjuntos de números: os racionais, aos quais pertencem os inteiros, e

os irracionais. Se A é o conjunto dos racionais [irracionais] em IR1,
◦

A= ∅ [∅], pois cada aberto
em IR1 contém ambos os tipos de números, racionais e irracionais. ✷

Para A aberto vale
◦

A= A.

– Fronteira(boundary)
Fronteira b(A) de A é a totalidade dos elementos do fecho de A que não estão contidos no

interior de A ; b(A) = A−
◦

A:= A ∩ (X \ A).
Ex :

a) Se A é a < x < b, a ≤ x ≤ b, a ≤ x < b ou a < x ≤ b em IR1, então b(A) = {a,b}.

b) Se A = {números racionais} em IR1, então b(A) = IR1, pois A = IR1 e
◦

A= ∅. ✷

– Denso (dense)
A é denso em X se A = X.
Ex : O conjunto dos números racionais é denso em IR1. O conjunto dos números irracionais

também o é. ✷

– Conjunto magro (nowhere dense)
O conjunto A é um conjunto magro em X se A possui interior nulo, ou, equivalentemente,

se o complemento de A é denso em X.
Ex : Um número finito de pontos no IR1 é magro. ✷

Exerćıcio 14: Considere o espaço topológico (X,U) dado por
X = {1, 2, 3, 4} , U = {∅, (1234), (234), (12), 1, 2}

e os subconjuntos A1 = {2, 3, 4} , A2 = {3, 4} , A3 = {2, 3} , A4 = {1, 3} e A5 = {1, 2}.
a) Obtenha o fecho, o interior e a fronteira dos Ai.
b) Qual é o suporte da função f : X −→ IR1 definida por f(1) = f(2) = f(3) = 0 , f(4) =

1 6= 0?
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c) São alguns dos Ai densos em X?
d) São alguns dos Ai magros em X?
e) São alguns dos Ai simultaneamente abertos e fechados?
f) É X Hausdorff?
g) Qual é o interior de A4, digamos, quando inadvertidamente consideramos um sistema ina-

dequado de subconjuntos para topologia, violando os postulados de Hausdorff, como, por exemplo,
U = {∅, (1234), (234), (12), 1, 3}?

– Recobrimento ou cobertura (covering)
Sejam X um espaço topológico e A um subconjunto de X (A pode ser subconjunto próprio,

A 6= X, ou não, A = X).
Seja R = {Ui} uma coleção de subconjuntos de X tais que cada x ∈ X pertence a pelo

menos um Ui, isto é, tais que A ⊆ ∪iUi.
Diz–se que R é um recobrimento ou cobertura de A. Diz–se também que R cobre A. Se os

subconjuntos da coleção R são abertos, R é denominada recobrimento aberto de A.
Ex :

a) Para X = IR1 e A = {x | 0 < x < 1}, R = {1/n < x < 2/n | n = 2, 3, 4, . . .} é um
recobrimento aberto e enumerável de A.
b) R = {a < x < b | a, b ∈ IR1} é um recobrimento aberto e não enumerável de IR1. ✷

Se os Ui de R são em número finito, R é um recobrimento finito.
Uma subcoleção de R que também é recobrimento de A, é denominada subrecobrimento de

R.
Ex :

R = {n < x < n+ 2 | n = 0,±1,±2, . . .} é um subrecobrimento de R do Ex-b) anterior. ✷

Se V = {Vi} também cobre A, V é chamado refinamento de R se para cada Vi existe um
Uj ∈ R tal que Vi ⊂ Uj .

Diz–se que R é um recobrimento localmente finito se para todo x ∈ A existe uma vizinhança
V (x) que possui interseção não nula com somente um número finito de membros de R.

– Compacticidade

Os espaços que agora entram em cena talvez apresentem, à primeira vista, alguma dificuldade
para se ter uma idéia clara sobre eles, a julgar pelas suas definições, mas são importantes porque
muitos teoremas, propriedades e aplicações de interesse referem–se a eles.

Ex :

a) Teorema : Se f : X −→ IR1 é uma função cont́ınua definida sobre um espaço compacto X,
f possui um máximo absoluto e um mı́nimo absoluto (finitos) sobre X.
b) A teoria da integração sobre variedades diferenciáveis apóia-se, por exemplo, no fato de que
estas são espaços topológicos paracompactos. ✷

a) Compacto

O subconjunto A de um espaço topológico X é compacto se todo recobrimento aberto de A
possui um subrecobrimento finito. Há quem acrescenta que X deve ser também Hausdorff, [1] e
[4].

X é um espaço compacto se o subconjunto A = X é compacto.
Esses conceitos surgiram por ocasião dos trabalhos de Heine, Borel, Lebesgue, Lindelöf e

outros [6, após teorema 3–38].
Teorema de Heine–Borel ou de Borel–Lebesgue : Se R é um recobrimento aberto de

um subconjunto fechado e limitado do IRn, existe então um subrecobrimento finito de R.
Limitado significa que o subconjunto cabe dentro de uma bola de raio finito, por exemplo.
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Será que existem outros subconjuntos compactos no IRn que não sejam do tipo fechado e
limitado? Demonstra–se que não, e dáı a afirmação: os subconjuntos compactos do IRn são
subconjuntos fechados e limitados.

Ex : A esfera Sn e o toro T n, encarados como subconjuntos do Rn+1, ou como espaços
com a topologia relativa, são compactos. ✷

Teorema: Qualquer subconjunto fechado A de um espaço compacto X é compacto. Se X
é Hausdorff, um subconjunto compacto A ⊂ X é necessariamente fechado.

O teorema apresentado no Ex-a) após à introdução de compacticidade baseia–se no seguinte
teorema:

Teorema : Seja uma f : X −→ Y uma aplicação cont́ınua. Se X é compacto, f(X) é um
subconjunto compacto em Y .

Exerćıcio 15: Demonstre este teorema. A sua demonstração já é meio caminho andado para
a resolução do Exerćıcio 19.

(Não é dif́ıcil, mas se não pensar assim, consulte Nasch–Sen [3], ou [6], ou . . .. )

b) Relativamente compacto

Um subconjunto A de X é relativamente compacto se A é compacto.
Ex : Um subconjunto limitado qualquer no IRn; aberto ou fechado ou nenhum destes. ✷

c) Localmente compacto

X é localmente compacto se cada elemento de X possui uma vizinhança compacta.
Ex : a) X compacto. b) IRn não é compacto mas é localmente compacto. ✷

Teorema : Se X é um espaço de Hausdorff localmente homeomórfico a um espaço de
Hausdorff localmente compacto, então X é também localmente compacto.

Espaços de Hausdorff localmente homeomórficos ao IRn são, portanto, localmente compactos.
Confira. Encontra-se esta situção nas variedades diferenciáveis de dimensão finita, como será
visto futuramente.

O teorema acima baseia-se num conceito que poderia ter sido apresentado anteriorente, mas
que é deixado para mais adiante (pág. 19): o conceito de espaços topológicos localmente ho-
meomórficos. Por ora, para não quebrar o encadeamento de idéias, segue um conceito relacionado
ao anterior e que é de grande importância na Geometria Diferencial (veja, por exemplo, o Ex-b)
após a introdução de compacticidade).

d) Paracompacto

X é paracompacto se é Hausdorff e se todo recobrimento aberto possui um refinamento
localmente finito.

Ex : a) X de Hausdorff e compacto. b) IRn, que não é compacto, é paracompacto. ✷

Teorema : Espaços Hausdorff localmente compactos e enumeráveis são paracompactos.
A julgar pela definição de variedade diferenciável, dada na Introdução (pág. iii), qual é

o atributo de natureza topológica que fica faltando, aparentemente, para que uma variedade
diferenciável seja paracompacta?

A pergunta acima dá a entender que não falta nada para que variedades diferenciáveis sejam
paracompactas, o que é, de fato, verdade, mas ainda não pode ser entendido aqui. É necessário
aguardar a conceituação mais detalhada de variedades diferenciáveis, o que significa esperar
pela apresentação do conceito de estrutura diferenciável, e, em chegando lá (veja o Exerćıcio
33), relembrar os dois últimos teoremas.
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e) Compactificação

Compactificação de um espaço X é um par (Y, f), onde Y é um espaço compacto e f é um
homeomorfismo de X sobre um subespaço denso de Y .

Ex : É de interesse a compactificação de IR2 + {∞} em uma esfera S2 através da seguinte
projeção estereográfica :
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•

N
S2

IR2

0 x

m
A x ∈ IR2 corresponde m ∈ S2.
Ao infinito corresponde o “pólo norte” N .
S2 − {N} é denso em S2, na topologia relativa.

✷

– Conexo e desconexo

X é conexo se não é desconexo. Entende-se intuitivamente que X não é feito de partes.
X é desconexo se existem dois subconjuntos disjuntos, não vazios e abertos, A1 e A2, tais

que X = A1 ∪A2. Os Ai, por sua vez, também podem ser desconexos.
Ex : O grupo O(3), de rotações no IR3, é desconexo e é feito de duas partes. Estas são

caracterizadas pelos valores dos determinantes das matrizes representativas dos elementos do
grupo. Para uma delas o determinante é +1, e para a outra, −1.

O grupo SO(3), formado pelos elementos de O(3) com determinante +1, é conexo.
As topologias subentendidas em O(3) e SO(3) são as topologias induzidas pelas respectivas

estruturas diferenciáveis, topologias estas apresentadas na página 31. ✷

Teorema: X é conexo se, e somente se, os únicos subconjuntos que são simultaneamente
abertos e fechados são o vazio, ∅, e o próprio X.

Exerćıcio 16: Verifique se os seguintes espaços topológicos são conexos e identifique suas par-
tes, caso não o sejam :

a) X = {1, 2, 3, 4} , U = {∅, (1234), (234), (12), 1, 2}.
b) X = {1, 2, 3, 4} , U = {∅, (1234), (123), (12), 1, 2}.

– Conexo por caminhos (path or arc-wise connected)
X é conexo por caminhos se, dados quaisquer dois elementos de X, existe um caminho

cont́ınuo entre eles. O estilo carreta-na-frente-dos-bois volta a ser empregado.
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Buraco
❆
❆
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Este conceito de conexo é mais forte , mais restritivo, do que o anterior. Todo espaço conexo
por caminhos é conexo, mas nem todo espaço conexo é conexo por caminhos.

Ex : Considere A = {(0, y) | −1 < y < 1} e B = {(x, sin π/x) | 0 < x < 1} em IR2. É
posśıvel provar que X = A ∪B é conexo mas não conexo por caminhos.
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B

✷

O que é um espaço simplesmente conexo? Isso depende do conceito de homotopia, a ser
apresentado mais adiante.

– Curvas paramétricas e curvas geométricas

Curva paramétrica ou, simplesmente, curva sobre X é uma aplicação do tipo

σ : I −→ X , σ : t 7−→ x = σ(t) ; I ⊂ IR1.

A imagem de I sobre X perante σ , σ(I) , é uma curva geométrica.
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Curva geométrica
❇
❇
❇▼

Ex : Considere uma lesma, que ao se locomover lentamente sobre um muro de jardim deixa
um rastro esbranquiçado sobre ele. O rastro exemplifica uma curva geométrica sobre o muro, e
a parametrização temporal dela, uma curva. Curva é, conforme sublinhado na definição, uma
aplicação, uma correspondência, e pode talvez ser melhor entendida como um movimento. Um
movimento não é só caracterizado por um rastro, mas também pela maneira, lenta ou não, como
se anda sobre ele. Uma formiga deslocando-se apressadamente sobre o mesmo rastro deixado
pela lesma exemplifica uma outra curva. ✷

Note que a uma dada curva corresponde uma única curva geométrica, mas que a uma dada
curva geométrica correspondem infinitas curvas, tantas quantas forem suas parametrizações.

– Caminhos

Caminho entre os elementos x0 e x1 de X é uma curva σ : I −→ X tal que I = [0, 1] ≡ {t |
0 ≤ t ≤ 1} e σ(0) = x0, σ(1) = x1.

Se σ é uma aplicação cont́ınua, o caminho é um caminho cont́ınuo.
Quando x1 = x0, o caminho é um caminho fechado e diz-se que tem por base ou que está

baseado no elemento x0.
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Caminho fechado
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– Homotopia

Sejam dadas duas aplicações cont́ınuas de X em Y , α e β. Diz-se que α é homotópica a β se
existe uma aplicação cont́ınua

F : X × [0, 1] −→ Y , F : (x, s) 7−→ y = F (x, s)

tal que F (x, 0) = α(x) , F (x, 1) = β(x).
À medida que s em F (x, s) varia no intervalo [0, 1] ⊂ IR1, vão-se formando continuamente

aplicações intermediárias entre α e β; em outras palavras, α vai-se deformando ou transformando
continuamente em β.

Se α é homotópica a β, β é homotópica a α, pois existe uma G(x, s) cont́ınua, dada por
G(x, s) = F (x, 1 − s), tal que G(x, 0) = β(x) , G(x, 1) = α(x).

Se α é homotópica a β e β é homotópica a γ, será que α é homotópica a γ? Sim, pois existe
neste caso uma aplicação H(x, s) que satisfaz os pré-requisitos para homotopia entre α e β. Ela
é dada por

H(x, s) =

{

F (x, 2s) 0 ≤ s ≤ 1
2

G(x, 2s − 1) 1
2 ≤ s ≤ 1 ,

onde F (x, s) e G(x, s) dizem respeito à homotopia de α a β e de β a γ, respectivamente.
Homotopia estabelece, portanto, uma relação de equivalência (pág. 1), que divide o conjunto

de aplicações cont́ınuas de X em Y em classes de equivalência.

– Contrátil (contractible)
Sejam α : X −→ X, β : X −→ X dadas por α(x) = x, β(x) = x0. Diz-se que X é contrátil

a x0 ∈ X se α é homotópica a β. O espaço X “colapsa” no elemento x0.
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x0
, . . . , •

x0

s = 1

Ex : IRn é contrátil ao elemento x0 = 0, pois existe uma F (x, s) cont́ınua, dada por
F (x, s) = (1− s)x, tal que F (x, 0) = x, F (x, 1) = 0. ✷

Exerćıcio 17: Mostre que IRn é contrátil a qualquer elemento x0 de IRn.

– Caminhos homotópicos

Os caminhos entre x0 e x1 e entre x2 e x3 são homotópicos um ao outro se as respectivas
aplicações α e β são homotópicas uma a outra.

IR1

0 t 1
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•

x0

x1

•

•

x2

x3

As correspondentes curvas geométricas podem ser deformadas continuamente umas nas ou-
tras.

Caminhos homotópicos fechados e basedos num elemento x0 ∈ X qualquer são de particular
interesse, pois dão suporte à conceituação do grupo denominado grupo fundamental de X (veja
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Nash e Sen [3, caṕıtulo 3]).
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– Simplesmente conexo

X é simplesmente conexo se qualquer caminho fechado α, cont́ınuo e baseado em qualquer
elemento x0 ∈ X, é homotópico à aplicação constante β(0) = . . . = β(t) = . . . = β(1) = x0.
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Ex : a) Os grupos SU(2) e SO(3). b) As esferas Sn, n ≥ 2.
c) Não são simplesmente conexos a esfera S1 (circunferância), o grupo O(3), o toro, o cilindro

oco e, por ex., a figura plana seguinte :
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Buraco
✷

– Espaços topológicos homeomorfos ou homeomórficos

X e Y são ditos homeomorfos ou homeomórficos um ao outro se existir um homeomorfismo
(pág. 3) entre eles.

Ex :

O grupo SU(2) ≡ X é o conjunto das matrizes complexas 2× 2, unitárias e unimodulares,

x ≡

(

α β

−β α

)

, |α|2 + |β|2 = 1 .

Para SU(2), bem como para outros grupos definidos ou representados por matrizes, a
operação interna que caracteriza a estrutura de grupo é definida pelo produto usual fila-coluna
de matrizes.

Considerando que existe uma aplicação bijetora

f : SU(2) −→ S3

que associa a cada matriz x ∈ SU(2) o ponto y ∈ S3 definido pelos parâmetros α = y1 + iy2 e
β = y3 + iy4 de x conforme y21 + y22 + y23 + y24 = 1, é natural escolher para SU(2) a topologia
projetiva,

USU(2) = {f−1(U) | U ∈ US3} ,
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onde US3 é a topologia relativa (pág. 9) induzida sobre S3 pela topologia usual (pág. 8) do IR4

(repare que S3 ⊂ IR4).
USU(2) é a topologia menos fina (pág. 9) que transforma f num homeomorfismo, de modo

que SU(2) e S3 são espaços topológicos homeomorfos.
Além disso, demonstra-se que SU(2) dotado de USU(2) é um grupo topológigo (pág. 10). ✷

– Espaços topológicos localmente homeomorfos ou homeomórficos

Se para cada elemento x ∈ X existir uma vizinhança (aberta) de x homeomórfica a um
aberto em Y , X e Y são localmente homeomorfos.

X e Y homeomorfos (globalmente) são localmente homeomorfos.

– Relação de equivalência entre espaços topológicos

Exerćıcio 18: Demonstre que homeomorfismo entre espaços topológicos estabelece uma relação
de equivalência (pág. 1).

Lembre que relações de equivalência devem satisfazer as propriedades de reflexividade, sime-
tria e transitividade. Na demonstração da transitividade, recorde o Exerćıcio 4.

– Classes de equivalência

Em vista do exerćıcio anterior, espaços topológicos encontram-se divididos em classes de
equivalência.

– Invariantes topológicos

São propriedades, estruturas matemáticas complexas, etc. que não variam perante homeo-
morfismos.

São propriedades comuns a espaços topológicos homeomorfos. Classificam as classes de
equivalência formadas por estes.

Ex : Ser compacto. Ser conexo. O grupo fundamental. Os grupos de homologia e de
cohomologia. As classes de Chern, de Euler e de Pontrijagin (veja, por exemplo, Três Senhoras
e Nash-Sen). ✷

Exerćıcio 19: Seja f : X −→ Y um homeomorfismo. Demonstre que:
a) se X é compacto, Y também o é; (veja Exerćıcio 15)
b) se X é conexo, Y também o é.
(Não é dif́ıcil, mas, caso sinta necessidade, consulte Nash e Sen [3] ou . . ..)

– Pergunta

Você não acha admirável como tanta coisa interessante resulta do simples fato de conside-
rarmos para um conjunto qualquer um sistema de subconjuntos que chamamos de abertos e que
satisfazem certas propriedades, os postulados de Hausdorff?

E há muito mais. Aguarde.
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de São Paulo, Rio de Janeiro, 1970.

[6] Tom M. Apostol. Mathematical Analysis; a Modern Approach to Advanced Calculus.
Addison–Wesley Publishing Company, Inc., second printing, 1958.

[7] Andrew Watson. Mathematics of a fake world. New Scientist, pages 41–45, 2 June 1988.

[8] Robert D. Richtmyer. Principles of advanced mathematical physics, Vol. II. Springer-Verlag,
N. York, Heidelberg, Berlin, 1981.

[9] William L. Burke. Applied differential geometry. Cambridge University Press, 1985.

[10] Herbert B. Callen. Thermodynamics. John Wiley and Sons, Inc., 1960.

[11] Walter Thirring. A Course in Mathematical Physics, Vol. 1: Classical Dynamial Systems.
Springer-Verlag, N. York, Wien, 1978.

[12] W. D. Curtis and F. R. Miller. Differential Manifolds and Theoretical Physics. Academic
Press, Inc., 1985.

[13] Norman Steenrod. The Topology of Fibre Bundles. Princeton Univerity Press, second
printing, 1957.

[14] Mikio Nakahara. Geometry, Topology and Physics. Published under the Adam Hilger
inprint by IOP Publishing Ltd, Adam Hilger, Bristol, New York, 1990.

[15] V. I. Arnold. Mathematical Methods of Classical Mechanics. Springer-Verlag, New York,
Heidelberg, Berlin, 1978.

[16] L. Mistura. Change of Variables in Thermodynamics. Il Nuovo Cimento, 51(1):125–144,
1979.



Referências Bibliográficas 124
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