Capitulo 4

CALCULO EXTERIOR

— Introdugao

No que segue sao apresentados elementos do Calculo Diferencial Exterior sobre formas dife-
renciais, desenvolvido por Elie Cartan e de grande importancia na Geometria Diferencial mo-
derna.

Trata-se basicamente de:

. formas diferenciais exteriores ou p-formas (pag. 82);

« produto exterior (pag. 86);

. derivada exterior (pag. 95);

. produto interior (pag. 108);

« relagoes entre derivada exterior, produto interior, derivada de Lie etc. (pag. 111).

Sao dados conceitos adicionais, exemplos e aplicagbes durante a apresentacao dos tépicos em
questao.

— Referéncias
Trés Senhoras [1]; Abraham-Marsden [2]; W. Thirring[11]; C. von Westenholz [4].

4.1 Formas diferenciais exteriores

— Forma diferencial exterior de ordem p, forma p, p-forma
E um campo tensorial diferencidvel w(m) que associa a cada m € M uma forma exterior de
ordem p ou tensor alternado p-covariante pertencente a ng) (m).

— Forma exterior de ordem p, tensor alternado em m € M"

E um tensor w € Tg(m) totalmente anti-simétrico — veja a seguir — quando p > 2. Se p =0,
é um escalar em m. Se p =1, é um vetor cotangente w € T, (M").

Nao existem formas exteriores de ordem p > n sobre M™ (veja Exercicio 58).
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Versao 1

w € T;? (m), dado pela classe de equivaléncia w = |w,], é dito totalmente anti-simétrico se
suas componentes em alguma carta (U, @), © = p(m), wy = (w._;..;..), satisfazem a propriedade

W.i.j.. = —W. .. > V par (ivj) .
Ex:
D=2 wj=—wj;
P=3; Wik = —Wjik = —Wikj = —Wkji = Wjki = Wkij- U

Serd que se as componentes de um tensor covariante sao totalmente anti-simétricas em al-
guma carta, elas o sdo também em qualquer outra carta? A resposta é sim (veja os itens c) e
d) do Exercicio 51).

Versao 2
w € T} (m), dado pela forma multilinear (pag. 74) w(vi...v,) = n2, é dito totalmente anti-

simétrico se
w(..v5..05...) = —w(..v5..05..) , Y par (i,7).

w(v1, ..., vp) = 0 quando dois ou mais dos p argumentos sao iguais, devido a propriedade de
anti-simetria. Pela mesma razao, w;;. = 0 se dois ou mais indices sao iguais.

Exercicio 58:
a) Conclua que w(vy, ...,vp) = 0 quando os p argumentos sao linearmente dependentes.
b) Conclua que as formas exteriores de ordem p > n sao identicamente nulas.

— Componentes estritas (strict components)

As componentes tensoriais wyj g que obedecem ao ordenamento I < J < ... < K séo
denominadas componentes estritas. Elas caracterizam completamente o tensor alternado.
Ex :

n=3 p=2; w2, W13, Wa3;
n=3 p=3; wis;
n=4; p=2; w2, wi3, Wi4, W3, W4, W34. O

pl(n—p)

O numero de componentes estritas é igual a

— Espago A}, (M™)
Eo conjunto das formas exteriores de ordem p em m € M™.
Casos particulares: A (M™) =R, AL (M™) = T\ M™.
AL, (M™) é um subespago vetorial de dimensao p!(nniip)!
np.
w € AL, (M™) é representada na base natural de Tlg](m) referente a uma carta (U, @), x = ¢(m)
qualquer por

do espaco Tg(m), cuja dimensao é

n
Wy = Z wilizmipdxil ®@dz? ® - - - dx'r
(=1
(veja pag. 76) e, na correspondente base do subespago AL, (M™), por

n
W:BZZ w1112,,,1pdx11/\d:z:b/\---/\dxlp , h<lay<---1,.
(I)=1
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A base de AL, (M™) é dada em termos da base de T))(m) por

n
de' Ndz2 A AN dalr = Z bty goin g duiz @ L daie

11%2...7p
()=1
Ih1>...1p
ilig...ip ?

subconjunto das componentes €

onde os elementos € com os indices superiores satisfazendo Iy < I < --- I, formam um
gl? 2P sem restricdo nos indices superiores e dadas por
192...%p

0 se (ji,...,Jp) nao é permutacao de (i, ..., ip) ;
jujadp _ ) 1 se (J1s s Jp) € permutacgao par de (i1, ..., 4p) ;

iriz...ip -1 se (ji,...,Jp) é permutacao impar de (i1, ..., p) ;
0 se dois ou mais indices em (ji, ..., jp) ou (i1, ...,%,) sdo iguais ,

do tensor denominado tensor de Kronecker (veja Trés Senhoras [1, cap. IIL.B.5 e cap. IV.A.1]).
J1j2.--Jp

€ sao totalmente anti-simétricas nos indices inferiores bem como nos indices superiores.

11%2...9p
No caso particular de p = n, as componentes 62-1122-'2".71-71, costumam ser simbolizadas simples-
mente sem os indices superiores, como €;,4,..;,, € formam as componentes do chamado tensor de

Levi-Civita.

— Médulo AP(M™)

E o conjunto das formas diferenciais exteriores de ordem p (definidas na pdg. 82).

AP(M™) é um submédulo do médulo XJ(M™) (vide pdg. 78). A dimensdo de AP(M™) é

n!
pl(n—p)!”
— Volume (2, orientabilidade e orientagao em M"

Referéncia: Abraham-Marsden [2, cap. 2.5].

Chama-se volume uma forma diferencial de ordem méxima, isto é, uma n-forma Q € A™(M"),
tal que

Q(m)#0 , Vme M" .

Um exemplo é o volume padrao do R", representado num atlas de coordenadas cartesianas

r = (2%, ...,2") por
Qo(z) = dazt Ada® A - Ada™,

ou por
n

Q() = Z Giliz___indl'il X d£i2 - Q& da:Z”
(i)=1

Diz-se que a variedade M™ é orientdvel se ela admite um volume. Compare esta definicao
de orientabilidade com a dada na pag. 35.

Ex : A faixa de Mdbius e a garrafa de Klein, p. ex., ndo admitem volume; nao sao,
portanto, variedades orientaveis.

A esfera S? é orientavel, pois admite volume. Siga adiante e depois retorne a este ponto para
apreciar que um dos volumes admitidos por S? é a 2-forma Q representada nas coordenadas
esférico-polares usuais (x = sinflcos¢, y = sinfsing, z = cosf; 0 < 0 < 7w, 0 < ¢ < 2m;
22+ y? +22=1) por

Q(0, ¢) = sinOdf A d.

Note que Q(0,¢) #0 para0 <6 <7, 0 < ¢ < 2. O
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Como a dimensao de A"(M™) é igual a 1 e Q(m) # 0, qualquer elemento w € A™(M™) sobre
uma variedade M"™ dotada de volume, (M™, ), é um multiplo de 2, ou seja, w = f, onde f é
uma funcao real diferenciavel, f € F(M").

Q4 e Q9 sao ditos volumes equivalentes se, e somente se, existe uma funcao real diferencidvel
f(m) >0, Vm € M" tal que Q; = fQb.

Volumes assim relacionados formam uma classe de equivaléncia.

Uma orientagdo de M™ é uma classe de equivaléncia [©2] de volumes em M".

Variedade orientada, (M"™,[?]), é uma variedade M"™ dotada de uma orientacao [€2].

Se [©2] é uma orientacdo de M™, entao [—(1] é outra orientagdo, denominada orienta¢do
reversa.

Pode-se demonstrar que uma variedade orientavel é conexa se, e somente se, possui exata-
mente duas orientagoes, [Q] e [—Q].

Para (M™,[Q]), diz-se que uma carta (U, ¢) com o(U) =V C R" esté orientada positivamente
se, e somente se, a representagao de {2 é equivalente ao volume padrao, 29, de V C R", ou seja,
se as componentes tensorias de €2 sao fungoes positivas sobre V.

Sejam M e N, de dimensoes nao necessariamente iguais, duas variedades dotadas de volumes
Qe Qpu, respectivamente, e f : M — N uma aplicagao diferenciavel. Diz-se que:

f preserva volume se f*Qn = Qur;

f preserva orientagao se f*Qn € [Qr];

f reverte orientacdo se f*Qn € [—Qp];

determinante de f com relagao a Qp e Qn € a funcao det(q,, o) f definida por

[ QU = (det(q,, x5 f) 0

— Divergente de um campo vetorial

Seja (M™,Q) uma variedade diferencidvel M™ dotada de um volume destacado € e seja v
um campo vetorial diferencidvel sobre M™, v € X(M").

Como a derivada de Lie de um campo tensorial 7' de qualquer tipo é um campo tensorial
do mesmo tipo que o de T' (pag. 79), £, é um elemento de A"(M™") e, por conseguinte, um
multiplo de €2, conforme ja mencionado.

Denomina-se divergente de v em relagao a 2 o campo (divgv)(m) definido por

L, = (divqu)Q.

Exercicio 59:

Considere M = R"™ com coordenadas cartesianas x = (z*,...,z").

Demonstre que o divergente de um campo vetorial v € X (R™) em relagao ao volume padrao
do R™ € dado pela conhecida expressdo

. vl ov? o™
(dive,v)(r) = @(Uﬂ) + W(Uﬂ) +-+ w(l’)-

Ji---Jq
i1...9p

(Adapte a expressio de (Lyt) dada no Exercicio 57 a presente situa¢ao.)
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4.2 Produto exterior

Casos particulares

— Produto exterior de 2 vetores cotangentes 0',6% € T} M.
E a aplicacdo ' A 62 : T, M x T, M — R' definida por

1 1
(0 A 6% (v1,v0) = 0 (v1) 0 (v) , Yui,ve €T, M.

Da definicao decorre:
(01 A 0% (v1,v2) = 01 (01)02 (v2) — 02 (v1)0 (v2) = (' ® 6% — 6% @ 6Y)(v1, v2).

Exercicio 60:
Mostre que
a) 0 A 6% é uma forma exterior p =2 em m € M.
b) OV NGO%2 = —02 N0, N0 =0,i=1,2.
¢) a(0* A O?) = (ad') A O% =0 A (ab?), o € R
d) OV A (af? + BO%) = a(0* NO?) + B(O* A O3), a,B€ER', 6" € T) M.

Exercicio 61:

Considere M = R?, coordenadas cartesianas (x! =z, 22 = y) e o0 ponto m representado pela
origem do sistema de coordenadas (x,y).

a) Dados 8 = Adx + Bdy e w = Pdz + Qdy, mostre que 0 Aw = (AQ — BP)dx A dy.

b) Para dois vetores quaisquer v,u € T,,M, constate que (dz A dy)(v,u) € igual a drea do
paralelogramo formado pelos dois vetores, a menos de um sinal.

(Lembre que dz'(vy,) = v& (pdg. 67), onde vl € a i-ésima compo-
nente de vy, na carta de coordenadas v = p(m).)

xT

c) Seja x =rcosb, y =rsinf. Expresse dz, dy em fun¢ao de dr, df e mostre que dz Ady =
rdr A df.

(Note que o jacobiano de transformagdao € J = ‘a

| =)

— Produto exterior de p vetores cotangentes ' € T M
E a aplicacdo 01 A 2 A --- A OP definida por

0 (v1) OY(va) ... 0 (vp)

2 2 2
(0' AG2 A AOP) (01,09, .0 0p) 1= 02() 0%(va) o ) |y e A

67(v1) OP(vs) ... 6°(v))

Propriedades:
a) 0L AG2 A -+ AP 6 uma forma exterior de ordem p em m € M.
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b) OLAG2A- - A0 = (—1)VOLNO2A- - -AOP, onde (i1, da, ..., ip) é uma permutacio de (1,2, ..., p)
ev= { (1) p;zgz‘?gzgo% . O valor de (—1)” é chamado sinal(sign) da permutacao.
c) 0L A2 A~ AOP =0 se dois ou mais #° sdo iguais.
d) ' AG%2 A --- A 6P é linear em cada um dos p fatores.
e) 0L A2 A-- AP =0sep>n (néadimensio de M™).
Ex:
Considere M = R? com coordenadas (z' = z, 22 = y, 2% = 2) e m a origem de R>.
dx Ndy = —dy N dx
o drANdz=—dzNdx dr' N da? = —dad Ndat, i #
dyNdz = —dz Ndy
e deNde=dyndy=dzNdz=0, da'*ANdz'=0.
e 0 ANw = (Adzr + Bdy + Cdz) A (Pdx + Qdy + Rdz)
= (AQ — BP)dx Ndy + (AR — PC)dx Ndz + (BR — QC)dy N dz.
« Se # = w na expressao anterior, obtém-se § A 6 = 0.
o (dz* Ad2?)(v,u) é igual & drea do paralelogramo formado pelas projecoes de v e u sobre o
plano X?X7, a menos de um sinal.

(dz A dy)(v,u)

o dx NdyNdz =dyNdzNdr =dzNdxNdy = —dyNdxNdz = —dzNdyANdzx = —dx ANdz Ndy.
o (dxNdyNdz)(vy,ve,v3) é igual ao volume do paralelogramo formado pelos vetores vy, va, vs,
a menos de um sinal.
. O produto de quatro ou mais dz’ em R? é nulo, pois contém necessariamente dois ou mais
dx' iguais, j& que existem s6 trés dz’ distintos, dz, dy e dz. Exemplo: dx A dy A dz A dz = 0.
O

Exercicio 62: Referente ao Ex. anterior,
a) demonstre que
deNdyNdz = dxRdy@dz+dyRdzQ@dr+dzQdxrRdy —dy@drRdz—drQdzQdy —dzQdyRdz.
(E facil. E s6 considerar dz A dy N dz aplicado a vetores genéricos (vy,va,v3), ordenar cada
uma das seis parcelas do determinante definitorio de (dx A dy A dz)(vi,ve,vs3) de tal modo a
preservar o ordenamento dos vetores (v1,vs2,v3) € invocar a defini¢ao de produto tensorial.);
b) comprove que a expressio acima assume a sequinte forma compacta:

3
de Ady A dz = dz' A da? Ada? = Z el dr' @ dz? ® da',

111213

(i)=1

Sabendo, p. ex., que €213, = —el23. obtém-se du Ndy ANdz = —dy A dx A dz, certo?

111213 119213
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¢) Comprove ainda que

3
dm/\dyzdx@dy—dy@da::z e dz' @ dx'.

1122

(i)=1

e também que
3

do) Nda? =Y ¥ da™ @da =0, j=1,2,3.

1112

(i)=1

Exercicio 63:

n . .
Mostre que ) F;j(x) dz* Ndx? = 0 quando Fi;(x) = Fji(x) e, portanto, como importante
ij=1
n . .
caso particular desta relagdo, que 8?&(%) dz' Ndx? =0, onde f € F(M™).
ij=1

Pode-se demonstrar (vocé nao quer tentar?) que, em termos do tensor de Kronecker (pég.
84), o produto de p vetores cotangentes é dado por

p
OEAPA- NP = 612"'p.p9i1®0i2®~-~®9ip,

11%2...7

(i)=1

onde cada um dos indices iy, 2, ...,%, assume os valores que rotulam os p vetores cotangentes,
1,2,...,p, e nao os elementos de alguma cobase natural de T*M, que é, por exemplo, o caso no
Exercicio 62.

Caso geral

— Produto exterior de duas formas exteriores quaisquer
Dados 0 € AL, (M) e w € AL, (M), o produto exterior de 6 e w é a aplicagio

ONw T, M X TpyM X - x Ty M—> R

p+q fatores

definida (Trés Senhoras [1], Nakahara [14]) por
1 :
(0 Aw)(v1...0p1q) = il Z (signm)w[0(v1...0p)wW(Vpst1..Vptq)]s

onde 7 é permutagao dos numeros (1,2, ...,p + q) e signm é o sinal da permutagao, signm = £1.
Outra defini¢cdo (Arnold [15], Abraham-Marsden [2], Westenholz [4]), equivalente, é

(O AW) (V1. 0p1q) = D (=1)Y(0 @ w)(viy .05y, Vjy -0, ),
= > (—1)”9(vi1...vip)w(vj1...vjq),

onde a soma é sobre permutacoes (i1, ..., ip, ji, ..., Jq) de (1,2,...,p + ¢) que obedecem ao orde-
1 permutagao impar

0 permutacao par

0 A w é uma forma exterior de ordem p +¢g em m € M. o

namentoi1<i2<---<ip,j1<j2<~-<jqel/:{



Capitulo 4. Calculo Exterior 89

Exercicio 64:

a) Para 0' e 02, ambas de ordem p = 1, mostre que (0* N6?)(v1,v2) coincide com a definicdo
anterior, em termos do determinante da matriz de elementos 0(v;).

b) Para 0 e w de ordem p =1 e q = 2, respectivamente, obtenha (0 Aw)(vy,va,v3) pelas duas
definicoes referentes ao caso geral e constate que, de fato, estas ddo o mesmo resultado.

¢) Conclua que 6 Aw do item b) é uma forma exterior de ordem p = 3.

d) Para 0%, 6% e 6, todos de ordem p = 1, comprove que 8 A (6% A 63) = (01 A 62) A 63.

— Produto exterior de duas formas diferenciais quaisquer

Dados 6 € AP(M) e w e AY(M), onde p > 1, q> 1, — 0 e w agora sao campos diferencidveis
—, 0 produto exterior (exterior product, wedge product) de 6 e w é o campo (A Aw)(m) que associa
a cada m € M o elemento 0(m) A w(m) € ALT4(M).

No caso de uma 0-forma f € A°(M) — funcdo real diferencidvel sobre M —, o produto exterior
de f e uma p-forma w € AP(M) é o campo diferencidvel f A w definido por

fAw:=fw,
onde fw é a multiplicagao por fungao junto ao médulo X (M) (pag. 78).

— Propriedades
O produto exterior de duas formas diferenciais exteriores é uma aplicacao

A AP(M) x A9(M) —s APFI(M)

que apresenta as seguintes propriedades:
1) Aw = (—)Plw AB; pode nao ser comutativo;
2) (OANw)ANw=0A(wAw); é associativo;
3) (0+w) ANw=0Aw+wAw;
WA O+ w)=wAbl+wA w, é bilinear
D FOAW) = () Aw =0 (fw); | e F(M),
onde F(M) é o anel das fungoes diferenciaveis sobre M (pédg. 52).

— Algebra exterior ou de Grassmann, A(M)

E o conjunto das formas diferenciais de todas as ordens (p = 0,1,2,...) sobre M juntamente
com as operagoes de adigdo e multiplicagio por fungao referentes ao médulo X (M) e com
produto interno dado pelo produto exterior.

A &lgebra A(M) é uma dlgebra graduada (graded algebra), isto é, uma colegdo {AP(M)} de
médulos indexados pelos ntimeros inteiros p e com uma aplicacao bilinear associativa

A AM) x A(M) —s A(M).

Obs.

Uma fungao real diferencidvel f pode ser encarada como elemento do anel F(M) sobre o
qual cada um dos AP(M) é definido bem como O-forma.

fw pode ser entendido como produto de uma p-forma por um elemento de F(M) ou como
produto interno de dois elementos da algebra A(M) — dado pelo produto exterior —, ja que
fAw:= fw.
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— Representagoes de formas diferenciais

Ex :

Considere M = R? com coordenadas (2!, 22).

Ha& trés maneiras de representar 2-formas:

1) w(z) = wia(z)dz! ®@ dr? + wo (z)dr? @ dat

2 . .
= Z wij($)d$l ® dil?], Wij = —Wji;
ij=1
2) levando em conta wis = —wsq € dz' A dz? = do' @ da? — da® ® da!, passa-se de 1) para
w(r) = wiz(z)dzt A da?

2
=Y wy(z)dz! ndx?, T<J;
1,J=1

3) considerando wiy = —w9; € dz' A dx? = —dz® A dz!, passa-se de 2) para
w(z) = swia(z)de' A da? + fwor (z)da® A dat
2 . .
= % Z Wij($)d$l Adz?, Wij = —Wjg.
ij=1

O
As representagoes de uma p-forma qualquer w € AP(M™) na carta (U, p), x = p(m) sao:

D w(x) =3 Wiig.ip(x)d2z" @ dz" @ --- @ da',  wjy4,.. i, totalmente anti-simétricas;
(i)=1
n
2w(z) =Y wnn.n(@)ds Ade2 A Ndzlr, << <,
(=1
onde wy, 1,...1,(7) sdo as componentes estritas de w(x).

n
3) w(z) = 1% Y Wiy (@)dx™ Ndx® Ao ANdx'®,  wiyg,. i, totalmente anti-simétricas.
(i)=1
Na literatura encontra-se com freqiiéncia a representacao 3) sem o fator 1%’ Ao passar para
os outros modos de representacao, ¢ preciso leva-lo em conta.

Exercicio 65:
Convenca-se de que
1 n ki..kp
@) Wiy iy = g1 2 €y iy Whakye
(k)=1
b) Z wil___ipdx“ R Rdxt = o
(i)=1 (
n
c) 1% > Whpk, dzF A Ndafr = 3w pdalt A Ndalr, <Dy < <

wklmkpda:kl Ao Adabe.
1

=
3‘||’M3

Os n diferenciais dz’ das funcoes coordenadas, encaradas como 1-formas, constituem a base
natural do médulo A (M™) = xXP(M™).
O conjunto dos nP elementos {dz" ® --- ® dz'?} é uma base para o médulo XS (M™).

O conjunto das ﬁip)! p-formas linearmente independentes {dz"* A---Adx?}, [ < --- < I,
constitui uma base para o submédulo AP(M™) de X)(M).

O conjunto {dz" A --- Adxz'}, sem ordenamento crescente nos (i) como em I; < --- < I,
nao é base para AP(M™), pois seus elementos nao sao linearmente independentes. E bom lembrar

isso junto a representagao 3), pois o esquecimento disso costuma causar desastres nos célculos.

Exercicio 66:
n
Dadas as formas o =3 adz’, =
i=1

n .
Bjdx? e w = a A f;
J=1
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a) mostre que as componentes de w na base {dx' ® dr’} sdo wij = a;B; — o Bi;
b) quais sdo as componentes estritas de w — componentes de w na base dv! Ndx?, I <J — e
quais sao as suas componentes na expansio em termos de {dz' N\ dx?}?

No caso particular do espaco euclidiano R?, coordenadas (2! =2, 2?2 =y, 2% = 2), costuma-

se adotar como base de A%2(R?) o conjunto formado por
dyNdz, dzANdzx, dzAdy,

chamado base usual do A%(R*), em vez do conjunto {dz! Adz’}, I < J.
Qual é a diferenca entre a base usual e a base {dz! Adz’}, I < J?

Exercicio 67:

a) Para o = aydx + aody + asdz e B = prdx + Pady + Psdz, mostre que as componentes
de a A B = —B Aa na base usual de A*>(R®) coincidem com as componentes do produto vetorial
usual, a x B, dos vetores o = a1i+ aoj + ask = (a1, a0, a3) e B = (b1, B2, 53).

b) Para o dada no item anterior e v = y1dy A dz + yodz A dx + vy3dx A dy, mostre que a
componente estrita de aw Ay = v A a coincide com o produto escalar usual, o - vy, dos vetores
a = (a1, a2,a3) ey = (71,72,73)-

¢) Obtenha as componentes de v dado em b) nas representagoes 1), 2) e 3) de p-formas.

Passando da carta a para a carta [, w(z,) muda para w(zg) de acordo com a lei de trans-

formacao de um campo tensorial do tipo < 2 >,

"L ozh Oxly
Wiy (T8) = ) s 28 o (@p)wn, Ly, (Talze)).
=1 975 8966

n . n .
As representacoes w(xg) = :z%! > wjl,,,(:ng)da:g A ew(zy) = 1% > wiy (xa)dTE A -y
21

estao relacionadas por

(335 pl Z Wis.. Zp($a(l‘ﬁ))d$“ (:EB) . /\d:l?if’($5)7
(9)=1

896 ( ) Jk.

onde dz¥* (zg) = 0.
Je=1

Exercicio 68:

Considere M = R®, a mudanca de carta (r,0,¢) — (x,y,2) dada por x = rsiné cos ¢,
y=rsinfsing, z=rcosh; r>0,0<0 <7, 0<¢<2m;|z|]>0,]|y >0,z >0 e o volume
padrdo do R® (veja pdg. 84), Qo(z,y, 2) = dx Ady A dz.

Mostre que Q(r, 0, ¢) = r%sin 0dr A df A de.

(Adapte a relagao entre as representagies w(a:g) e w(zqy) para este caso particular e desen-
volva os produtos exteriores, lembrando que dz' A dazd A dz* = 0 quando dois ou mais dx® sdo
iguais.)
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No caso particular de p = n (dimensao de M™), as componentes estritas das n-formas acabam
transformando-se conforme

WKy =1...Kn=n(28) = J(xg)wr,=1..1,=n(Za(23)),

onde J(zg) = det [axé (xﬁ)] é o jacobiano de transformacao das coordenadas.

K
8:(:5
Ex :
Vide o exericio anterior.

— Imagem reciproca (pull-back) de p-formas
Uma f: M" — N, f:m+—— n diferencidvel sobre M induz uma aplicacao

f*ZAp(NS)HAp(MT) ) pésu pST
que associa a cada w € AP(N®) uma p-forma f*w € AP(M") definida por

(fFw)(m) (V1 ey vp) 1= W) (fryV1s ooy fraVp) 5 Vi € Ty M.

(Veja pag. 68, 70 e 77 e Trés Senhoras[1, capIV.A.3]).

f*w é denominada imagem reciproca (pull-back) de w.
Num par de cartas onde m, n e f sao representados, respectivamente, por z, y e y = y(x),
a relacao entre w e f*w é

1 < . .
wly) == > wir, W)y A Ady's
T (i)=1

s . .
. oy" y'» ,
(f* )i, (@) =g:1 o (@) o @i, (@) () =1
7)=

Ex : Inclusao, volume da esfera S

Considere a inclusio (pag. 9) da esfera S? mergulhada no R3, i : S2 — R3.

Sejam (0,¢); 0 < 6 < 7, 0 < ¢ < 27w as coordenadas esférico-polares usuais da esfera, e
(z,y, z), as coordenadas cartesianas usuais de R
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A imagem reciproca de w = Pdy A dz + Qdz A dx + Rdx A dy € A*(R®) perante i é
(i*w) = (Psin @ cos ¢ + Q sin fsin ¢ + R cos0) sin 0dh A dep € A*(S?).

Considere um ponto m qualquer sobre S%, de coordenadas (z,y,2) no R®. O vetor r =
ri+yj+ 2k = (2,9, 2) é unitdrio, pois #2 +y>+ 22 = 1, e é o vetor posicional de m no R3, certo?

Considere dois vetores, v = (Az, Ay, Az) e u = (Ax, Ay, Az), ortogonais entre si e tangen-
tes a S? no ponto m. Suponha que Az, ..., Auw, ... sejam distancias elementares, infinitesimal-
mente pequenas, no R3.

O produto misto r - (v x u) = z(AyAz — AzAy) + --- é o elemento de drea de um plano
tangente & esfera no ponto m, certo? Como Az, ..., Az, ... sdo infinitesimais, r-(vxu) é também
(numericamente) um elemento de drea da esfera no ponto m, certo?

Exercicio 69: Sejo w = xzdy A dz 4+ ydz A dx + zdzx A dy.
a) Mostre que w, aplicado a v = Ama% +--eu= &8% + -, produz w(v,u) =r- (v X u).
b) Mostre que i*w = Q € igual a (0, ) = sinOdf A dp em coordenadas (0, ).

Q é o volume de S?, referido na pag. 84. O
Teorema: f induz um homomorfismo f* entre as dlgebras exteriores graduadas A(N®) e
A(M™).

Homomorfismo entre A(N®) e A(M") significa uma aplicacao f* : A(N¥) — A(M") tal que
a) f*(aw+ B0) = af*w+ Bf*0 , w,0 € AP(N®) , o, €R;

b) f*(wAB)=ffwA f0 , weAP(N®), § € A1(N*®).

Vocé nao se anima a demonstré-lo? A propriedade b), por ex., é muito ttil.

Quando f é um difeomorfismo (r = s), o homomorfismo transforma-se em isomorfismo.

— Imagem (push-forward) de p-formas
Uma aplicagao f: M™ — N, f : m +— n difeomérfica sobre M" induz uma aplicacao

foi AP(M™) — AP(N™) | p<n
que associa a cada w € AP(M™) uma p-forma f.w € AP(N™) definida por
f* = f_l* )

ou seja, por

f+«w é denominada imagem (push-forward) de w.
Se f é diferencidvel, w(n) possui garantidamente imagem reciproca. Para que w(m) possua
imagem f.w, f deve ser mais do que diferencidvel; deve ser difeomoérfica (pég. 51).
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— Invariancia e simetria de p-formas
Uma p-forma w é invariante perante um difeomorfismo f: M — M, f: m+—— n se

[ w(n)) = w(m)
ou, equivalentemente, se
fe(w(m)) = w(n).

f é dita uma simetria de w nesse caso.

Ex :

Sobre o cenario béasico da formulacao Hamiltoniana da Mecanica Classica, o fibrado co-
tangente (pag. 68) do espaco de configuracio, M?" = T*Q" , existe uma 2-forma destacada
(distinguished), denominada forma simplética natural de T*Q, wy. Veja a observacao a pag. 66
para recordar o significado do adjetivo “natural” e aguarde a pag. 101 para saber o que é uma
forma simplética, e a pag. 104 para saber porque wy é uma forma simplética “natural”. wg € a
derivada exterior, a ser apresentada logo adiante, da forma de Liouville 6y (pag. 71), wy = dby,
e é representada em coordenadas naturais (z!...2%") = (¢'...¢", p1...pn) de T*Q™ por

w0(4,P) = W0.0n (4, P) Z dp; N dq'.

A aparéncia de wg é denominada forma canénica quando é a aparéncia acima, wy,,,, -

Transformacao canénica — no contexto geométrico da formulacao Hamiltoniana — é uma
mudanca de coordenadas (g, p) — (g, p), entendida como um difeomorfismo f : R** — R?",
que deixa invariante a forma canodnica de wy,

f*woca7l(67 ﬁ) = woca'rl(q?p) ’ f*woca'rL(q?p) = woca7l(67 ﬁ) .

f é uma simetria de wy_,,, .

As mudancas de coordenadas naturais de T*Q (veja pdg. 69 e 71) sdo transformagdes
candnicas.

Comprovagao: dada a mudanga de coordenadas naturais

7 = q'(q) ¢ = 4'(q)
_ n 9q7 / — — 2 oy = , =10,
pi = -21 Pige ((q)) pi = leg o7 (a())

‘]: ‘7:

segue das relacoes que carcterizam essa mudanca que
dpi(q,p) A dq'(7, p)

apldpﬁrzapl >A<Zapldpz+2 d"“)

-

@
Il
—

f*wocan (Q7p) =

|
M:

=1

@
Il
—
<.
Il
—

Il
M:

@
Il

-
<

6q]dp] + Z pjaq (6(1]) %Irlnd(jm> <0+ Z 8q =dq >

Jslym=1

MJ

,_.

<.
Il

—

i,5,0=1 k=1

.

[y

j=1 li=1

.

RRINGERINGE

5id]3j Adg® + Y p; < > 681( ) dg' A dq ) (veja o Exercicio 24)

= dpi N dg* + 0 (veja o Exercicio 63)
k=1

= wocan (67 ﬁ) N

g 9q' S o7\ [ <= 8 5\ Og ok
i) mnan s 5 ik (£ %W)A(E S

)
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H4, porém, transformactes candnicas importantes na Mecanica Hamiltoniana que nao sao
mudancas de coordenadas naturais. O

Exercicio 70:

Para um oscilador harmonico isotrépico, por ex., a evolugao temporal sobre o espaco de fases
de momentum € dada por
i

¢ = a'cos(wt)+ L sin(wt)

L= T o ‘ i:1,2,...,n.
pi = —wz'sin(wt) + y' cos(wt)

Mostre que a relagdo entre os valores de (q,p) para t qualquer e seus valores iniciais, ¢'(0) =
xt, p;(0) = o, € uma transformagdo candnica. Repare que ela ndo é mudanga de coordenadas
naturais (por que ndo?).

4.3 Derivada exterior

— Derivada ou diferencial exterior de p-formas
Encontram-se na literatura duas concepgoes de derivada ou diferencial exterior.

Definicao implicita

P.d-0) Derivada ou diferencial exterior é uma aplicagao
d: AP(M™) — APTHM™) | p=0,1,2,...,n

que satisfaz as seguintes propriedades:
P.d-1) d é linear,

d(ow + B6) = adw + BdO , 0,w € AP(M™), o, € R';
P.d-2) d obedece a regra antiLeibniz,
dwN0)=doNO+ (-1 PwAdl , we AP(M), 0 ANI(M"),

P.d-3) d* =0, isto é,
d(dw) = 0;
P.d-4) Se f é uma O-forma, df é o diferencial ordindrio de f (pdgs. 57, 67), representado
em coordenadas x por

df :Z; gfz (z)dz';

P.d-5) d é local, o que quer dizer que se w e € coincidem em um aberto U C M"™, entao
dw = df em U, isto é, o comportamento de w fora de U nao afeta dw em U;

(dw)|y = d(wly) -



Capitulo 4. Calculo Exterior 96

Teorema: Existe um operador d definido univocamente pelas propriedades acima.
Referéncias: Trés Senhoras[l, cap. IV.A.2]; Abraham-Marsden [2, Teorema2.4.5]; C. von
Westenholz[4, cap. 7 e proposigao 2.1]; Curtis-Miller[12, proposicoes 9.41 e 9.42].

Definicao explicita

Seja uma w € AP(M™) representada na carta (U, ), p(m) = z por
1 & . ,
H=1

As componentes w;)(z), (i) = (i1, ..., ip) sd0 O-formas, fungdes reais diferencidveis para todos os
valores dos elementos de (7).

O operador derivada ou diferencial exterior d é um operador que associa a w um ente dw
representado na carta (U, ¢) por

P.d-6)

n
dw(x) = I% Z dwi, .., () A dz’t A - Adx',
(i)=1
. n Owiy(Z) ; |« . . e

onde dw; () —kzl —gor—dz" ¢ o diferencial ordindrio de w; ().

Referéncia: W. Thirring [11, Def. 2.5.1 (definigao explicita)].

A demonstragao do teorema da existéncia e unicidade de d (veja, por exemplo, Trés Senhoras
[1] e Abraham Marsden [2]) é feita em duas partes:

1%) demonstra-se que um operador d que satisfaz as propriedades P.d-0), 1),...,5) produz
univocamente P.d-6);

2%) demonstra-se que d definido por P.d-6) é independente de carta e satisfaz as propriedades
P.d-0), 1),...,5).

Exercicio 71:

a) Efetue a primeira parte da demonstragao (€ facil e é importante).

b) Mostre que a expressio P.d-6) mantém sua forma perante mudancas de carta (dai a
independéncia de carta do operador d).

— Observagao

A definicdo implicita é a preferida na literatura e poe em destaque, ja de inicio, as proprie-
dades intrinsicas de d, independentes de carta, utilizadas nao sé em operagoes que independem
de coordenadas, como, p. ex., nas demonstragoes das relacoes entre d, i,, L,, etc. (pag. 115) e
nos exemplos de aplicagdo destas (pdg. 116 em diante), mas, também, em célculos dependentes
de coordenadas, quando nas representacgoes 2) ou 3) (pag. 90) das p-formas as componentes

tensoriais e as coordenadas sdo encaradas como O-formas.
Ex :

’

E interessante verificar que uma série de relacoes conhecidas da Anilise Vetorial do R3
decorrem das propriedades de d — usando a base usual de A%(R?) (pag. 91).

Pd-3) = {rot(gradf) =0, p=0;

div(rotv) = 0 , p=1.
grad(fg) = ggradf + fgradg , p=0,g=0;
Pd2) = rc_>t(fv) = (gradf) x v + f?otv , p=0, qg=1;
div(fv) = (gradf)-v+ fdivw |, p=0, ¢=2;
div(vxu) = (rotv)-u—v-(rotu) , p=1,¢g=1
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Essas relagoes surgem de imediato das propriedades do operador d apdés uma consulta ao
seguinte “dicionario”, sob forma de exercicio, e também ao Exercicio 67:

Exercicio 72:

a) Dada f € A°(R3), mostre que as componentes de df coincidem com as do gradiente de f,
gradf.

b) Dada o = ayde + asdy + asdz € AYR3), mostre que as componentes de da coincidem
com as do rotacional de ov = (a1, g, a3), Totar.

¢) Dada B = Bidy A dz + Bodz A dx + Badx A dy € A2(R?), mostre que a componente estrita
de df coincide com o divergente de 3 = (31, B2, 3), div3.

As expressoes acima encontram-se em Trés Senhoras [1, cap. IV.A.2] e, juntamente com
muitas outras, no interessante artigo “Differential forms as a basis for vector analysis - with
applications to electrodynamics”, de N. Schleifer [18]. O

— Componentes tensoriais de dw
n

Os elementos & =22 em dw = 1 > i quk A dz A -+ A da'?, que é obtida de w
p! Oz p: (=1 ox
segundo P.d-6), nao sdo as componentes tensoriais, totalmente anti-simétricas, da (p + 1)-forma

dw. Para obté-las, é necessdrio expressar dw em termos de dz/! ® dr’/? ® --- ® da’r+!, base de

X\ 1 (M), usando dz® Adz A- - Ndxtr :( ;1 E?fz'é....%zpﬂdxﬂ ®dr?®- - -®@dx/rt! e a anti-simetria
] =

Owiy ..i T .
de 1% 5o nos indices ().

Casos particulares

n

Wp=0, f=f@). df =3 Zh()dst =3 (@f)uds

(=L @)

n

b)p=1, 0= O;(x)dz’ , dd =5 idab ndzi=> (df)pida* @ dz® |

— i=1 k=1 Ot k=1
00; 0y
[0 = 50% ~ Bar
)p=2, w=Y wja)dr'@dad =% Y wy(z)da® Adad
i,7=1 i,7=1
dw=9 > %;ﬁf (z)dz® Ndzt Adad | dw= Y (dw)gidr® ® da' @ dad
irj k=1 irj k=1

p=3, w=3Y wjle)ds ®d! @da' =% > wij(z)da’ Adad Adal |
i-jl=1 Cingil=1
n . . n . .
dw=% > ag;ii’ (z)dz® Ndzi Adad Ndpt =Y (dw)ijdet @ dat @ dod @ dat
i7j7l7k:1 imj’l’k:l

Owiji  Owjie | Owii Owpj

oxk Ozt ozJ ozl

(dw)kijz =
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Exercicio 73:

Obtenha as expressoes de (df)ki, (dw)kij e (dw)giji dadas acima

Caso geral

n .
Para uma p-forma qualquer, w = ) w;, ; dz" ® -

(i)=1

n . .
= 1%! ()21 Wip..ipdT™t N - N da'P,

.

as componentes tensoriais de dw =

M:

8w¢14.4ip deF Adxt A - A dte
) T ozk

\Tl/mg ’E|>—A

k(i

( )]1j2..~jp+1dxj1 Rdr’2 ® - - ® dxir+t
(J

sao dadas por

n

d _ kiv..i, 1 Owiy i,
(dw)jijo.jpir = E € :

Jgzedepl o Ok
k,(1)=1

Exercicio 74:

Obtenha, como casos particulares do caso geral, as expressoes de (d)y;, (dw)ri; € (dw)riji

— Formas diferenciais fechadas e exatas

Forma fechada ou cociclo (cocycle) é uma w € AP(M) tal que dw = 0.
Forma ezata ou coborda (coboundary) é uma w € AP(M) tal que
6 € AP~L(M).

= df para alguma
Atencao:

Toda forma exata w é fechada, pois dw = d(df) = 0, em vista da propriedade P.d-3), mas

nem toda forma fechada é exata! O lema de Poincaré, mais adiante (pdg. 100), aborda esse
assunto.
Ex :

Todo fibrado cotangente, T*Q", possui uma forma simplética natural, wgy, apresentada no
Ex. da pag. 94 e retomada mais adiante, na pag. 104. wg é exata, pois, por definicdo, é a
derivada exterior de uma 1-forma, a forma de Liouville, §y (pag. 71); wo = dby

n .
Em coordenadas naturais (¢,p) de T*Q, 0y é dada por 6y =>_ p;dq’, e, conseqlientemente

i=1
wo = dfg =" dp; Adqg'.
i=1

E facil de verificar — compare com a demonstracdao junto a definicdo de transformacao

canonica (pag. 94) — que wp € invariante perante mudangas de coordenadas naturais (g, p)
(g, p) sabendo que 6y é invariante (pag. 71): como

0o szdq — 00(q,p) Zp]dq,
=1
entao

demdq — wo(q, p) = dbo(q, p) de]Adq
=1
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Ex :

Seja F(x,y, z) um campo de forcas conservativo no R?. Isso significa que o trabalho realizado
por F ao longo de qualquer caminho fechado é nulo. Existe conseqiientemente uma funcao escalar
V(z,y, z), denominada fungao (energia) potencial, tal que

F = —gradV .

Conclui-se que § = F - dr = Fydx + Fydy + F3dz € A'(R?) estd relacionada a V € A°(R3)
através de
0 =—dvV .

Generalizando, dada uma p-forma w exata de ordem p (> 1) qualquer, uma (p — 1)-forma 6
tal que w = df é também chamada de potencial.

Uma forma exata admite infinitos potenciais, pois se 6 é um potencial, entao 6’ = 6 + o com
« fechada também é.

Mudanca ou transformacao de calibre é uma mudanca de potencial

0 —0=0+a, da =0.

Od
Ex :
O termo “transformacao de calibre”, aplicado a mudancas de potencial de p-formas exatas,
tem sua inspiragao no Eletromagnetismo.
O tensor de componentes usualmente representadas por F),, e que caracteriza a intensidade
3 3
do campo eletromagnético é uma 2-formaw = ) Fjdet@da’ = ) %F wdrt Adz? definida
p,r=0 H,v=0
3
sobre o espaco de Minkowski e obtida por derivacao exterior, w = df, da 1-forma 0 =5 A,dz”

v=0
associada ao quadrivetor (cotangente) potencial eletromagnético A = (¢, A), F, = g‘;‘;; — 8821,; ,

w,v=20,1,2,3.
w nao muda perante a transformagao § — 6’ = 6 + dx, o que significa, em termos de F,, e

A, que Fy,, — F},, = F),, perante a mudanca de potencial 4, — A, = A4, + %, conhecida
no contexto do Eletromagnetismo como transformacgao ou mudanca de calibre. O
Ex :

Na formulagao Hamiltoniana sobre (T*Q", wp), uma mudanga de calibre 6y — 6’ = 6+ dF,
F € AT*Q) — por exemplo, 0/ =Y (p;dq’ — d(piTqi)) =3 (%pidqi - %qidpi) — nao afeta

as equagoes de Hamilton, pois estaslsc% dependem do Hamiiténiano H e da forma simplética
n
df’ = dfy = wo =5 dp; A dq', como serd visto mais adiante, no Exercicio 83. O

Ja foi mencioflaiio anteriormente que toda forma exata é fechada, mas que nem toda forma
fechada é exata.

Ex :

O rotacional de um campo de forgas conservativas é nulo, rot(gradV)= 0. Mas se F é tal
que rotF = 0, F nao é necessariamente conservativo. Isso quer dizer que o trabalho realizado
por F ao longo de algum caminho fechado pode nao ser nulo. O

Ex. classico:

Considere o plano perpendicular a um condutor elétrico retilineo de comprimento infinito e
espessura desprezivel. Uma corrente elétrica ¢ gera um campo magnético B paralelo ao plano e

1

que obedece a m f() B - dl = i para qualquer caminho fechado C envolvendo o condutor.
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Para a corrente elétrica dada por ¢ = i—’;, o campo B é tal que

f=B-dl (—ydx + zdy),

-
em coordenadas cartesianas.

0 é denominada forma de Oersted-Ampére e é uma l-forma (campo vetorial cotangente
diferencidvel, sem singularidades) sobre a variedade M = R? — {0}. M simula o plano R>
perpendicular ao condutor e com um “furo” na origem, por onde passa o condutor.

6 é fechada; df = 0 (rotB = 0, conforme o Exercicio 72-b). Confira.

6 nao é, porém, exata, 6 # d¢, pois §0 = § B - dl = 21 # 0 para contornos envolvendo o
“furo”. Se 0 admitisse potencial, § = d¢ (B = grad ¢), ¢ 6 teria que se anular para qualquer
caminho em M, inclusive aqueles que contornassem o ”furo”.

Note que um possivel candidato a potencial, ¢ = arctan(%), nao é funcéo continua e dife-
renciavel sobre todo M — ¢ possui corte de ramo, “branch cut” — e nao é, portanto, uma 0-forma
sobre M.

A expressdo de ¢ acima é aceitdvel, porém, como potencial local, valido em qualquer regiao
que nao contenha corte de ramo. O

O fato de uma forma fechada sobre uma variedade M nao ser necessariamente exata tem
a ver com aspectos globais, de natureza topoldgica de M (a existéncia de um “furo” no Ex.
classico acima, por ex.).

E nesse ponto que os aspectos locais (carregados pelas formas diferenciais) e globais de M
se fundem, consubstanciando o que é conhecido na literatura sob o nome de Cohomologia de de
Rahm.

Referéncias: Veja, por ex., C. von Westenholz [4, cap. 10]; Nash-Sen [3, cap. 6]; M. Nakahara
[14, cap. 6].

— Lema de Poincaré

Sobre um aberto U C M™ difeomérfico a R™ — U ¢ contratil (pdg. 17) a um elemento qualquer
do R™ —, todas as formas fechadas de ordem p > 1 sao exatas; dw = 0 = w = dff em U. No
caso particular p = 0, dw = 0 significa que w é uma funcao real constante. (Veja, por ex., Trés
Senhoras [1, cap. IV.B.3, pag. 224].)

Ex :

Todas as formas fechadas sobre R? sdo exatas, certo?

Se M™ nao é difeomérfica a R"™ e uma p-forma w fechada nao é exata, isto é, se nao existe
(p — 1)-forma 6 definida sobre todo M™ tal que w = df, o lema de Poincaré garante, porém, que
w é localmente exata, pois sempre é possivel encontrar em torno de cada elemento de M"™ um
aberto U difeomérfico a R". Neste aberto valerd w|;; = df para alguma 6 € AP~1(M™). Uma
tal 8 é chamada de potencial local. O

Ex :

No Ex. cldssico (pag. 99), M = R? — {0} nao é difeomdérfico ao R?, por causa do “furo”
na origem, e a l-forma de Oersted-Ampere é fechada, mas nao exata. Ela é, porém, exata
localmente, e ¢ = arctan(£) é um potencial local, vélido em qualquer regiao aberta que nao
contenha corte de ramo de ¢. O

Ex :

A esfera S? e o toro T2 ndo sdo contriteis, e, portanto, uma 2-forma sobre qualquer uma
destas duas superficies é obrigatoriamente fechada, por ser de ordem méxima, mas nao neces-
sariamente exata.
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Essas duas variedades sao exemplos de variedades orientaveis compactas, que admitem 2-
formas volume (pag. 84) fechadas porém nao-exatas. O

Exercicio 75:
Para S?, considere o volume Q dado no Exercicio 69. Apresente wma 1-forma potencial local
para ) e especifique o maior dominio U de validade do potencial.

— Variedade simplética

E um par (M?",w), onde M?" é uma variedade diferenciavel de dimenséo, obrigatoriamente,
par, 2n, e w é uma forma simplética destacada (distinguished) sobre M?".

Forma simplética w é uma forma diferenciavel caracterizada por

1) w é uma 2—forma;
2) w é nao-degenerada;
3) w é fechada; (dw = 0).

Nao-degenerada significa:
w(m)(Vm, Um) =0, Vupy, = v, =0, Vm € M.

Numa carta (U, ¢) qualquer, de coordenadas x, as propriedades 1), 2) e 3) acima implicam,
respectivamente,

1) wij(z) = —wji(x) , wi;(z) diferencidvel
2) det [wi;(z)] #0
3) awij jawjk 8wki 0 Vx € QD(U)

oxk  Oxt OxJ
Como o determinante de qualquer matriz r X r de dimensao r impar é nulo, decorre de 2) que
M deve possuir, necessariamente, dimensao par, 2n, para que possa admitir forma simplética.
(M?",w) é orientavel, pois a 2n-forma

(W'=wAwA---Aw
N—_—

n fatores

é uma forma volume; w(m) # 0 = (w)™*(m) # 0, Vm € M?", em vista da propriedade 2) acima.
A 2n-forma usualmente considerada para volume de uma variedade simplética é

N
a,= Ty,
onde [%E] ¢ o maior nimero inteiro resultante de 24 ([HE] =1, [EL] = 1, [2H] = 2,
(4129 ),

Por ser uma forma bilinear nao-degenerada definida sobre o espago vetorial T,, (M), w(m)
induz um isomorfismo, dito natural, entre T,,,(M) e T;% (M), como apontado na péagina 66.
R. E. M. S. (veja ao pé da pédg. 31): seja
& (m) : TpM — T M

a aplicacao definida por

& (M) : U > Oy, O (u) := w(M) (Vs Un) 5 Yy, € Tp(M).
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A . . (.
w (m) é o isomorfismo natural §' da pagina 66.

A A
Em coordenadas x, w (m) é representada pela aplicacdo w (z) : v, — 0,,

2n
Orj =>  viwij(x) , §=1,2,...2n.
i=1

A . . .
w (m) possui as seguintes propriedades:
AN , 1s . JEIST
i) w (m) é linear, pois w(m) ¢ bilinear;
AN .. . . . ~ P
i1) w (m) possui inversa, pois em vista de det [w;j(x)] # 0, o sistema de equagoes algébricas
2n
05 =Y viwij(z), j =1,2,...,2n admite solugao v, tnica para cada @;
i=1
A

i1i) w (m) é sobrejetora para T,, M e T*M de dimensdes finitas.
Conseqiientemente, a propriedade 2) de w pode ser substituida, equivalentemente, por

2) o (m) induzida por w(m) é um isomorfismo entre T,,M e T} M , Ym € M.

As propriedades 1) e 2) de w correspondem, respectivamente, as propriedades 1') e 2) do
campo tensorial métrico, g, de uma variedade Riemanniana, (M™,g) (Veja Trés Senhoras [1,
cap. V.A.1]):

1) gij(z) = +gji(x) , gij(x) diferencidvel
2') det [g5(x)] # 0

Diferentemente de 2), a propriedade 2') ndo implica que a dimensao da variedade Rieman-
niana seja necessariamente par. A dimensao de (M"™, g) pode ser qualquer, par ou impar.

Em comparacéo a g, que nao é uma 2-forma e que nao pode, portanto, ser alvo da derivada
exterior, w possui uma propriedade definitéria adicional, dw = 0. Que importancia tera esta
propriedade? Veja a seguir.

Vo € o(U).

— Teorema de Gaston Darboux

Referéncias: Abraham-Marsden [2, cap. 3.2]; Trés Senhoras [1, problema IV.6]; V. Arnold
[15, cap. 8.43]

Seja w uma 2-forma nao-degenerada sobre M?". Entdo w é fechada, dw = 0, se, e somente
se, para cada elemento my € U existe uma carta (U, ), mg € M com coordenadas ¢(m) =
Zpary = (25,5220 ) = (b2 yt.y™), m € U tais que

a) p(mg) = (0, ...,0) € R*";

b) a representacao w(zp.,) de w(m) é constante em ¢(U) e assume a forma padrao, dada
em termos das componentes w;; de w, pela matriz

s = (5 5

onde I é a matriz identidade de dimensao n x n.

Exercicio 76:
a) Mostre que a forma padrao também € representavel por

W(Zpars) :Z dy' A dz'.
i=1
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b) Conclua que o volume 2, de uma variedade simplética é representado nas coordenadas
Zpary Pelo volume padrao do R" (pdg. 84),

Qw(2par) = det Ao Adz ANdy' A A dy".

Uma variedade simplética (M?",w) possui, pois, na vizinhanca de cada elemento um sistema
de coordenadas — na realidade, infinitos sistemas de coordenadas — no qual w assume a forma
padrao.

Tais coordenadas sao denominadas coordenadas de Darboux ou coordenadas simpléticas.

As variedades simpléticas correspondem na geometria Riemanniana aos espacos planos, os
quais admitem, em torno de cada ponto do espago, sistemas de coordenadas nas quais as com-
ponentes do campo tensorial métrico formam uma matriz diagonal constante. No espaco de
Minkowski, p. ex., a matriz pode assumir a forma

1

[94()] = ) , Va € o(U).
=

Em contextos envolvendo variedades simpléticas — na formulacao Hamiltoniana tradicional
da Mecanica Cléssica, p. ex. — considera-se muitas vezes a forma padrao de w como cdanone,
passando esta a ser chamada de forma canénica. Conseqiientemente, as coordenadas de Darboux
também passam a ser chamadas de coordenadas canénicas.

Transformacgées candnicas, no sentido mais amplo do termo, sao aplicagoes que deixam
invariante um canone.

No caso de uma variedade simplética (M,w), quando o canone é a forma padrao, weq, =
w(Zpar), transformacoes canoénicas sdo mudangas de cartas, entendidas como aplicagoes f :
R?™ — R?™, que deixam invariante weqn,

*
f Wean = Wean-

f é uma simetria de wegp.

Quando (M,wps) e (N,wn) sdo duas variedades simpléticas, encontra-se também sob o
nome de transformacao canénica (Abraham-Marsden [2, Def. 3.2.5], p. ex.) a transformagdo
simplética ou simplectomorfismo definido pela aplicacao

f:M—)N s f*wN:wM.

Para uma variedade simplética qualquer, passar de coordenadas x quaisquer para coorde-
nadas de Darboux é sempre posivel, em principio. Mas pode ser muito dificil, praticamente
impossivel, encontrar a lei de transformacao; ou nao ser desejavel, quando, por ex., as coordena-
das x possuem significado fisico de interesse, ou quando a forma padrao de w nao é considerada
canone, como, por ex., no formalismo Hamiltoniano-simplético da Mecanica Lagrangiana.

— Exemplo classico de variedade simplética

Considere um fibrado cotangente qualquer, M?" = T*Q™.

Sobre M existe uma 1-forma natural 6y, baseada na estrutura de fibrado de M e chamada
de 1-forma canonica de T*Q. 0y é definida intrinsecamente, independente de carta, do seguinte
modo:
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Considere os fibrados T*Q, TQ e T(T*Q), com as respectivas projecoes canonicas, 7g, 7¢ €
Tr+q (pags. 59 e 69), e a aplicagao prolongamento ou tangente (pag. 60) de 7q, Tr,, tal que os
seguintes diagramas comutam,

Q) —2 T v, e,
e v,
" I m € TFQ
TT*Ql lTQ TT*Ql J/TQ ,Uq c TqQ

m € TrnM (=T, (T*
M=TQ—— @ m— g e
TQ ™

Seja ©,, € T M (=T (T*Q)) tal que

<O, Vin > = < 7@ Vin, Tng Vin >
= <m,vg > , VYV € T M.

A 1-forma canonica 6y, também chamada de forma de Liouville (pdg. 71), é a aplicagao
Op: M — T*M , 6y:m+— O,,.
Conseqiientemente, existe também sobre 7% M uma 2-forma natural wg, dada por
wp := dby

e denominada 2-forma canénica de T*(Q), ou, em vista da conclusao apds o préximo exercicio,
forma simplética natural de T*Q).

Em coordenadas naturais (g, p) quaisquer de M = T*@Q — é usado o mesmo simbolo, ¢, para
as coordenadas de ¢ € ) — os elementos V,,,, m e v, sao representados, respectivamente, por

- 0 0 - "~ ;0
Z(Uﬁ_ql+F28pl) ) szdq ; Zvaqi’
=1 i=1 =1
e um vetor cotangente ©,, € T*M qualquer, por
n . .
Z a;dg’ + b dp;.
j=1

Exercicio 77:
a) Mostre que as componentes de ©,, nas coordenadas (q,p) sao

a; =PpPj ¥ =0 5 jZl,...,’I’L

e, portanto, que Oy e wy sao dadas, respectivamente, por
n n
Oo(q.p) =>_ pidg’ , wolq.p) =Y dp; Adg’.
Jj=1 j=1

b) Conclua que wy € nao-degenerada no dominio da carta de coordenadas (q,p) e, por con-
sequinte, em todo T*Q).
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Conclusao: como wy é uma 2-forma nao degenerada e exata, e, portanto, fechada (wy :=
dfy = dwy = d*6y = 0), wp é uma forma simplética.

Note que as coordenadas naturais de T*(Q) resultam ser coordenadas de Darboux em relagao
a wg. Harmonizando com a denominacao de 6 e wy, elas sao também chamadas de coordenadas
canonicas de T*Q).

Todo fibrado T*@ é orientéavel, pois admite forma simplética (wg, por ex.) e, conseqiiente-
mente, volume.

(T*Q™,wp) desempenha papel fundamental na formulacdo Hamiltoniana usual da Mecanica
Classica no contexto geométrico.

Para a obtencao das equacoes de Hamilton e a demonstragao do teorema de Liouville, p. ex.,
referentes a sistemas Hamiltonianos sobre (T*Q,wyp), veja os Exercicios 83 e 91.

— Forma simplética sobre TQ) 7
TQ, diferentemente de T*(@), nao é dotado de forma simplética natural.
Dada, porém, uma funcao real

L:TQ —R', L=1L(quv,) € F(TQ)

qualquer, é possivel destacar sobre T'(Q) uma 2-forma wy,, chamada 2—forma de Lagrange. wy, serd
forma simplética se L satisfizer certas condigoes de regularidade, apresentadas mais adiante.
wy, pode ser obtida de duas maneiras diferentes:

« com o auxilio da chamada derivada sobre fibra (fiber derivative) de L, também denominada
transformacdo de Legendre de L.
Referéncias: Abraham-Marsden [2, cap. 3.5]; Trés Senhoras [1, problema III.1];

« com o auxilio de uma estrutura natural de T'(Q), dada por um campo tensorial misto de
posto 2 (¢ =1, p = 1) denominada estrutura quase tangente (almost tangent structure).

Referéncias:

a) “Tangent bundle geometry for Lagrangian dynamics”, de M. Crampin [19];

b) “Defining Euler-Lagrange Fields in terms of almost tangent structures”, de M. Crampin
[20];

c¢) “Presymplectic Lagrangian systems I, I1”, de M. J. Gotay e J.M. Nester [21], [22];

d) “Invariant derivation of the Euler-Lagrange equation”, de J. M. Nester [23].

Vejamos o método da transformagao de Legendre de maneira intrinseca.
Considere a restricdo de L : TQ — R' & fibra E = T,Q sobre g € Q, isto é, a aplicagao

Ly:E—R' | L,:v+— Ly(v,) := L(q,v,),
onde ¢ ¢é fixo. Recorde que o diferencial de L, em v, € ' é uma aplicagao linear

(Lq)/ : Tqu — TLq(”q)Rl

Vq

(veja o conceito de diferencial apdés o Exercicio 41).

Note que E e R' sao espacos vetoriais. Isso significa que existe, como ocorre para qualquer
espaco vetorial, um isomorfismo natural entre cada um deles e os respectivos espacos tangentes,
Ty, E e Ty, v R, Vv, € E.

O isomorfismo entre £ e T, F surge do seguinte modo: dados, por exemplo, vy, uq € E, ao
vetor u, corresponde em Ty F o vetor tangente formado pela classe de equivaléncia de curvas
tangentes

dC(t
[C(t) = vg +tug, C(0) =v,] € T, E % = u,
t=0
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(vide versao 2 de vetor tangente, pag. 54), chamado ascensao vertical (vertical lift) de ug em vy.

Esta correspondéncia é linear e bijetora e, portanto, isomoérfica. Dela resulta a projecao
Toy * Tv, &/ —> E que associa a cada U,, € T, F o vetor u, € E cuja ascensao em vy € Uy, .

Do mesmo modo sdo concebidos o isomorfismo natural entre R' e T L(vq)JRl, a ascensao
vertical dos vetores tangentes a R' e a projecio andloga a Tug-

Isso significa que o diferencial de L, em v, também define — com o auxilio das projecoes —
uma aplicacao linear

DL,(v,) : E — R,

a qual é um elemento do espago vetorial dual E*, ou seja, um vetor cotangente 6, € T7Q).
A transformacao de Legendre ou derivada sobre fibra é a aplicacao

FL:TQ —T"Q , FL:(q,vq) — (q,04 := DL4(vy)).

FL

q—q
vg = 0 = DLqg(vy)

A 2-forma de Lagrange é a imagem reciproca de wgy perante F'L,
wy, = FL wy,

ou, equivalentemente,

Wy, :— dQL s HL = FL*Q(),

onde 6y e wy sao as formas canonicas de T*Q (pag. 104).

Sejam (q,v) e (¢q,p) as coordenadas naturais induzidas pelo sistema de coordenadas g de @
sobre T'Q) e T*(Q, respectivamente — é usado o mesmo simbolo, ¢, para denotar um elemento
q € Q e suas coordenadas.

O diferencial DL,(v,) é representado nas coordenadas (g,v) pela matriz dos elementos

OLale) = (2Lie)

ovt ovt

) ,i=1,2,...,n (veja apdés Exercicio 41).
q

Exercicio 78:
Mostre que (

aL)q = 9L ;i =1,2 ...n se transformam perante mudancas de coordenadas

ov? = v
naturais de T'Q)Q como componentes de um vetor cotangente a q € Q. (E fdcil e ndo requer
consulta ao problema II1.1 das Trés Senhoras [1]. Uma olhada no problema €, porém, valiosa.

Confira.)

A transformacao de Legendre, por sua vez, é representada nas coordenadas (g, v) e (q,p) por

0L(q,v)

T, 1= 1,2, ceey T
(Y

FL:(q7U) — (qvp) , Pi =

Exercicio 79:
Mostre que 01, e wy, sao representadas nas coordenadas (q,v) por
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W) 0(a,0) =3 oL@ g
‘]:
b) wilgw) = 3 (2 (85 )dv' A dg? + (9L )dg' A dgi ) .

ij=1

Questao: wy, é forma simplética? Isso depende de L:

Diz-se que L é hiper-reqular (veja Abraham-Marsden [2, Def. 3.6.1]) quando FL é um
difeomorfismo (global). Neste caso, J = det [ a?)i (%)], J # 0 sobre todo TQ.

Diz-se que L é regular, ndo singular ou nao degenerado se J # 0 sobre todo T'Q.

Todo L hiper-regular é regular, mas L regular nao é necessariamente hiper-regular, pois se
J # 0 em todo TQ, o teorema da funcao inversa (veja Trés Senhoras [1, cap.I.C.4]) garante
somente que para cada v, € T'Q) existe uma vizinhanca U (v,), ndo necessariamente igual a T'Q,
tal que F'L é difeomérfica sobre U(vy).

Ex :

Sobre TR?, com coordenadas (x,y,vg,vy), as funcoes

2 02
Ly = % + Ey , Lo = e sin(vy)

sao, ambas, regulares, mas s6 Ly é hiper-regular, pois F'Lo nao é globalmente injetora. Vale a
pena conferir. O

Simpleticidade da forma de Lagrange: wy, € A?(TQ) é forma simplética quando L é regular,
nao necessariamente hiper-regular.

O par (T'Q, wr) desempenha papel fundamental na formulagdo Lagrangiana da Mecéanica
Classica, do ponto de vista geométrico. T'Q) é identificado com o espaco de fase de velocidades
(velocity phase space), e L é o Lagrangiano.

Para a obtencao das equagoes de Euler-Lagrange sobre T'Q), p. ex., usando wy, e F'L, veja o
Exercicio 84.

Quanto a definicdo de wy, e a formulagao Lagrangiana com o auxilio da estrutura quase-
tangente de T'Q, veja, por ex., os artigos referidos na pag. 105.

Trata-se de uma formulacao conceitualmente mais apropriada e atraente do que a baseada
em F'L, nao sé porque valoriza uma estrutura natural de T'Q) e nao faz referéncia alguma a 7@
e a wg, mas também porque apresenta diversas vantagens sobre a outra, além de conduzir de
modo natural a generalizacoes do formalismo Lagrangiano.

Nao é apresentada aqui, mesmo resumidamente, porque a matéria merece destaque devido
e isso estenderia demais este assunto em comparacao a outros.

— Outro exemplo de variedade simplética

A esfera S? com uma 2-forma volume ) = w qualquer constitui uma variedade simplética.

E interessante saber que neste exemplo w nao é exata, conforme ja foi referido no exemplo
anterior ao Exercicio 75.

Como A%(S?%) ¢ um mdédulo unidimensional, todas as formas simpléticas pertencem a uma
das duas classes de equivaléncia, [Q] ou [—], e nenhuma delas é exata.

Conseqiientemente, S? nao pode ser encarada (globalmente) como fibrado cotangente de
alguma variedade unidimensional.

Exercicio 80:

Considere w|; = Q| =sinfdd Adp, 0 <0 <7, 0< ¢ < 2m.

Obtenha uma lei de transformagao das coordenadas (6, ¢) para coordenadas de Darboux (z,vy).
(Existem infinitos sistemas de coordenadas de Darboux.)
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4.4 Produto interior

— Referéncias:
a) Trés Senhoras [1, cap. IV.A.4 e fim do cap. VIL.A.1];
b) Abraham-Marsden [2, defini¢ao 2.4.12 e Teorema 2.4.13];
c¢) C. von Westenholz [4, cap. 7.2.5];
d) Curtis-Miller [12, Defini¢ao 9.39];
e) W. Thirring [11, Definigao 2.4.33].

— Produto interior de uma p-forma e um campo vetorial
Encontram-se na literatura duas defini¢oes de produto interior de uma p-forma e um campo
vetorial diferenciavel.

Defini¢ao implicita

Seja v € X(M™) um campo vetorial diferencidvel qualquer.
P.i, —0) Produto interior (interior or inner product) i, é uma aplicacao

iy s AP(M™) — AP=1(M™)

que satisfaz as seguintes propriedades:
P.i, —1) i, é linear,

iy(ow 4 B0) = aiyw + Biyd , w,0 € AP(M) , «a,B €R;
P.i, —2) i, obedece a regra antiLeibniz,
in(WAB) = (iyw) N0+ (—1)PwA (i) , we AP(M), 6 € AI(M);
P.i, —3) Se f é 0-forma,
iy f = 0;

P.i, —4) Se § = dal, -

iydz!, = vl;
P.i, —5) i, élocal;

by Wy = (fw)]y -

Teorema: Existe um operador i, definido univocamente pelas propriedades acima.

Definicao explicita

O produto interior de w(m) € AP(M) e v(m) € X(M) é o campo tensorial (i,w)(m) definido
por
(tyw)(m)(va...vp) == w(m)(v (m),va..vp) , Vvo,..,v, € T, M",
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para p-formas de ordem p > 1, e por
ipf =0,

para O-formas f.

Notagao: encontra-se também na literatura o produto interior simbolizado por i(v)w e por
vlw.

As componentes de i,w sdo representadas na carta « por

n

(ivw)jz...jp :Z 'Uk (xa)wk,jz---jp (xa)'

k=1

Trata-se de um exemplo particular de produto contraido de tensores, apresentado na pag.
76.

Exercicio 81:
a) Sew € AP(M), p > 1, convenga-se de que i,w € AP~1(M).
b) Para dois campos vetoriais v e u quaisquer, conclua que (iyiyw)(-++) = w(u,v,--+).
¢) Demonstre as sequintes propriedades:

) dply = —iyly; i) 12 = iy, = O
1) lppu = Gy + iy; ) ipdf = ov(f);

V) dify = [fio, fe A (M).

Exercicio 82:

a) Usando P.i, —2), 3) e a observagdo referente a fw na pdg. 89, onde f € F(M), mostre
que iy fw = fiyw. Conseqiientemente, P.i, — 1) vale também quando «, 3 € F(M), certo?

b) Para 0 € AL(M™), resulta da definicdo explicita de i, que

W = (v) =<8,v>= Y <0(xa)drd, v (a) g >
ij=1 “
= 3 0w (za) = = Op(xp)vF(25), certo?
j=1 k=1

Mostre que i,0 =< 0,v >, usando P.i, — 1), 2), 3) e 4).

n . . n
¢) Dados w = Y. % w;j(z)da’ Adad ev =3 vF(z) 9 mostre que 0 = i,w € representada

ij=1 k=1 ozt
n . .
por 0 = v'(z)w;j(x)dz?, usando P.i, —1),...,4).
52
' ‘] n . - n . . n
d) Dados w = Y. wyk(z)de' ®da! @da® = Y. Fwin(z)da’ Adzd Ndz® ev = vl(x)%,
irj k=1 irj k=1 =1

n . -
mostre que i,w € representado por iyw = Y. v (@)wjk(r)dr? @ dz¥, usando P.i, —1),...,4).
i?jvkzl

Exercicio 83:
A formulagcao Hamiltoniana empregada usualmente na Mecanica Cldssica baseia-se, como
jd foi dito em diferentes partes do texto, na variedade simplética (T*Q™,wq), onde T*Q™ € o

fibrado cotangente do espago de configuragio e wy € a forma simplética natural de T*Q™ (pdgs.
n .

69, 94, 104), dada em coordenadas naturais (q,p) = (q*, ..., ", p1, ..., Pn) POT wo =Y dp; A dg’.
i=1

Seja H € F(T*Q™) o Hamiltoniano de um sistema dindmico auténomo.
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Considere o campo vetorial vy associado a H através da equagao
ivao = —dH.

vy existe e € unico sobre todo T*Q™, em vista da ndao-degenerecéncia de wqy (propriedade 2
da forma simplética, pdg. 101). vy € denominado campo vetorial Hamiltoniano; e as equagoes
diferenciais correspondentes as curvas integrais de vy (pdg. 62), equagoes Hamiltonianas.

a) Obtenha as componentes a' e b; de vy, representado genericamente por

NN )
Vg —; <aa_q7‘+bla—pl>’

e constate que as equacos Hamiltonianas sao as conhecidas equacdes de Hamilton,

dg" _ 9H(q,p) p:@:_aH(qv,p) i1

dt op; 7T dt oq’

Quando as equagoes Hamiltonianas tém a forma (aparéncia) das equagoes de Hamilton,
diz-se que elas estao na forma canoénica.

Note que as coordenadas naturais de T*Q sdo coordenadas de Darbouz (pdg. 103) de
(T*Q,wp). Coordenadas de Darbouzr nao sdo, porém, necessariamente coordenadas naturais.

b) Mostre que as equagoes Hamiltonianas possuem a forma candnica em coordenadas de
Darboux.

Consegiientemente, as equagoes Hamiltonianas preservam a sua forma candénica perante as
transformacgdes canénicas de coordenadas definidas na pdg. 103, certo?

¢) Mostre, porém, que (q,p) <— (4,D), ¢ = 2q, p = 2p preserva a forma das equagoes de
Hamilton (q = %—Ig, D = —%—g), com K(q,p) = 2H(q(q,p),p(q,p)), mas nao € transformagao
canénicas — note que K # H.

Exercicio 84:
A formulagcao Lagrangiana na Mecanica Cldssica baseia-se no fibrado tangente TQ"™ do

espago de configuracdo Q. E fundamental o uso de coordenadas naturais de TQ", (q,v) =
(g4, ..., q™, vt ™).

Seja L € F(TQ™) o Lagrangiano de um sistema dinamico auténomo.

Com L obtém-se a 2-forma de Lagrange wy, e a fun¢do energia Er, definida por

Ep:=A; — L,
onde Ay, € a acdo, definida, por sua vez, por
Ap =< FL(vq),vqg > .

(FL e wy foram apresentadas na se¢io “Forma simplética sobre TQ™? 7, pdg. 105.)
wr, e B, sdo dadas em coordenadas naturais por

n

wilee) = 3 (B @ )dv Adgl + 5 (G e v)dd' A ddd),
1,]=
E(gv) = X (v'§5) — Lig,v).

i=1
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Considere um campo vetorial vy tal que
ivaL = —dEL.

vy, € denominado campo vetorial Lagrangiano.
a) Mostre que as componentes a' e b* de v, representado genericamente por

n . .
VL, :z <(],Zaiqi—|-bZ
i=1

8?}1-), satisfazem as equacies

n
0 (9OL\pj 0 (OL\,.j 0 (OL\ . j 0 (OL\,j oL
> (G + s (500! — g (G)ad + (G0 — B =0

b) Para L regular (pdg. 107), mostre, a partir das equagoes acima, que as curvas integrais
de vy, satisfazem as equagoes de Euler-Lagrange (sobre TQ™, e nao Q™)

dg* d<8L> E?L_O

4 —_—_— =
ovt oq’ ’

B — =1,2,...,n.
dt v Y dt ? )= 7n

As equagoes de Euler-Lagrange sao invariantes (na aparéncia) perante mudangas de coor-
denadas naturais de TQ™, pois wr, e Er, o sio. Confere? (Veja Trés Senhoras [1, problema
I11.1].)

Nao € interessante passar para coordenadas de Darbou.

¢) Por que nao? (Dica: veja pdag. 103 )

4.5 Relacgoes envolvendo os operadores d, i, e L,

— Referéncias: Trés Senhoras [1, cap. IV.A.4]; Abraham-Marsden [2, Tabela 2.4-1 e cap. 2.4];
C. Godbillon [24, cap. IV].

— Introdugao

Existem relacGes entre os operadores d, i, e £, que, juntamente com as propriedades destes,
sao de grande utilidade pratica no Calculo Exterior.

d e i, atuam somente sobre p-formas, ao passo que L, atua sobre campos tensoriais de

qualquer tipo < Z > (pag. 79).

No que segue, salvo indicacao em contrario, subentende-se £, atuando sobre p-formas. O
caso especial em que £, age sobre um campo vetorial (tangente) u qualquer é representado pelo
paréntese de Lie, [v,u], pois, conforme Exercicio 57,

Lyu = [v,u].

Para demonstrar as relagoes em questao, que sao listadas mais adiante, é necessario conhecer
algumas propriedades adicionais dos operadores em questao, o que é feito a seguir.
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— Derivagao e antiderivacao
Seja T' um operador linear sobre A (M),

T(aw+ 0) = aTw + BTO , «a,B € R

Definigoes:

« T é de grau (degree) r sobre A(M) se
T:AP(M) — APT"(M) , Vp;
« T é uma derivagdo sobre A(M) se o seu grau é par e se obedece a regra de Leibniz,
TwAb)=(Tw) N0 +wA (TO),
o T' é uma antiderivagdo sobre A(M) se o seu grau é impar e se obedece a regra antiLeibniz,
TwAB)=Tw)NO+ (—1)PwA(TO) , we AP(M);

« T' é um operador local se a restricao de Tw a qualquer aberto U C M depende somente da
restricao de w a U; (Tw)|,; = T'(wly)-

Proposigao 1

Para ¢ = 1,2, sejam D; derivagoes de grau r; , e A;, antiderivacoes de grau s;.

a) O comutador [Dy, D3] = D1 Dy — Dy Dy é uma derivagao de grau rq + ro.

b) O anticomutador {41, A2} = A1 Ay + A3 Ay é uma derivacao de grau s; + so.

¢) O comutador [D;, A;] = D;A; — A;D; é uma antiderivagao de grau r; + s;.

Dem. (Proposigao 1-b):

Seja D = A1 Ay + AgAq.

D é uma aplicagao D : AP(M) — APT51752( M) linear para cada p.

Para w € AP(M), 8 € AY(M), p e q quaisquer, valem:

AlAg(w VAN 9) = A (Agw VAN 9) + (—1)pw A AQ@) ;
= AjAxw A0+ (—1)p+s2A2w N A0+ (—1)pA1w A Axf+
(—1)P(=1)Pw A A1 As0;
AgAl(w AN 9) = Ay AlwANO+ (—1)p+slA1w A Al + (—1)pA2w A A0+
(—1)p(—1)pw A Ay Aq0.

Conclua que D(w A 0) = (Dw) A0+ w A (DF).

Proposigao 2

Duas derivagoes [antiderivagoes], T1 e Th, sdo iguais se dao o mesmo resultado quando atuam
sobre O-formas e 1-formas.

Dem.

Para w = fb) Ay € A2(M), f € A°(M) e §; € AL(M), j = 1,2, por ex., vale

Tiw = (Tlf) NOLNANBOs+ f A (Tiél) ANOy £ fOL N (Tieg) , t=1,2.

Se T f =T f, Th0; = T30, resulta, conseqiientemente, Thw = Thw, ... = T} = T5.

Proposigao 3

Se T é uma derivagao [antiderivagao] local que comuta com d, entdo T é univocamente
determinada por sua acao sobre O-formas.

Dem.

T(gdf) =TgNdf +gT(df) =TgANdf + gd(Tf),...
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— Exemplos notaveis de derivagao e antiderivagao

d e i, sao antiderivacoes de grau +1 e —1, respectivamente. Confira nas definicoes de d e i,
(pags. 95 e 108, respectivamente).

L, é derivacao de grau 0, pois associa a cada campo tensorial um campo tensorial do mesmo
tipo (pags. 79 e 81), é linear, conforme propriedade 2 da pagina 80, e, devido & propriedade 3
na mesma péagina e a definicao do produto A em termos do produto ® (pdg. 88), satisfaz a regra
de Leibniz,

Ly(wAB)=(Lyw)ANO+wA (L,0).

Com esta propriedade e as propriedades a) e c¢) da pédgina 80, obtém-se para L,w, em
coordenadas x,

n . .
(ll Z Wiy, --ipdxll ARERIA dxlp)

n

1 Owiy i a 9 vk . )
3 [v ek Whig... 5 T Wirk.. a;@ +-- Wilig...kaxLip] dz' A -+ Ndx'®
1)=1

|
=

k,

P~

n 2] 2 7 )
> (vk% + PWkiy. . i, ax ) dz™ A - ANdatv.
ky(1)=1

|
=

Atencao: a segunda igualdade, elaborada a partir da primeira, é mais simples, mas os elemen-

tos o (o2 iy i ) mAO s ’ tes tensoriais anti-simétri
oS (% ook + pwle"'lpﬁx—il nao sao, porem, as componentes tensorials antl-sunetricas
k=1

de L,w. As componentes corretas, referidas a base dax’ ® - - - ® da’ e anti-simétricas, sao dadas
na primeira igualdade, por

awzl Jip avk 8’Uk avk
(ﬁvw 11,02,..0y0 _Z + wleT + wllk? +-- wlllz k8$ ip

Exercicio 85:
Corrobore as duas expressoes dadas para Lyw acima para os casos particulares de 0-formas,
1-formas e 2-formas.

Os operadores d, i, e L, sao locais.
Considere Ay, = Loty — 1Ly
A, é uma antiderivacao local de grau —1, conforme Proposicao 1.

Exercicio 86:
Dadas f € A°(M™) e § € AL(M™), mostre que:
(l) Apuf =0= i[v,u}f;
b) Avuf) = Avu(3 Osda’) = 35 0i(v kgjjk - ng;;c);
i=1 i,k=1
C) AWG = i[v,u}e'
d) Conclua que Ayyw = iy, ,)w para qualquer p-forma w. (Veja a Proposigao 2.)

Considere D, = i,d + di,.
D, é uma derivacao local de grau 0, certo?
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Exercicio 87:
Dadas f € A°(M™) e @ € AY(M™), mostre que:
a) Dyf =L f
b) D0 = D <zedw> > (2
i,k=1
¢) Conclua que a rela¢ao i,d + di, = L, se mantém ao atuarem ambos os lados sobre uma
p-forma qualquer.

Q) dt = L,0;

Considere A, = L,d — dL,.
A, é antiderivacao local de grau +1.

Exercicio 88:
Dadas f € A°(M™) e @ € AY(M™), mostre que:
a) Lodf =dLyf = Ayf =0

0 £l = €0 35 000 = 55 04 G+ 40+ B
= Z7J’ =
¢) L,df = d,f0 = A,0 =0. (veja o Ezxercicio 63)

d) Conclua que comutador L,d — dL, atuando sobre qualquer p-forma se anula e, portanto,
que L,d = dL, para qualquer p-forma, mesmo — comprove o que seque — nao sendo L,d e dL,
derivagdes ou antiderivacoes.

— Relagoes envolvendo d, i,, £, etc.
H4a duas relagoes bésicas, as quais, devido a sua importancia, merecem o nome de relagoes
de ouro:
R-1): L, = iyd + diy;
R—Q): i[v,u} = ﬁv’iu — iuﬁv = [ﬁv, iu];
Elas ja forma demonstradas nos dois Exercicios anteriores ao ultimo. Para uma demonstracao
alternativa de R-1), veja o Exercicio 89 .
As relacgoes R-1) e R-2) sdo bésicas na demonstracao de muitas das que seguem.
R-3): L,d=dL, , [Ly,d] =0;
-4): Ly = LoLy — LuLy = Loy, La];
-5): Loygy = Ly + Ly;
R-6): L, = fL, +df Niy;
STV Loty =1Ly, [Ly,iy] = 0;
-8): (Lo0)(u) = v(0(w)) — 0([v,u]), 0 € A'(M™);
(Low)(u1,uz) = v(w(ur, uz)) — w(lvi, ], uz) — wlu, [v, ug));

(Low)(ug...up) = v(w(ug...up))— i w(ug...[v,u;)...up),

(2
onde w € AP(M™) e, conseqlientemente, w(

R-9): df(v,u) = L,(0(u)) — L,(0(v)) — 6 [U,’Z]) 0 € A*(M™);

dw(vo,v1,v2) = Lyg(w(vi,v2)) + Lo (w(v2,v0)) + Loy (w(vo,v1))+
................... ~w(vo, ], v2) — wfvr, va], vo) —w(fvz, volvn)y
deo(vy..-v,) = i(—n 03( (00--B1.0)) +

+ 0<é<p (=1 w([v;, 0}, 00 0;...05...0p)),

onde w é uma p-forma e ¥;, 9; denotam auséncia de v;, v; em w(---).
As relacoes que seguem valem para F' : M — N diferenciavel.
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): F*d = dF*;

): F*iy = ip«, F*, F difeomorfica;
R-12): F*L, = L+, F*, F difeomérfica;

): F*(aw + 0) = aF*w + BF*0;

R-14): F*(w A B) = F*w A F*0;

onde F*w € AP(M é a imagem reciproca de w € AP(N) perante F' (pag. 92) e F*v € X (M)
¢ a imagem reciproca de v € X(N) perante F, definida como sendo a imagem de v perante a
aplicacao inversa de F', que existe e é diferenciavel quando a F' é difeomorfica;

Frv .= (FYv , (F)(f):=v(foF™Y) , Vfe F(M).

— Demonstracgoes

No que segue sao apresentados esqueletos de demonstracao das relagoes R-n).

R-1) e R-2):

As demonstragoes ja foram indicadas junto as apresentacoes das relagoes.

R-3):

Veja o Exercicio 88. Segue aqui, porém, uma demonstracao mais simples.

Usando R-1) e d? = 0, obtém-se
Lod = (iyd + diy)d = i,d* + di,d = di,d = diyd + d*i, = d(i,d + di,) = dL,.

R-4):

Liyu) € [Lv, Lu] sd0 locais e comutam com d, em conseqiiéncia de R-3). Para f € AO(M),
valem Ly, 1 f = [v,u](f), [Lo, Lulf = v(u(f)) —u(v(f)) = [v,u](f). R-4) cumpre-se de acordo
com as Proposicoes 3 e 2.

R-5):

Loytu = lptud+ diyyy = (iy + 1y)d + d(iy + iy) = Ly + Ly, usando R-1), Exercicio 81.c).iii e
P.i, — 1).

R-6):

Lyw = (ippd + dify)w = ifp,dw + dippw = fiydw + d(fi,w) =

= fiydw + df Niyw + fdiyw = fL,w + df Niyw.

R-7):

[Ly,iv] = iy = 0, usando R-2) e o fato de que [v,v] = 0.

R-8):

Primeira relagio: (L£,0)(u) = iy, L0 = Lyind — ify 0 = Lo(0(u)) — 0([v,u]) =

= v(0(u)) — 0([v,ul).

Segunda relagao: (Low)(u1,U2) = fugiuy Low = Guy (Lotuy — Tp,u) )W =
= Ty Loluy W — Gun i)W = (Lofuy = U[vus])iug W — fupljo,u W =
= Loluyluy W — oy ug]fuy @ — Guy by, w = v(w(ur, ug)) — w(u, [v,u1]) — w([v, u1], ug).

Relago genérica: demonstra-se por inducao.

R-9):

Primeira relagao: Decorre de
(Ly0)(u) = iy Loy0 = iy (ipd+diy)0 = iyt d0+ (Lo —diy)i,0 = dO(v,u)+ Ly, (0(v)), pois diyid =0,
para § € AL(M).

Relagao genérica: Decorre de
(Logw) (V1...0p) = g, = Gy Log = Gy, ==~y (G @+ Ay )W = Gy, =+ gy Ty A -y, =+~ iy Ay =
= dw(vg...vp) + iy, - - iy, diy,w, desdobrando i, - - - iy, diy,w mediante o emprego iterado de R-2),
até chegar a diy, - - - iy, Tyyw, que se anula para w € AP(M).
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R-10):
i) Para f € A°(N), chega—se a F*df = dF*f a partir de
(F*df)(v) = df (F'v) = > 2L0m ok =2 g (o F)ot = d(f o F)(v) = (dF*[)(v).

i,k=1

n i n .
i1) Para w € AP(N), tem-se, usando R-14) em w =) w; dax"A--- edw =) dw;  ANdz' N---,
i=1 =1
n . n . n .
Frdw = F*()_ dw;. Ndz" N---) =) (F*dw;. N F*dx'* A---) =) (dF*w; A F*dx* N---) =
i=1 i=1 i=1
n . . .
=d Y (F*w;. AF*dxiA---) = dF*w, pois F*dw;. = dF*w;. e dF*dz' = d*F*x' = 0, conforme
i=1
R-11):
(F*ipw)(ug...up) = tpw(F ug...F'upy) = w(v, Flug...F'up) = w(F' o F*v, Flug...F'u,) =
= F*w(F*v,ug...up) = (ip=p Fw)(ug...up).

R-12):

F*Ly = F*(ipd + diy) = F*ipd + F*diy = ipepF*d + -+ = ipepdF* 4+ =
= (ip=pd + dip+y) F* = Lp+, F™*, usando R-1), R-13), R-11) e R-10).

R-13), R-14):

Vide o convite apés o Teorema da péagina 93.

Exercicio 89:

Demonstre R-1) com base na relagdo R-3), considerando esta demonstrada como no Ezercicio
88 e nao em termos de R-1) e R-2), e nas Proposicoes 3 e 2 — € a demonstra¢io indicada pelas
Trés Senhoras (no capitulo IV.A.4).

Sugestao:

E interessante fazer um vade mecum — na tltima flor do LAcio, inculta e bela, escreve-se
vade-mécum —, nos moldes, p. ex., da Tabela 2.4 — 1 do Abraham-Marsden, com todas as
propriedades dos operadores d, i,, £, e relagoes entre eles.

— Exemplos de aplicacao das relagoes R-n)

Exemplo 1:

Considere um sistema dindmico caracterizado por um campo vetorial diferenciavel I' sobre
M.

A evolucao do sistema sobre M é descrita pelas curvas integrais de I', dadas numa carta de
coordenadas x por

dO’t

z(t) = or(zg) , z(t=0) =1z , o

——(w0) = v(ot(w0)),

As curvas integrais definem, pelo menos localmente, uma familia uniparamtrica de trans-
formagoes de M em M,

oM — M | oy:x0+— = 0¢(x0).

f € F(M) é constante de movimento ou integral primeira de T' se

S

f =L,f=0.
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(Veja o teorema e os conceitos que o antecedem, sem esquecer a referéncia citada, apds o Exercicio
57.)

Dado um campo vetorial diferencidvel S € X(M), seja Fr : M — M a familia de trans-
formacoes uniparamétricas gerada, localmente pelo menos, por S.

Analogamente a oy, F.- satisfaz

dF.
dr

(z0) = S(Fr (o))

nas coordenadas .
F; ou S é denominada simetria dinamica de I" se

[S,T] = gT,

onde g é alguma funcao real diferencidvel sobre M.

No caso particular
[S,T] =0,

S é chamada de simetria dinamica estrita ou, simplesmente, simetria estrita. Neste caso F; leva
curvas (paramétricas) integrais de I' em curvas integrais de I', pelo menos localmente.

Para A; = o0y(Ag) e By = o4(By) vale
B, = F;(A;) quando By = F;(Ap), para
qualquer ¢.

Na situacao [S,T] = ¢I', g # 0, F; leva curvas geométricas integrais de I' sobre curvas
geométricas integrais de I" (pelo menos localmente) sem preservar suas parametrizagoes.

Para A; = o01(Ap) e By = o04(By) vale

Biint = owni(Bo) = Fr(Ar), At # 0,
quando By = F;(Aop).

Proposigao 1

Se f é constante de movimento de I' e S é uma simetria dinamica qualquer de I', nao
necessariamente estrita, entdo ¢ = Lgf é uma constante de movimento adicional de I'.

Dem. (parcial)

Se S ¢ simetria estrita, ¢ = % = Lr¢ = LrLsf = LsLrf — Lisrf = Lsf — Loof =0,
usando R-4).

Exercicio 90:
Demonstre a Proposicdo 1 para o caso em que S € simetria dinamica nao estrita de I.
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A constante de movimento ¢ = Lg f é denominada constante de movimento relacionada a f.

¢ pode ser trivial (uma constante; 0 ou ¢ # 0).

Proposigao 2

O paréntese de Lie S = [S7, 53] de duas simetrias dinamicas S; e Sy de I' é também uma
simetria dinamica de T'.

Dem.

Sejam [S;,T] = ¢;I", i = 1,2. Da identidade de Jacobi e da anti-simetria dos parénteses de
Lie (pag. 63) resulta

[S,T] = [S1,[S2,]] = [S2, [S1,T]] = [S1, 92| = [S2, 1] =
= S1(92)T + g2[51, ] — Sa(g1)[ — g1[S2, '] =
= S1(92)I' + 9291 — S2(g1)I" — g1g2I" =
= 9T,

onde g = 51(g2) — S2(g1)-

As simetrias dinamicas de I' formam, portanto, uma subdlgebra da &lgebra de Lie X'(M)
(pag. 63).

Questao:

Dada uma simetria dinamica de I', como usar esta peca de informacao sobre I' para obter
constantes de movimento sem o conhecimento prévio de alguma f, f = 0?

Aparentemente nao existe solugao simples para este problema, a nao ser que se conheca algo
mais sobre a estrutura de I.

No Exemplo a seguir serd abordada esta questao para sistemas dinamicos com estrutura
simplético-Hamiltoniana. Nao deixe de aprecia-lo.

Exemplo 2:
Sobre uma variedade diferencidvel M?" qualquer, considere os campos tensoriais w, H e T
especificados abaixo e relacionados entre si através da equacao

irw = —dH,;

« w é uma forma simplética (pag. 101);

« H é uma funcao escalar diferencidvel, H € F(M);

« I' ¢ um campo vetorial diferenciavel, I' € X'(M).

Encontra-se esta situacdo, por ex., nas formulacoes Hamiltoniana (M?" = T*Q", w =
wo, H = H, T' = vy) e Lagrangiana (M?" = TQ", w = wr, H = E;, T' = vg, com L
regular), apresentadas nos Exercicios 83 e 84, respectivamente.

Sistema simplético-Hamiltoniano ou, simplesmente, sistema Hamiltoniano é um trio (M?",w, H)
formado por campos w e H do tipo acima sobre uma variedade diferencidvel M?". H é denomi-
nado Hamiltoniano.

Proposicao 0

Associado ao sistema (M?",w, H) existe um campo vetorial I' tinico, dado pela equacio
irw = —dH.

Dem.

i) H = 1-forma dH tunica.

i1) w é nao—degenerada, isto é, a aplicagao w(m) : T, M — T*M, &(m) : vy — O =
iy,,w(m) é um isomorfismo para cada m € M (veja padg. 102). Conseqiilentemente, a cada
1-forma 6(m) — a dH, no presente caso — corresponde um campo vetorial v(m) tnico.

iii) De i) e ii) resulta que H gera um campo I' tinico sobre (M?", w).
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O campo I' sobre (M?",w) obtido desse modo é denominado campo vetorial Hamiltoniano
associado a H.

Nesse sentido, tanto (T*Q",wp, H) como (T'Q"™,wr, E1) constituem sistemas Hamiltonianos,
e vy e vr sao, ambos, campos vetoriais Hamiltonianos; vy, sobre (T*Q™,wg), e vy, sobre
(TQ”, w L) .

Proposigao 1

Os campos w, H e I' sdo invariantes perante as transformacoes uniparamétricas oy : M — M
geradas por I'.

Dem.

,Crw = irdw + dipw = dipw = —ddH = 0;

H=4% = £r[ =ipdH + dirH = irdH = —ipirw = 0;

LrT' =[[,T]=0.

w, H e I sao, portanto, invariantes, conforme teorema apds Exercicio 57.

Corolario

Todas as 2k-formas

(w)k =wAwA--Aw , k=1,2....n

k fatores

sao invariantes perante oy, isto é, ﬁp(w)k = 0.

Exercicio 91:
Demonstre o Corolario. (Use a regra de Leibniz para L, pdg. 113, e a Proposi¢do 1 acima.)

_ [7L+1]
A invariancia do volume Q, = %(m)" (pag. 101) perante oy,

LrQy, =0,

é um caso particular importante do Corolério; é conhecido como teorema de Liouwville.
Do Teorema de Liouville e da definigao de divergente de um campo vetorial (pag. 85) resulta

divg, I' = 0.

Seja S um campo vetorial diferenciavel.

As transformagoes F. : M — M geradas por S deformam, em principio, os campos w, H e
I". As modificacoes sofridas por estes nao sao independentes, em razao da relacao irw = —dH.

Proposigao 2

Lsw, LsH e LsT'(= [S,T]) obedecem & relagao

i[sﬂw = —dﬁsH — irﬁsw.

Dem.
Usando R-2), irw = —dH e R-3), a relacdo é imediata. Confira.
Um campo S € X (M), ou F; : M — M, tal que

Lsw =0, ou Ffw=uw,

é denominado simetria simplética ou transformacdo simplética. Aparece também na literatura
sob o nome de transformagdao canénica (Abraham-Marsden [2, pag. 177]).

Proposigao 3

Seja S uma simetria simplética. Existe, pelo menos localmente, uma funcao real f associada
a S através de igw = —df. Tal f é tnica, a menos de uma constante aditiva.
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Dem.

Lsw = 0= a l-forma igw é fechada (pag. 98), pois digw = Lsw — igdw = Lsw = 0.

De acordo com o lema de Poincaré (pag. 100), isw é pelo menos localmente exata. igw é
dada por igw = —df, onde f é uma O-forma (o sinal (—) é uma questao de convengao).

w nao-degenerada = df é Unica e, conseqiientemente, f também é, a menos de uma constante
aditiva, pois d(f + cte) = df.

Como igw = —df vale, em principio, s6 localmente, S é denominado campo vetorial local-
mente Hamiltoniano, e f, um campo escalar, Hamiltoniano local.

f aparece na literatura sob o nome de gerador (escalar) da transformacgdao simplética (ou
canénica) uniparamétrica Fy : M — M, Ffw = w.

Das Proposigoes 1 e 3 resulta demonstrada a Proposicao seguinte:

Proposigao 4

Um campo vetorial (global) Hamiltoniano sobre (M?",w) é simetria simplética de w, mas
uma simetria simplética de w sé é, em principio, localmente Hamiltoniana

Um campo S € X (M) é chamado de simetria de Noether-Cartan de um sistema Hamiltoniano
(M?",w, H) quando

Lsw=0, LgH=0.

Proposigao 5

Seja S uma simetria de Noether-Cartan.

a) S é simetria dinamica estrita de I'; [S,T'] = 0.

b) A fungao f associada a S pela Proposicao 3 é constante de movimento de I'.

Dem.

a) igrjw = 0 = [S,I'] = 0, usando a Proposigdo 2 e a ndo-degenerecéncia de w.

b) Lsw =0 = 3 f com todas as caracteristicas dadas na Proposicao 3.

LsH =0= f=Lrf =ipdf +dirf =irdf = —irisw = igirw = —igdH = —LgH = 0.

A funcao f assim encontrada é chamada de constante de movimento de Noether-Cartan.
Note que ela é obtida sem o conhecimento prévio de outra constante de movimento (veja a
quest@o imediatamente antes do Exemplo 2).

Como [S,T] = 0, conforme item a) da Proposicao 5, hé a possibilidade de serem obtidas
duas constantes de movimento adicionais. Uma, relacionada a H (H = 0, conforme Proposi¢ao
1), e a outra, relacionada a f (veja a Proposi¢do 1 do Exemplo 1). Ambas, porém, sdo triviais
(cte = 0). Confira.

Proposicao 6

Seja f uma constante de movimento de I'. Existe uma simetria de Noether-Cartan S 1nica

associada a f através de igw = —df.
Dem.
A demonstracao da existéncia e unicidade do campo S dado por igw = —df é a mesma da

Proposigao 0.

Lsw = (isd + dis)w = digw = —ddf = 0.

LsH = (igd + dig)H = igsdH = —igirw = irisw = —ipdf = —Lrf = 0.

Proposigao 7

Seja S = [S1,S2] o paréntese de Lie de duas simetrias de Noether-Cartan. S é também
simetria de Noether-Cartan.

Exercicio 92:
Demonstre a Proposi¢ao 7. (Mostre que Lig, g,)w =0, Lg, g,)H =0.)
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As simetrias de Noether-Cartan formam uma subdlgebra da dlgebra de Lie X'(M).

Se toda simetria de Noether-Cartan é uma simetria dinamica estrita, conforme Proposicao
5-a), nem toda simetria estrita de I' é, porém, simetria de Noether-Cartan.

Para simetrias dinamicas estritas, a relagao

z'[gﬂw = —dﬁsH - irﬁsw,

que relaciona os efeitos de S sobre w, H e I' (veja Proposicao 2), abriga cinco situagoes:

_ LsH = 0; (1)

Lsw =0 {ﬁSH:ct_e;éO; 2)

15,1] = 0 o ( LeH =0 (3)
Lsw#0 { TEU=0 U pom—cte 0, (4)

irLow £ 0, LsH # 0. (5)

A simetria de Noether-Cartan, que aparece em (1), é a situagao mais presente na literatura e
é bem conhecida. As demais situagoes aparecem menos e sao, provavelmente, menos conhecidas,
mas nem por isso menos interessantes.

S gera uma constante de movimento relacionada a H nao trivial em (5). Nas demais situagoes
¢=LsH, ¢ =0 6é trivial.

Em (1) e (2), S é simetria simplética (Lsw = 0), mas a funcao f associada a S conforme
Proposicao 3) é constante de movimento s6 em (1).

Proposigao 8

Seja LgH = cte = c em (2). A fungao ¢ dada por ¢(t,m) = ct + f(m), isw = —df, onde ¢t é
o parametro das transformacoes oy : M —> M geradas por I', é constante de movimento de I.

Dem.

Para ¢ = ¢(t,m) vale b= % = %—f + Lr¢ e, conseqiientemente, ¢ = c+ Lrf = c— LgH = 0,
usando a demonstracao da Proposigao 5-b).

Nas situagoes (3), (4) e (5), isw nao é fechada e nao existe f tal que igw = —df, certo?

Como obter constantes de movimento nestas situagoes?

Proposigcao 9

Seja S uma simetria dindmica de I', [S,T'] = gI', na qual g = g(H (m)) é uma funcao arbitraria
do Hamiltoniano, podendo ser constante, nula ou nao. Seja w = Lgsw. Entao

a) dw = 0;

b) Lrw = 0;

c) Existe, pelo menos localmente, uma constante de movimento de I', B, dada por irw =
—dB.

Exercicio 93:

a) Demonstre a Proposi¢ao 9. (Repare que w ndo € necessariamente nao-degenerada e,
portanto, forma simplética.

b) Explicite a parcela irLsw = irw na relagdo obtida na Proposi¢ao 2 e compare-a com
irw = —dB. Mostre entao, sob as condi¢coes da Proposicio 9, que B € dada pela expressao
B =LsH —(H), onde (H) = [ g(H')dH'.

Note, porém, que quando g = 0, B é igual a constante de movimento relacionada a H,
B =¢ = LgH, a qual ja é conhecida e s6 nao é trivial no caso (5). Mesmo quando g = g(H) # 0,
B é uma combinacao de constantes de movimento ja conhecidas, H e LgH.

Como obter constantes de movimento que ja nao sejam conhecidas nos casos (3), (4) e (5)?



Capitulo 4. Calculo Exterior 122

Proposigao 10

Se S é uma simetria estrita de I' tal que Lgw # 0, entdo ¢ = divg,S é uma constante de
movimento de I'.

Dem.

Segundo a defini¢do de divergente (pag. 85), ¢ é dado por LgQ, = ¢2,. Aplicando Lr a
ambos os lados desta equacao, obtém-se LrLgQ), = Lr¢€l,.

i) LrLsQy = L 5 + LsLr, = 0, em vista de [[',S] = —[S,T] = 0 e do teorema de
Liouville, L€, = 0.

ZZ) £F¢Qw = (£F¢)Qw + gbﬁl"Qw = (El"gb)Qw .

i)eii) = (Lr¢g)Qy, =0. Como Q,(m)#0, Vm € T*Q, tem-se Lr¢p =0 = ¢ = 0.

Exercicio 94: Demonstre que se S € uma simetria dinamica [S,T'] = gU" tal que g é uma funcgao
arbitrdria do Hamiltoniano, g = g(H(m)), e Lsw # 0, entao ¢ = divg,S € uma constante de
movimento de I'.

Mais detalhes sobre a obtencao de constantes de movimento de sistemas dinamicos simplético-

Hamiltonianos podem ser encontrados na Dissertacao de Mestrado “Simetria dindmica e cons-
tantes de movimento sobre variedades simpléticas”, de Gilberto Corso [25].

PHIM !

L PHIM parece FIM, mas néo é FIM.
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