
Caṕıtulo 4

CÁLCULO EXTERIOR

– Introdução
No que segue são apresentados elementos do Cálculo Diferencial Exterior sobre formas dife-

renciais, desenvolvido por Elie Cartan e de grande importância na Geometria Diferencial mo-
derna.

Trata-se basicamente de:
• formas diferenciais exteriores ou p-formas (pág. 82);
• produto exterior (pág. 86);
• derivada exterior (pág. 95);
• produto interior (pág. 108);
• relações entre derivada exterior, produto interior, derivada de Lie etc. (pág. 111).
São dados conceitos adicionais, exemplos e aplicações durante a apresentação dos tópicos em

questão.

– Referências
Três Senhoras [1]; Abraham-Marsden [2]; W. Thirring[11]; C. von Westenholz [4].

4.1 Formas diferenciais exteriores

– Forma diferencial exterior de ordem p, forma p, p-forma
É um campo tensorial diferenciável ω(m) que associa a cada m ∈M uma forma exterior de

ordem p ou tensor alternado p-covariante pertencente a T 0
p (m).

– Forma exterior de ordem p, tensor alternado em m ∈Mn

É um tensor ω ∈ T 0
p (m) totalmente anti-simétrico – veja a seguir – quando p ≥ 2. Se p = 0,

é um escalar em m. Se p = 1, é um vetor cotangente ω ∈ T ∗
m(Mn).

Não existem formas exteriores de ordem p > n sobre Mn (veja Exerćıcio 58).
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Versão 1

ω ∈ T 0
p (m), dado pela classe de equivalência w ≡ [ωx], é dito totalmente anti-simétrico se

suas componentes em alguma carta (U,ϕ), x = ϕ(m), ωx ≡ (ω...i...j...), satisfazem a propriedade

ω...i...j... = −ω...j...i... , ∀ par (i, j) .

Ex :
p = 2; ωij = −ωji;
p = 3; ωijk = −ωjik = −ωikj = −ωkji = ωjki = ωkij. ✷

Será que se as componentes de um tensor covariante são totalmente anti-simétricas em al-
guma carta, elas o são também em qualquer outra carta? A resposta é sim (veja os ı́tens c) e
d) do Exerćıcio 51).

Versão 2

ω ∈ T 0
p (m), dado pela forma multilinear (pág. 74) ω(v1...vp) = no, é dito totalmente anti-

simétrico se
ω(...vi...vj ...) = −ω(...vj ...vi..) , ∀ par (i, j) .

ω(v1, ..., vp) = 0 quando dois ou mais dos p argumentos são iguais, devido à propriedade de
anti-simetria. Pela mesma razão, ωij...k = 0 se dois ou mais ı́ndices são iguais.

Exerćıcio 58:
a) Conclua que ω(v1, ..., vp) = 0 quando os p argumentos são linearmente dependentes.
b) Conclua que as formas exteriores de ordem p > n são identicamente nulas.

– Componentes estritas (strict components)
As componentes tensoriais ωIJ..K que obedecem ao ordenamento I < J < ... < K são

denominadas componentes estritas. Elas caracterizam completamente o tensor alternado.
Ex :
n = 3; p = 2; ω12, ω13, ω23;
n = 3; p = 3; ω123;
n = 4; p = 2; ω12, ω13, ω14, ω23, ω24, ω34. ✷

O número de componentes estritas é igual a
n!

p!(n− p)!
.

– Espaço Λp
m(Mn)

É o conjunto das formas exteriores de ordem p em m ∈Mn.
Casos particulares: Λ0

m(Mn) = IR1, Λ1
m(Mn) = T ∗

mM
n.

Λp
m(Mn) é um subespaço vetorial de dimensão n!

p!(n−p)! do espaço T 0
p (m), cuja dimensão é

np.
ω ∈ Λp

m(Mn) é representada na base natural de T 0
p (m) referente a uma carta (U,ϕ), x = ϕ(m)

qualquer por

ωx =

n∑

(i)=1

ωi1i2...ipdx
i1 ⊗ dxi2 ⊗ · · · dxip

(veja pág. 76) e, na correspondente base do subespaço Λp
m(Mn), por

ωx =

n∑

(I)=1

ωI1I2...Ipdx
I1 ∧ dxI2 ∧ · · · ∧ dxIp , I1 < I2 < · · · Ip .
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A base de Λp
m(Mn) é dada em termos da base de T 0

p (m) por

dxI1 ∧ dxI2 ∧ · · · ∧ dxIp =
n∑

(i)=1

ǫ
I1I2...Ip
i1i2...ip

dxi1 ⊗ dxi2 ⊗ · · · dxip ,

onde os elementos ǫ
I1I2...Ip
i1i2...ip

, com os ı́ndices superiores satisfazendo I1 < I2 < · · · Ip, formam um

subconjunto das componentes ǫ
j1j2...jp
i1i2...ip

, sem restrição nos ı́ndices superiores e dadas por

ǫ
j1j2...jp
i1i2...ip

=







0 se (j1, ..., jp) não é permutação de (i1, ..., ip) ;
+1 se (j1, ..., jp) é permutação par de (i1, ..., ip) ;

−1 se (j1, ..., jp) é permutação ı́mpar de (i1, ..., ip) ;

0 se dois ou mais ı́ndices em (j1, ..., jp) ou (i1, ..., ip) são iguais ,

do tensor denominado tensor de Kronecker (veja Três Senhoras [1, cap. III.B.5 e cap. IV.A.1]).

ǫ
j1j2...jp
i1i2...ip

são totalmente anti-simétricas nos ı́ndices inferiores bem como nos ı́ndices superiores.

No caso particular de p = n, as componentes ǫ12...ni1i2...in
, costumam ser simbolizadas simples-

mente sem os ı́ndices superiores, como ǫi1i2...in, e formam as componentes do chamado tensor de
Levi-Civita.

– Módulo Λp(Mn)
É o conjunto das formas diferenciais exteriores de ordem p (definidas na pág. 82).
Λp(Mn) é um submódulo do módulo X 0

p (M
n) (vide pág. 78). A dimensão de Λp(Mn) é

n!
p!(n−p)! .

– Volume Ω, orientabilidade e orientação em Mn

Referência: Abraham-Marsden [2, cap. 2.5].
Chama-se volume uma forma diferencial de ordem máxima, isto é, uma n-forma Ω ∈ Λn(Mn),

tal que
Ω(m) 6= 0 , ∀m ∈Mn .

Um exemplo é o volume padrão do IRn, representado num atlas de coordenadas cartesianas
x ≡ (x1, ..., xn) por

Ω0(x) = dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn,

ou por

Ω0 =
n∑

(i)=1

ǫi1i2...indx
i1 ⊗ dxi2 ⊗ · · · ⊗ dxin .

Diz-se que a variedade Mn é orientável se ela admite um volume. Compare esta definição
de orientabilidade com a dada na pág. 35.

Ex : A faixa de Möbius e a garrafa de Klein, p. ex., não admitem volume; não são,
portanto, variedades orientáveis.

A esfera S2 é orientável, pois admite volume. Siga adiante e depois retorne a este ponto para
apreciar que um dos volumes admitidos por S2 é a 2-forma Ω representada nas coordenadas
esférico-polares usuais (x = sin θ cosφ, y = sin θ sinφ, z = cos θ; 0 < θ < π, 0 < φ < 2π;
x2 + y2 + z2 = 1) por

Ω(θ, φ) = sin θdθ ∧ dφ.

Note que Ω(θ, φ) 6= 0 para 0 < θ < π, 0 < φ < 2π. ✷
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Como a dimensão de Λn(Mn) é igual a 1 e Ω(m) 6= 0, qualquer elemento ω ∈ Λn(Mn) sobre
uma variedade Mn dotada de volume, (Mn,Ω), é um múltiplo de Ω, ou seja, ω = fΩ, onde f é
uma função real diferenciável, f ∈ F(Mn).

Ω1 e Ω2 são ditos volumes equivalentes se, e somente se, existe uma função real diferenciável
f(m) > 0, ∀m ∈Mn tal que Ω1 = fΩ2.

Volumes assim relacionados formam uma classe de equivalência.
Uma orientação de Mn é uma classe de equivalência [Ω] de volumes em Mn.
Variedade orientada, (Mn, [Ω]), é uma variedade Mn dotada de uma orientação [Ω].
Se [Ω] é uma orientação de Mn, então [−Ω] é outra orientação, denominada orientação

reversa.
Pode-se demonstrar que uma variedade orientável é conexa se, e somente se, possui exata-

mente duas orientações, [Ω] e [−Ω].
Para (Mn, [Ω]), diz-se que uma carta (U,ϕ) com ϕ(U) = V ⊂ IRn está orientada positivamente

se, e somente se, a representação de Ω é equivalente ao volume padrão, Ω0, de V ⊂ IR
n, ou seja,

se as componentes tensorias de Ω são funções positivas sobre V .
SejamM e N , de dimensões não necessariamente iguais, duas variedades dotadas de volumes

ΩM e ΩN , respectivamente, e f :M −→ N uma aplicação diferenciável. Diz-se que:
f preserva volume se f∗ΩN = ΩM ;
f preserva orientação se f∗ΩN ∈ [ΩM ];
f reverte orientação se f∗ΩN ∈ [−ΩM ];
determinante de f com relação a ΩM e ΩN é a função det(ΩM ,ΩN ) f definida por

f∗ΩN := (det(ΩM ,ΩN )f)ΩM .

– Divergente de um campo vetorial
Seja (Mn,Ω) uma variedade diferenciável Mn dotada de um volume destacado Ω e seja v

um campo vetorial diferenciável sobre Mn, v ∈ X (Mn).
Como a derivada de Lie de um campo tensorial T de qualquer tipo é um campo tensorial

do mesmo tipo que o de T (pág. 79), LvΩ é um elemento de Λn(Mn) e, por conseguinte, um
múltiplo de Ω, conforme já mencionado.

Denomina-se divergente de v em relação a Ω o campo (divΩv)(m) definido por

LvΩ := (divΩv)Ω.

Exerćıcio 59:
Considere M = IRn com coordenadas cartesianas x ≡ (x1, ..., xn).
Demonstre que o divergente de um campo vetorial v ∈ X (IRn) em relação ao volume padrão

do IRn é dado pela conhecida expressão

(divΩ0v)(x) =
∂v1

∂x1
(x) +

∂v2

∂x2
(x) + · · ·+

∂vn

∂xn
(x).

(Adapte a expressão de (Lvt)
j1...jq
i1...ip

dada no Exerćıcio 57 à presente situação.)
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4.2 Produto exterior

Casos particulares

– Produto exterior de 2 vetores cotangentes θ1, θ2 ∈ T ∗
mM .

É a aplicação θ1 ∧ θ2 : TmM × TmM −→ IR1 definida por

(θ1 ∧ θ2)(v1, v2) :=

∣
∣
∣
∣

θ1(v1) θ1(v2)
θ2(v1) θ2(v2)

∣
∣
∣
∣

, ∀v1, v2 ∈ TmM .

Da definição decorre:

(θ1 ∧ θ2)(v1, v2) = θ1(v1)θ
2(v2)− θ

2(v1)θ
1(v2) = (θ1 ⊗ θ2 − θ2 ⊗ θ1)(v1, v2).

Exerćıcio 60:
Mostre que
a) θ1 ∧ θ2 é uma forma exterior p = 2 em m ∈M .
b) θ1 ∧ θ2 = −θ2 ∧ θ1, θi ∧ θi = 0, i = 1, 2.
c) α(θ1 ∧ θ2) = (αθ1) ∧ θ2 = θ1 ∧ (αθ2), α ∈ IR1.

d) θ1 ∧ (αθ2 + βθ3) = α(θ1 ∧ θ2) + β(θ1 ∧ θ3), α, β ∈ IR1, θi ∈ T ∗
mM.

Exerćıcio 61:
Considere M = IR2, coordenadas cartesianas (x1 ≡ x, x2 ≡ y) e o ponto m representado pela

origem do sistema de coordenadas (x, y).
a) Dados θ = Adx+Bdy e ω = Pdx+Qdy, mostre que θ ∧ ω = (AQ−BP )dx ∧ dy.
b) Para dois vetores quaisquer v, u ∈ TmM , constate que (dx ∧ dy)(v, u) é igual à área do

paralelogramo formado pelos dois vetores, a menos de um sinal.
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(Lembre que dxi(vm) = vix (pág. 67), onde vix é a i-ésima compo-
nente de vm na carta de coordenadas x = ϕ(m).)

c) Seja x = r cos θ, y = r sin θ. Expresse dx, dy em função de dr, dθ e mostre que dx∧ dy =
rdr ∧ dθ.

(Note que o jacobiano de transformação é J =
∣
∣
∣
∂(x,y)
∂(r,θ)

∣
∣
∣ = r.)

– Produto exterior de p vetores cotangentes θi ∈ T ∗
mM

É a aplicação θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp definida por

(θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp)(v1, v2, ..., vp) :=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

θ1(v1) θ1(v2) ... θ1(vp)
θ2(v1) θ2(v2) ... θ2(vp)
... ... ... ...

θp(v1) θp(v2) ... θp(vp)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

, ∀vi ∈ TmM .

Propriedades:
a) θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp é uma forma exterior de ordem p em m ∈M .
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b) θi1∧θi2∧· · ·∧θip = (−1)νθ1∧θ2∧· · ·∧θp, onde (i1, i2, ..., ip) é uma permutação de (1, 2, ..., p)

e ν =

{
1 permutação ı́mpar

0 permutação par
. O valor de (−1)ν é chamado sinal(sign) da permutação.

c) θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp = 0 se dois ou mais θi são iguais.
d) θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp é linear em cada um dos p fatores.
e) θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp ≡ 0 se p > n (n é a dimensão de Mn).
Ex :
Considere M = IR3 com coordenadas (x1 ≡ x, x2 ≡ y, x3 ≡ z) e m a origem de IR3.

•

dx ∧ dy = −dy ∧ dx
dx ∧ dz = −dz ∧ dx
dy ∧ dz = −dz ∧ dy






dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi, i 6= j

• dx ∧ dx = dy ∧ dy = dz ∧ dz = 0, dxi ∧ dxi = 0 .
• θ ∧ ω ≡ (Adx+Bdy +Cdz) ∧ (Pdx+Qdy +Rdz)

= (AQ−BP )dx ∧ dy + (AR − PC)dx ∧ dz + (BR−QC)dy ∧ dz.
• Se θ = ω na expressão anterior, obtém-se θ ∧ θ = 0.
• (dxi ∧ dxj)(v, u) é igual à área do paralelogramo formado pelas projeções de v e u sobre o

plano XiXj , a menos de um sinal.
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✏
✏

✏
✏✮

(dx ∧ dy)(v, u)

• dx∧dy∧dz = dy∧dz∧dx = dz∧dx∧dy = −dy∧dx∧dz = −dz∧dy∧dx = −dx∧dz∧dy.
• (dx∧dy∧dz)(v1, v2, v3) é igual ao volume do paralelogramo formado pelos vetores v1, v2, v3,

a menos de um sinal.
• O produto de quatro ou mais dxi em IR3 é nulo, pois contém necessariamente dois ou mais

dxi iguais, já que existem só três dxi distintos, dx, dy e dz. Exemplo: dx ∧ dy ∧ dz ∧ dx = 0.
✷

Exerćıcio 62: Referente ao Ex. anterior,
a) demonstre que

dx∧dy∧dz = dx⊗dy⊗dz+dy⊗dz⊗dx+dz⊗dx⊗dy−dy⊗dx⊗dz−dx⊗dz⊗dy−dz⊗dy⊗dx.
(É fácil. É só considerar dx ∧ dy ∧ dz aplicado a vetores genéricos (v1, v2, v3), ordenar cada

uma das seis parcelas do determinante definitório de (dx ∧ dy ∧ dz)(v1, v2, v3) de tal modo a
preservar o ordenamento dos vetores (v1, v2, v3) e invocar a definição de produto tensorial.);

b) comprove que a expressão acima assume a seguinte forma compacta:

dx ∧ dy ∧ dz ≡ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =
3∑

(i)=1

ǫ123i1i2i3
dxi1 ⊗ dxi2 ⊗ dxi3 ,

Sabendo, p. ex., que ǫ213i1i2i3
= −ǫ123i1i2i3

obtém-se dx ∧ dy ∧ dz = −dy ∧ dx ∧ dz, certo?
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c) Comprove ainda que

dx ∧ dy = dx⊗ dy − dy ⊗ dx =

3∑

(i)=1

ǫ12i1i2dx
i1 ⊗ dxi2 .

e também que

dxj ∧ dxj =
3∑

(i)=1

ǫ
jj
i1i2

dxi1 ⊗ dxi2 = 0 , j = 1, 2, 3.

Exerćıcio 63:

Mostre que
n∑

i,j=1
Fij(x) dx

i ∧ dxj = 0 quando Fij(x) = Fji(x) e, portanto, como importante

caso particular desta relação, que
n∑

i,j=1

∂
∂xi (

∂f
∂xj ) dx

i ∧ dxj = 0, onde f ∈ F(Mn).

Pode-se demonstrar (você não quer tentar?) que, em termos do tensor de Kronecker (pág.
84), o produto de p vetores cotangentes é dado por

θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θp =

p
∑

(i)=1

ǫ
12...p
i1i2...ip

θi1 ⊗ θi2 ⊗ · · · ⊗ θip ,

onde cada um dos ı́ndices i1, i2, ..., ip assume os valores que rotulam os p vetores cotangentes,
1, 2, ..., p, e não os elementos de alguma cobase natural de T ∗M , que é, por exemplo, o caso no
Exerćıcio 62.

Caso geral

– Produto exterior de duas formas exteriores quaisquer
Dados θ ∈ Λp

m(M) e ω ∈ Λq
m(M), o produto exterior de θ e ω é a aplicação

θ ∧ ω :TmM × TmM × · · · × TmM
︸ ︷︷ ︸

p+q fatores

−→ IR1

definida (Três Senhoras [1], Nakahara [14]) por

(θ ∧ ω)(v1...vp+q) :=
1

p!q!

∑

π

(signπ)π[θ(v1...vp)ω(vp+1...vp+q)],

onde π é permutação dos números (1, 2, ..., p + q) e signπ é o sinal da permutação, signπ = ±1.
Outra definição (Arnold [15], Abraham-Marsden [2], Westenholz [4]), equivalente, é

(θ ∧ ω)(v1...vp+q) :=
∑

(−1)ν(θ ⊗ ω)(vi1 ...vip , vj1 ...vjq ),

=
∑

(−1)νθ(vi1 ...vip)ω(vj1 ...vjq ),

onde a soma é sobre permutações (i1, ..., ip, j1, ..., jq) de (1, 2, ..., p + q) que obedecem ao orde-

namento i1 < i2 < · · · < ip , j1 < j2 < · · · < jq e ν =

{
1 permutação ı́mpar

0 permutação par
.

θ ∧ ω é uma forma exterior de ordem p+ q em m ∈M .
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Exerćıcio 64:
a) Para θ1 e θ2, ambas de ordem p = 1, mostre que (θ1∧ θ2)(v1, v2) coincide com a definição

anterior, em termos do determinante da matriz de elementos θi(vj).
b) Para θ e ω de ordem p = 1 e q = 2, respectivamente, obtenha (θ∧ω)(v1, v2, v3) pelas duas

definições referentes ao caso geral e constate que, de fato, estas dão o mesmo resultado.
c) Conclua que θ ∧ ω do item b) é uma forma exterior de ordem p = 3.
d) Para θ1, θ2 e θ3, todos de ordem p = 1, comprove que θ1 ∧ (θ2 ∧ θ3) = (θ1 ∧ θ2) ∧ θ3.

– Produto exterior de duas formas diferenciais quaisquer
Dados θ ∈ Λp(M) e ω ∈ Λq(M), onde p ≥ 1, q ≥ 1, – θ e ω agora são campos diferenciáveis

–, o produto exterior (exterior product, wedge product) de θ e ω é o campo (θ∧ω)(m) que associa
a cada m ∈M o elemento θ(m) ∧ ω(m) ∈ Λp+q

m (M).
No caso de uma 0-forma f ∈ Λ0(M) – função real diferenciável sobreM –, o produto exterior

de f e uma p-forma ω ∈ Λp(M) é o campo diferenciável f ∧ ω definido por

f ∧ ω := fω ,

onde fω é a multiplicação por função junto ao módulo X q
p (M) (pág. 78).

– Propriedades
O produto exterior de duas formas diferenciais exteriores é uma aplicação

∧ : Λp(M)× Λq(M) −→ Λp+q(M)

que apresenta as seguintes propriedades:
1) θ ∧ ω = (−)pqω ∧ θ; pode não ser comutativo;
2) (θ ∧ ω) ∧ w = θ ∧ (ω ∧ w); é associativo;
3) (θ + w) ∧ ω = θ ∧ ω + w ∧ ω;
ω ∧ (θ + w) = ω ∧ θ + ω ∧ w; é bilinear

4) f(θ ∧ ω) = (fθ) ∧ ω = θ ∧ (fω); f ∈ F(M),
onde F(M) é o anel das funções diferenciáveis sobre M (pág. 52).

– Álgebra exterior ou de Grassmann, Λ(M)
É o conjunto das formas diferenciais de todas as ordens (p = 0, 1, 2, ...) sobre M juntamente

com as operações de adição e multiplicação por função referentes ao módulo X q
p (M) e com

produto interno dado pelo produto exterior.
A álgebra Λ(M) é uma álgebra graduada (graded algebra), isto é, uma coleção {Λp(M)} de

módulos indexados pelos números inteiros p e com uma aplicação bilinear associativa

∧ : Λ(M) × Λ(M) −→ Λ(M).

Obs.
Uma função real diferenciável f pode ser encarada como elemento do anel F(M) sobre o

qual cada um dos Λp(M) é definido bem como 0-forma.
fω pode ser entendido como produto de uma p-forma por um elemento de F(M) ou como

produto interno de dois elementos da álgebra Λ(M) – dado pelo produto exterior –, já que
f ∧ ω := fω.
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– Representações de formas diferenciais
Ex :
Considere M = IR2 com coordenadas (x1, x2).
Há três maneiras de representar 2-formas:
1) ω(x) = ω12(x)dx

1 ⊗ dx2 + ω21(x)dx
2 ⊗ dx1

=
2∑

i,j=1
ωij(x)dx

i ⊗ dxj, ωij = −ωji;

2) levando em conta ω12 = −ω21 e dx1 ∧ dx2 = dx1 ⊗ dx2 − dx2 ⊗ dx1, passa-se de 1) para
ω(x) = ω12(x)dx

1 ∧ dx2

=
2∑

I,J=1
ωIJ(x)dx

I ∧ dxJ , I < J ;

3) considerando ω12 = −ω21 e dx1 ∧ dx2 = −dx2 ∧ dx1, passa-se de 2) para
ω(x) = 1

2ω12(x)dx
1 ∧ dx2 + 1

2ω21(x)dx
2 ∧ dx1

= 1
2!

2∑

i,j=1
ωij(x)dx

i ∧ dxj , ωij = −ωji.

✷

As representações de uma p-forma qualquer ω ∈ Λp(Mn) na carta (U,ϕ), x = ϕ(m) são:

1) ω(x) =
n∑

(i)=1

ωi1i2...ip(x)dx
i1 ⊗ dxi2 ⊗ · · · ⊗ dxip , ωi1i2...ip totalmente anti-simétricas;

2) ω(x) =
n∑

(I)=1

ωI1I2...Ip(x)dx
I1 ∧ dxI2 ∧ · · · ∧ dxIp , I1 < I2 < · · · < Ip,

onde ωI1I2...Ip(x) são as componentes estritas de ω(x).

3) ω(x) = 1
p!

n∑

(i)=1

ωi1i2...ip(x)dx
i1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxip , ωi1i2...ip totalmente anti-simétricas.

Na literatura encontra-se com freqüência a representação 3) sem o fator 1
p! . Ao passar para

os outros modos de representação, é preciso levá-lo em conta.

Exerćıcio 65:
Convença-se de que

a) ωi1...ip = 1
p!

n∑

(k)=1

ǫ
k1...kp
i1...ip

ωk1...kp.

b)
n∑

(i)=1

ωi1...ipdx
i1 ⊗ · · · ⊗ dxip = 1

p!

n∑

(k)=1

ωk1...kpdx
k1 ∧ · · · ∧ dxkp .

c) 1
p!

n∑

(k)=1

ωk1...kpdx
k1 ∧ · · · ∧ dxkp =

n∑

(I)=1

ωI1...Ipdx
I1 ∧ · · · ∧ dxIp , I1 < I2 < · · · < Ip.

Os n diferenciais dxi das funções coordenadas, encaradas como 1-formas, constituem a base
natural do módulo Λ1(Mn) = X 0

1 (M
n).

O conjunto dos np elementos {dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxip} é uma base para o módulo X 0
p (M

n).

O conjunto das n!
p!(n−p)! p-formas linearmente independentes {dxI1 ∧· · ·∧dxIp}, I1 < · · · < Ip

constitui uma base para o submódulo Λp(Mn) de X 0
p (M).

O conjunto {dxi1 ∧ · · · ∧ dxip}, sem ordenamento crescente nos (i) como em I1 < · · · < Ip ,
não é base para Λp(Mn), pois seus elementos não são linearmente independentes. É bom lembrar
isso junto à representação 3), pois o esquecimento disso costuma causar desastres nos cálculos.

Exerćıcio 66:

Dadas as formas α =
n∑

i=1
αidx

i, β =
n∑

j=1
βjdx

j e ω = α ∧ β;
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a) mostre que as componentes de ω na base {dxi ⊗ dxj} são ωij = αiβj − αjβi;
b) quais são as componentes estritas de ω – componentes de ω na base dxI ∧ dxJ , I < J – e

quais são as suas componentes na expansão em termos de {dxi ∧ dxj}?

No caso particular do espaço euclidiano IR3, coordenadas (x1 ≡ x, x2 ≡ y, x3 ≡ z), costuma-
se adotar como base de Λ2(IR3) o conjunto formado por

dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy,

chamado base usual do Λ2(IR3), em vez do conjunto {dxI ∧ dxJ}, I < J .
Qual é a diferença entre a base usual e a base {dxI ∧ dxJ}, I < J?

Exerćıcio 67:
a) Para α = α1dx + α2dy + α3dz e β = β1dx + β2dy + β3dz, mostre que as componentes

de α ∧ β = −β ∧ α na base usual de Λ2(IR3) coincidem com as componentes do produto vetorial
usual, α× β, dos vetores α = α1i+ α2j+ α3k ≡ (α1, α2, α3) e β ≡ (β1, β2, β3).

b) Para α dada no item anterior e γ = γ1dy ∧ dz + γ2dz ∧ dx + γ3dx ∧ dy, mostre que a
componente estrita de α ∧ γ = γ ∧ α coincide com o produto escalar usual, α · γ, dos vetores
α ≡ (α1, α2, α3) e γ ≡ (γ1, γ2, γ3).

c) Obtenha as componentes de γ dado em b) nas representações 1), 2) e 3) de p-formas.

Passando da carta α para a carta β, ω(xα) muda para ω(xβ) de acordo com a lei de trans-

formação de um campo tensorial do tipo

(
0
p

)

,

ωj1...jp(xβ) =

n∑

(l)=1

∂xl1α

∂x
j1
β

(xβ) · · ·
∂xlp

∂x
jp
β

(xβ)ωl1...lp
(xα(xβ)).

As representações ω(xβ) =
1
p!

n∑

(j)=1

ωj1...(xβ)dx
j1
β ∧ · · · e ω(xα) =

1
p!

n∑

(i)=1

ωi1...(xα)dx
i1
α ∧ · · ·,

estão relacionadas por

ω(xβ) =
1

p!

n∑

(i)=1

ωi1...ip(xα(xβ))dx
i1
α (xβ) ∧ · · · ∧ dx

ip
α (xβ),

onde dxikα (xβ) =
n∑

jk=1

∂x
ik
α

∂x
jk
β

(xβ)dx
jk
β .

Exerćıcio 68:
Considere M = IR3, a mudança de carta (r, θ, φ) 7−→ (x, y, z) dada por x = r sin θ cosφ,

y = r sin θ sinφ, z = r cos θ; r > 0, 0 < θ < π, 0 < φ < 2π; |x| > 0, |y| > 0, |z| > 0 e o volume
padrão do IR3 (veja pág. 84), Ω0(x, y, z) = dx ∧ dy ∧ dz.

Mostre que Ω0(r, θ, φ) = r2 sin θdr ∧ dθ ∧ dφ.
(Adapte a relação entre as representações ω(xβ) e ω(xα) para este caso particular e desen-

volva os produtos exteriores, lembrando que dxi ∧ dxj ∧ dxk = 0 quando dois ou mais dx(i) são
iguais.)
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No caso particular de p = n (dimensão deMn), as componentes estritas das n-formas acabam
transformando-se conforme

ωK1=1...Kn=n(xβ) = J(xβ)ωI1=1...In=n(xα(xβ)),

onde J(xβ) ≡ det

[

∂xI
α

∂xK
β

(xβ)

]

é o jacobiano de transformação das coordenadas.

Ex :
Vide o exeŕıcio anterior.

✷

– Imagem rećıproca (pull-back) de p-formas
Uma f :M r −→ N s, f : m 7−→ n diferenciável sobre M induz uma aplicação

f∗ : Λp(N s) −→ Λp(M r) , p ≤ s, p ≤ r

que associa a cada ω ∈ Λp(N s) uma p-forma f∗ω ∈ Λp(M r) definida por

(f∗ω)(m)(v1, ..., vp) := ω(n)(f ′mv1, ..., f
′
mvp) , vi ∈ TmM.

(Veja pág. 68, 70 e 77 e Três Senhoras[1, capIV.A.3]).

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

..

.

..

..

..
..
..
.
..
.
.

..
...
...
...
....
...
...
....
....
.....
.....
......
.........
................................................................

....
...
....
.....
.....
.....
........
..........
...................................................................

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

..

.

..

..

..
..
.
..
.

•

m
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
..
.
..
.
..
..
..
..
..
.
..
.
.

..
...
...
...
....
...
...
....
....
.....
.....
......
.........
................................................................

....
...
....
.....
.....
.....
........
..........
...................................................................

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

..

.

..

..

..
..
.
..
.

•

nM r N s..
...
..
...
..
...
..
...
...
...
...
...
...
...
...
....
...
....
....
.....
....
.....
.....
......
.......
........
...........
.....................................................................................................................................................

........

..
..
..
..

f

✤
✣

✜
✢f∗ω

✤
✣

✜
✢ω

Λp(M r) Λp(N s)• •..
...
..
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
....
...
....
....
....
....
.....
.....
......
......
........
..........
..................

.......................................................................................................................................

........

..
..
..
..

f∗

f∗ω é denominada imagem rećıproca (pull-back) de ω.
Num par de cartas onde m, n e f são representados, respectivamente, por x, y e y = y(x),

a relação entre ω e f∗ω é

ω(y) =
1

p!

s∑

(i)=1

ωi1...ip(y)dy
i1 ∧ · · · ∧ dyip ;

(f∗ω)(x) = 1
p!

s∑

(i)=1

ωi1...ip(y(x))dy
i1(x) ∧ · · · ∧ (x)dyip(x)

= 1
p!

r∑

(j)=1

(f∗ω)j1...jp(x)dx
j1 ∧ · · · ∧ dxjp ;

(f∗ω)j1...jp(x) =
s∑

(i)=1

∂yi1

∂xj1
(x) · · ·

∂yip

∂xjp
(x)ωi1...ip(y(x)); (j) = 1, ..., r.

Ex : Inclusão, volume da esfera S2

Considere a inclusão (pág. 9) da esfera S2 mergulhada no IR3, i : S2 −→ IR3.
Sejam (θ, φ); 0 < θ < π, 0 < φ < 2π as coordenadas esférico-polares usuais da esfera, e

(x, y, z), as coordenadas cartesianas usuais de IR3.
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A imagem rećıproca de ω = Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy ∈ Λ2(IR3) perante i é

(i∗ω) = (P sin θ cosφ+Q sin θ sinφ+R cos θ) sin θdθ ∧ dφ ∈ Λ2(S2).

Considere um ponto m qualquer sobre S2, de coordenadas (x, y, z) no IR3. O vetor r =
xi+yj+zk ≡ (x, y, z) é unitário, pois x2+y2+z2 = 1, e é o vetor posicional de m no IR3, certo?

Considere dois vetores, v ≡ (△x,△y,△z) e u ≡ (△x,△y,△z), ortogonais entre si e tangen-
tes a S2 no ponto m. Suponha que △x, ...,△x, ... sejam distâncias elementares, infinitesimal-

mente pequenas, no IR3.
O produto misto r · (v × u) = x(△y△z −△z△y) + · · · é o elemento de área de um plano

tangente à esfera no ponto m, certo? Como △x, ...,△x, ... são infinitesimais, r ·(v×u) é também
(numericamente) um elemento de área da esfera no ponto m, certo?

Exerćıcio 69: Seja ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy.
a) Mostre que ω, aplicado a v = △x ∂

∂x
+ · · · e u = △x ∂

∂x
+ · · ·, produz ω(v, u) = r · (v× u).

b) Mostre que i∗ω ≡ Ω é igual a Ω(θ, φ) = sin θdθ ∧ dφ em coordenadas (θ, φ).

Ω é o volume de S2, referido na pág. 84. ✷

Teorema: f induz um homomorfismo f∗ entre as álgebras exteriores graduadas Λ(N s) e
Λ(M r).

Homomorfismo entre Λ(N s) e Λ(M r) significa uma aplicação f∗ : Λ(N s) −→ Λ(M r) tal que
a) f∗(αω + βθ) = αf∗ω + βf∗θ , ω, θ ∈ Λp(N s) , α, β ∈ IR;
b) f∗(ω ∧ θ) = f∗ω ∧ f∗θ , ω ∈ Λp(N s), θ ∈ Λq(N s).
Você não se anima a demonstrá-lo? A propriedade b), por ex., é muito útil.
Quando f é um difeomorfismo (r = s), o homomorfismo transforma-se em isomorfismo.

– Imagem (push-forward) de p-formas
Uma aplicação f :Mn −→ Nn, f : m 7−→ n difeomórfica sobre Mn induz uma aplicação

f∗ : Λ
p(Mn) −→ Λp(Nn) , p ≤ n

que associa a cada ω ∈ Λp(Mn) uma p-forma f∗ω ∈ Λp(Nn) definida por

f∗ := f−1∗ ,

ou seja, por
(f∗ω)(n)(v1, ..., vp) := ω(m)(f−1′

n v1, ..., f
−1′
n vp) , vi ∈ TnN

n .
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f∗

f∗ω é denominada imagem (push-forward) de ω.
Se f é diferenciável, ω(n) possui garantidamente imagem rećıproca. Para que ω(m) possua

imagem f∗ω, f deve ser mais do que diferenciável; deve ser difeomórfica (pág. 51).
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– Invariância e simetria de p-formas
Uma p-forma ω é invariante perante um difeomorfismo f :M −→M , f : m 7−→ n se

f∗(ω(n)) = ω(m)

ou, equivalentemente, se
f∗(ω(m)) = ω(n).

f é dita uma simetria de ω nesse caso.
Ex :
Sobre o cenário básico da formulação Hamiltoniana da Mecânica Clássica, o fibrado co-

tangente (pág. 68) do espaço de configuração, M2n = T ∗Qn , existe uma 2-forma destacada
(distinguished), denominada forma simplética natural de T ∗Q, ω0. Veja a observação à pág. 66
para recordar o significado do adjetivo “natural” e aguarde a pág. 101 para saber o que é uma
forma simplética, e a pág. 104 para saber porque ω0 é uma forma simplética “natural”. ω0 é a
derivada exterior, a ser apresentada logo adiante, da forma de Liouville θ0 (pág. 71), ω0 = dθ0,
e é representada em coordenadas naturais (x1...x2n) ≡ (q1...qn, p1...pn) de T

∗Qn por

ω0(q, p) = ω0can(q, p) ≡

n∑

i=1

dpi ∧ dq
i.

A aparência de ω0 é denominada forma canônica quando é a aparência acima, ω0can .
Transformação canônica – no contexto geométrico da formulação Hamiltoniana – é uma

mudança de coordenadas (q, p) 7−→ (q̄, p̄), entendida como um difeomorfismo f : IR2n −→ IR2n,
que deixa invariante a forma canônica de ω0,

f∗ω0can(q̄, p̄) = ω0can(q, p) , f∗ω0can(q, p) = ω0can(q̄, p̄) .

f é uma simetria de ω0can .
As mudanças de coordenadas naturais de T ∗Q (veja pág. 69 e 71) são transformações

canônicas.
Comprovação: dada a mudança de coordenadas naturais





q̄i = q̄i(q)

p̄i =
n∑

j=1
pj

∂qj

∂q̄i
(q̄(q))



←→





qi = qi(q̄)

pi =
n∑

j=1
p̄j

∂q̄j

∂qi
(q(q̄))



 , i = 1, ..., n,

segue das relações que carcterizam essa mudança que

f∗ω0can(q, p) =
n∑

i=1
dpi(q̄, p̄) ∧ dq

i(q̄, p̄)

=
n∑

i=1

(
n∑

j=1

∂pi
∂p̄j

dp̄j +
n∑

m=1

∂pi
∂q̄m

dq̄m

)

∧

(
n∑

l=1

∂qi

∂p̄l
dp̄l +

n∑

k=1

∂qi

∂q̄k
dq̄k
)

=
n∑

i=1

(
n∑

j=1

∂q̄j

∂qi
dp̄j +

n∑

j,l,m=1

p̄j
∂
∂ql

(∂q̄
j

∂qi
) ∂ql

∂q̄m
dq̄m

)

∧

(

0 +
n∑

k=1

∂qi

∂q̄k
dq̄k
)

=
n∑

j,k=1

(
n∑

i=1

∂q̄j

∂qi

∂qi

∂q̄k

)

dp̄j ∧ dq̄
k +

n∑

i,j,l=1

p̄j
∂
∂ql

(∂q̄
j

∂qi
)

(
n∑

m=1

∂ql

∂q̄m
dq̄m

)

∧

(
n∑

k=1

∂qi

∂q̄k
dq̄k
)

=
n∑

j,k=1

δ
j
kdp̄j ∧ dq̄

k +
n∑

j=1
p̄j

(
n∑

l,i=1

∂
∂ql

(∂q̄
j

∂qi
) dql ∧ dqi

)

(veja o Exerćıcio 24)

=
n∑

k=1

dp̄k ∧ dq̄
k + 0 (veja o Exerćıcio 63)

= ω0can(q̄, p̄).
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Há, porém, transformações canônicas importantes na Mecânica Hamiltoniana que não são
mudanças de coordenadas naturais. ✷

Exerćıcio 70:
Para um oscilador harmônico isotrópico, por ex., a evolução temporal sobre o espaço de fases

de momentum é dada por

[

qi = xi cos(ωt) + yi

ω
sin(ωt)

pi = −ωxi sin(ωt) + yi cos(ωt)

]

, i = 1, 2, ..., n .

Mostre que a relação entre os valores de (q, p) para t qualquer e seus valores iniciais, qi(0) =
xi, pi(0) = yi, é uma transformação canônica. Repare que ela não é mudança de coordenadas
naturais (por que não?).

4.3 Derivada exterior

– Derivada ou diferencial exterior de p-formas
Encontram-se na literatura duas concepções de derivada ou diferencial exterior.

Definição impĺıcita

P.d-0) Derivada ou diferencial exterior é uma aplicação

d : Λp(Mn) −→ Λp+1(Mn) , p = 0, 1, 2, ..., n

que satisfaz as seguintes propriedades:
P.d-1) d é linear,

d(αω + βθ) = αdω + βdθ , θ, ω ∈ Λp(Mn) , α, β ∈ IR1;

P.d-2) d obedece à regra antiLeibniz,

d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ + (−1)pω ∧ dθ , ω ∈ Λp(M) , θ ∈ Λq(Mn);

P.d−3) d2 = 0, isto é,
d(dω) = 0;

P.d-4) Se f é uma 0-forma, df é o diferencial ordinário de f (págs. 57, 67), representado
em coordenadas x por

df =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(x)dxi;

P.d-5) d é local, o que quer dizer que se ω e θ coincidem em um aberto U ⊂ Mn, então
dω = dθ em U , isto é, o comportamento de ω fora de U não afeta dω em U ;

(dω)|U = d(ω|U ) .



Caṕıtulo 4. Cálculo Exterior 96

Teorema: Existe um operador d definido univocamente pelas propriedades acima.
Referências: Três Senhoras[1, cap. IV.A.2]; Abraham-Marsden [2, Teorema2.4.5]; C. von

Westenholz[4, cap. 7 e proposição 2.1]; Curtis-Miller[12, proposições 9.41 e 9.42].

Definição expĺıcita

Seja uma ω ∈ Λp(Mn) representada na carta (U,ϕ), ϕ(m) = x por

ω(x) =
1

p!

n∑

(i)=1

ωi1...ip(x)dx
i1 ∧ · · · ∧ dxip .

As componentes ω(i)(x), (i) ≡ (i1, ..., ip) são 0-formas, funções reais diferenciáveis para todos os
valores dos elementos de (i).

O operador derivada ou diferencial exterior d é um operador que associa a ω um ente dω
representado na carta (U,ϕ) por

P.d-6)

dω(x) =
1

p!

n∑

(i)=1

dωi1...ip(x) ∧ dx
i1 ∧ · · · ∧ dxip ,

onde dω(i)(x) =
n∑

k=1

∂ω(i)(x)

∂xk dxk é o diferencial ordinário de ω(i)(x).

Referência: W. Thirring [11, Def. 2.5.1 (definição expĺıcita)].
A demonstração do teorema da existência e unicidade de d (veja, por exemplo, Três Senhoras

[1] e Abraham Marsden [2]) é feita em duas partes:
1a) demonstra-se que um operador d que satisfaz as propriedades P.d-0), 1),...,5) produz

univocamente P.d-6);
2a) demonstra-se que d definido por P.d-6) é independente de carta e satisfaz as propriedades

P.d-0), 1),...,5).

Exerćıcio 71:
a) Efetue a primeira parte da demonstração (é fácil e é importante).
b) Mostre que a expressão P.d-6) mantém sua forma perante mudanças de carta (dáı a

independência de carta do operador d).

– Observação
A definição impĺıcita é a preferida na literatura e põe em destaque, já de ińıcio, as proprie-

dades intŕınsicas de d, independentes de carta, utilizadas não só em operações que independem
de coordenadas, como, p. ex., nas demonstrações das relações entre d, iv, Lv, etc. (pág. 115) e
nos exemplos de aplicação destas (pág. 116 em diante), mas, também, em cálculos dependentes
de coordenadas, quando nas representações 2) ou 3) (pág. 90) das p-formas as componentes
tensoriais e as coordenadas são encaradas como 0-formas.

Ex :
É interessante verificar que uma série de relações conhecidas da Análise Vetorial do IR3

decorrem das propriedades de d – usando a base usual de Λ2(IR3) (pág. 91).

P.d-3) ⇒

{
rot(gradf) = 0 , p = 0;
div(rotv) = 0 , p = 1.

P.d-2) ⇒







grad(fg) = ggradf + fgradg , p = 0, q = 0;
rot(fv) = (gradf)× v + frotv , p = 0, q = 1;
div(fv) = (gradf) · v + fdivv , p = 0, q = 2;

div(v × u) = (rotv) · u− v · (rotu) , p = 1, q = 1.
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Essas relações surgem de imediato das propriedades do operador d após uma consulta ao
seguinte “dicionário”, sob forma de exerćıcio, e também ao Exerćıcio 67:

Exerćıcio 72:
a) Dada f ∈ Λ0(IR3), mostre que as componentes de df coincidem com as do gradiente de f ,

gradf .
b) Dada α = α1dx + α2dy + α3dz ∈ Λ1(IR3), mostre que as componentes de dα coincidem

com as do rotacional de α ≡ (α1, α2, α3), rotα.
c) Dada β = β1dy ∧ dz + β2dz ∧ dx+ β3dx ∧ dy ∈ Λ2(IR3), mostre que a componente estrita

de dβ coincide com o divergente de β ≡ (β1, β2, β3), divβ.

As expressões acima encontram-se em Três Senhoras [1, cap. IV.A.2] e, juntamente com
muitas outras, no interessante artigo “Differential forms as a basis for vector analysis - with
applications to electrodynamics”, de N. Schleifer [18]. ✷

– Componentes tensoriais de dω

Os elementos 1
p!

∂ωi1...ip

∂xk em dω = 1
p!

n∑

(i)=1

∂ωi1...ip

∂xk dxk ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip , que é obtida de ω

segundo P.d-6), não são as componentes tensoriais, totalmente anti-simétricas, da (p+1)-forma
dω. Para obtê-las, é necessário expressar dω em termos de dxj1 ⊗ dxj2 ⊗ · · · ⊗ dxjp+1 , base de

X 0
p+1(M), usando dxk∧dxi1∧· · ·∧dxip =

n∑

(j)=1

ǫ
ki1...ip
j1j2...jp+1

dxj1⊗dxj2⊗· · ·⊗dxjp+1 e a anti-simetria

de 1
p!

∂ωi1...ip

∂xk nos ı́ndices (i).

Casos particulares

a) p = 0 , f = f(x) , df =
n∑

k=1

∂f

∂xk (x)dx
k =

n∑

k=1

(df)kdx
k ,

(df)k ≡
∂f

∂xk
(x).

b) p = 1 , θ =
n∑

i=1
θi(x)dx

i , dθ =
n∑

k,i=1

∂θi
∂xk dx

k ∧ dxi =
n∑

k,i=1

(dθ)kidx
k ⊗ dxi ,

(dθ)ki ≡
∂θi

∂xk
−
∂θk

∂xi
.

c) p = 2 , ω =
n∑

i,j=1
ωij(x)dx

i ⊗ dxj = 1
2!

n∑

i,j=1
ωij(x)dx

i ∧ dxj ,

dω = 1
2!

n∑

i,j,k=1

∂ωij

∂xk (x)dx
k ∧ dxi ∧ dxj , dω =

n∑

i,j,k=1

(dω)kijdx
k ⊗ dxi ⊗ dxj ,

(dω)kij =
∂ωij

∂xk
+
∂ωjk

∂xi
+
∂ωki

∂xj
.

d) p = 3 , ω =
n∑

i,j,l=1

ωijl(x)dx
i ⊗ dxj ⊗ dxl = 1

3!

n∑

i,j,l=1

ωijl(x)dx
i ∧ dxj ∧ dxl ,

dω = 1
3!

n∑

i,j,l,k=1

∂ωijl

∂xk (x)dxk ∧ dxi ∧ dxj ∧ dxl =
n∑

i,j,l,k=1

(dω)kijldx
k ⊗ dxi⊗ dxj ⊗ dxl ,

(dω)kijl ≡
∂ωijl

∂xk
−
∂ωjlk

∂xi
+
∂ωlki

∂xj
−
∂ωkij

∂xl
.
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Exerćıcio 73:
Obtenha as expressões de (dθ)ki, (dω)kij e (dω)kijl dadas acima.

Caso geral

Para uma p-forma qualquer, ω =
n∑

(i)=1

ωi1...ipdx
i1 ⊗ · · · ⊗ dxip

= 1
p!

n∑

(i)=1

ωi1...ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip ,

as componentes tensoriais de dω = 1
p!

n∑

k,(i)=1

∂ωi1...ip

∂xk dxk ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=
n∑

(j)=1

(dω)j1j2...jp+1dx
j1 ⊗ dxj2 ⊗ · · · ⊗ dxjp+1

são dadas por

(dω)j1j2...jp+1 =

n∑

k,(i)=1

ǫ
ki1...ip
j1j2...jp

1

p!

∂ωi1...ip

∂xk
.

Exerćıcio 74:
Obtenha, como casos particulares do caso geral, as expressões de (dθ)ki, (dω)kij e (dω)kijl.

– Formas diferenciais fechadas e exatas
Forma fechada ou cociclo (cocycle) é uma ω ∈ Λp(M) tal que dω = 0.
Forma exata ou coborda (coboundary) é uma ω ∈ Λp(M) tal que ω = dθ para alguma

θ ∈ Λp−1(M).
Atenção:
Toda forma exata ω é fechada, pois dω = d(dθ) = 0, em vista da propriedade P.d-3), mas

nem toda forma fechada é exata! O lema de Poincaré, mais adiante (pág. 100), aborda esse
assunto.

Ex :
Todo fibrado cotangente, T ∗Qn, possui uma forma simplética natural, ω0, apresentada no

Ex. da pág. 94 e retomada mais adiante, na pág. 104. ω0 é exata, pois, por definição, é a
derivada exterior de uma 1-forma, a forma de Liouville, θ0 (pág. 71); ω0 = dθ0.

Em coordenadas naturais (q, p) de T ∗Q, θ0 é dada por θ0 =
n∑

i=1
pidq

i, e, conseqüentemente,

ω0 = dθ0 =
n∑

i=1
dpi ∧ dq

i.

É fácil de verificar – compare com a demonstração junto à definição de transformação
canônica (pág. 94) – que ω0 é invariante perante mudanças de coordenadas naturais (q, p) ⇋

(q̄, p̄) sabendo que θ0 é invariante (pág. 71): como

θ0(q, p) =

n∑

i=1

pidq
i −→ θ0(q̄, p̄) =

n∑

j=1

p̄jdq̄
j ,

então

ω0(q, p) =

n∑

i=1

dpi ∧ dq
i −→ ω0(q̄, p̄) = dθ0(q̄, p̄) =

n∑

j=1

dp̄j ∧ dq̄
j.

✷
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Ex :
Seja F(x, y, z) um campo de forças conservativo no IR3. Isso significa que o trabalho realizado

por F ao longo de qualquer caminho fechado é nulo. Existe conseqüentemente uma função escalar
V (x, y, z), denominada função (energia) potencial, tal que

F = −gradV .

Conclui-se que θ = F · dr = F1dx + F2dy + F3dz ∈ Λ1(IR3) está relacionada a V ∈ Λ0(IR3)
através de

θ = −dV .

Generalizando, dada uma p-forma ω exata de ordem p (≥ 1) qualquer, uma (p− 1)-forma θ
tal que ω = dθ é também chamada de potencial.

Uma forma exata admite infinitos potenciais, pois se θ é um potencial, então θ′ = θ+α com
α fechada também é.

Mudança ou transformação de calibre é uma mudança de potencial

θ −→ θ′ = θ + α , dα = 0 .

✷

Ex :
O termo “transformação de calibre”, aplicado a mudanças de potencial de p-formas exatas,

tem sua inspiração no Eletromagnetismo.
O tensor de componentes usualmente representadas por Fµν e que caracteriza a intensidade

do campo eletromagnético é uma 2-forma ω ≡
3∑

µ,ν=0
Fµνdx

µ⊗dxν =
3∑

µ,ν=0

1
2Fµνdx

µ∧dxν definida

sobre o espaço de Minkowski e obtida por derivação exterior, ω = dθ, da 1-forma θ ≡
3∑

ν=0
Aνdx

ν

associada ao quadrivetor (cotangente) potencial eletromagnético A ≡ (φ,A), Fµν = ∂Aν

∂xµ −
∂Aµ

∂xν ,
µ, ν = 0, 1, 2, 3.

ω não muda perante a transformação θ −→ θ′ = θ+ dχ, o que significa, em termos de Fµν e

A, que Fµν −→ F ′
µν = Fµν perante a mudança de potencial Aν −→ A′

ν = Aν + ∂χ
∂xν , conhecida

no contexto do Eletromagnetismo como transformação ou mudança de calibre. ✷

Ex :
Na formulação Hamiltoniana sobre (T ∗Qn, ω0), uma mudança de calibre θ0 −→ θ′ = θ0+dF ,

F ∈ Λ0(T ∗Q) – por exemplo, θ′ =
n∑

i=1
(pidq

i − d(piq
i

2 )) =
n∑

i=1
(12pidq

i − 1
2q

idpi) – não afeta

as equações de Hamilton, pois estas só dependem do Hamiltoniano H e da forma simplética

dθ′ = dθ0 = ω0 =
n∑

i=1
dpi ∧ dq

i, como será visto mais adiante, no Exerćıcio 83. ✷

Já foi mencionado anteriormente que toda forma exata é fechada, mas que nem toda forma
fechada é exata.

Ex :
O rotacional de um campo de forças conservativas é nulo, rot(gradV )= 0. Mas se F é tal

que rotF = 0, F não é necessariamente conservativo. Isso quer dizer que o trabalho realizado
por F ao longo de algum caminho fechado pode não ser nulo. ✷

Ex. clássico :
Considere o plano perpendicular a um condutor elétrico retiĺıneo de comprimento infinito e

espessura despreźıvel. Uma corrente elétrica i gera um campo magnético B paralelo ao plano e
que obedece a 1

µ0

∮

C
B · dl = i para qualquer caminho fechado C envolvendo o condutor.
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Para a corrente elétrica dada por i = 2π
µ0
, o campo B é tal que

θ = B · dl =
1

x2 + y2
(−ydx+ xdy),

em coordenadas cartesianas.
θ é denominada forma de Oersted-Ampère e é uma 1-forma (campo vetorial cotangente

diferenciável, sem singularidades) sobre a variedade M = IR2 − {0}. M simula o plano IR2

perpendicular ao condutor e com um “furo” na origem, por onde passa o condutor.
θ é fechada; dθ = 0 (rotB = 0, conforme o Exerćıcio 72-b). Confira.
θ não é, porém, exata, θ 6= dφ, pois

∮
θ ≡

∮
B · dl = 2π 6= 0 para contornos envolvendo o

“furo”. Se θ admitisse potencial, θ = dφ (B = grad φ),
∮
θ teria que se anular para qualquer

caminho em M , inclusive aqueles que contornassem o ”furo”.
Note que um posśıvel candidato a potencial, φ = arctan( y

x
), não é função cont́ınua e dife-

renciável sobre todoM – φ possui corte de ramo, “branch cut” – e não é, portanto, uma 0-forma
sobre M .

A expressão de φ acima é aceitável, porém, como potencial local, válido em qualquer região
que não contenha corte de ramo. ✷

O fato de uma forma fechada sobre uma variedade M não ser necessariamente exata tem
a ver com aspectos globais, de natureza topológica de M (a existência de um “furo” no Ex.
clássico acima, por ex.).

É nesse ponto que os aspectos locais (carregados pelas formas diferenciais) e globais de M
se fundem, consubstanciando o que é conhecido na literatura sob o nome de Cohomologia de de
Rahm.

Referências: Veja, por ex., C. von Westenholz [4, cap. 10]; Nash-Sen [3, cap. 6]; M. Nakahara
[14, cap. 6].

– Lema de Poincaré
Sobre um aberto U ⊂Mn difeomórfico a IRn – U é contrátil (pág. 17) a um elemento qualquer

do IRn –, todas as formas fechadas de ordem p ≥ 1 são exatas; dω = 0 ⇒ ω = dθ em U . No
caso particular p = 0, dω = 0 significa que ω é uma função real constante. (Veja, por ex., Três
Senhoras [1, cap. IV.B.3, pág. 224].)

Ex :
Todas as formas fechadas sobre IR3 são exatas, certo?
Se Mn não é difeomórfica a IRn e uma p-forma ω fechada não é exata, isto é, se não existe

(p− 1)-forma θ definida sobre todo Mn tal que ω = dθ, o lema de Poincaré garante, porém, que
ω é localmente exata, pois sempre é posśıvel encontrar em torno de cada elemento de Mn um
aberto U difeomórfico a IRn. Neste aberto valerá ω|U = dθ para alguma θ ∈ Λp−1(Mn). Uma
tal θ é chamada de potencial local. ✷

Ex :
No Ex. clássico (pág. 99), M = IR2 − {0} não é difeomórfico ao IR2, por causa do “furo”

na origem, e a 1-forma de Oersted-Ampère é fechada, mas não exata. Ela é, porém, exata
localmente, e φ = arctan( y

x
) é um potencial local, válido em qualquer região aberta que não

contenha corte de ramo de φ. ✷

Ex :
A esfera S2 e o toro T 2 não são contráteis, e, portanto, uma 2-forma sobre qualquer uma

destas duas superf́ıcies é obrigatoriamente fechada, por ser de ordem máxima, mas não neces-
sariamente exata.
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Essas duas variedades são exemplos de variedades orientáveis compactas, que admitem 2-
formas volume (pág. 84) fechadas porém não-exatas. ✷

Exerćıcio 75:
Para S2, considere o volume Ω dado no Exerćıcio 69. Apresente uma 1-forma potencial local

para Ω e especifique o maior domı́nio U de validade do potencial.

– Variedade simplética
É um par (M2n, ω), ondeM2n é uma variedade diferenciável de dimensão, obrigatoriamente,

par, 2n, e ω é uma forma simplética destacada (distinguished) sobre M2n.
Forma simplética ω é uma forma diferenciável caracterizada por

1) ω é uma 2−forma;
2) ω é não-degenerada;
3) ω é fechada; (dω = 0).

Não-degenerada significa:

ω(m)(vm, um) = 0, ∀ um ⇒ vm = 0, ∀m ∈M.

Numa carta (U,ϕ) qualquer, de coordenadas x, as propriedades 1), 2) e 3) acima implicam,
respectivamente,

1) ωij(x) = −ωji(x) , wij(x) diferenciável
2) det [ωij(x)] 6= 0

3)
∂ωij

∂xk
+
∂ωjk

∂xi
+
∂ωki

∂xj
= 0







∀x ∈ ϕ(U).

Como o determinante de qualquer matriz r×r de dimensão r ı́mpar é nulo, decorre de 2) que
M deve possuir, necessariamente, dimensão par, 2n, para que possa admitir forma simplética.

(M2n, ω) é orientável, pois a 2n-forma

(ω)n ≡ ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω
︸ ︷︷ ︸

n fatores

é uma forma volume; ω(m) 6= 0⇒ (ω)n(m) 6= 0, ∀m ∈M2n, em vista da propriedade 2) acima.
A 2n-forma usualmente considerada para volume de uma variedade simplética é

Ωω =
(−1)[

n+1
2 ]

n!
(ω)n,

onde
[
n+1
2

]
é o maior número inteiro resultante de n+1

2 (
[
1+1
2

]
= 1,

[
2+1
2

]
= 1,

[
3+1
2

]
= 2,

[
4+1
2

]
= 2, ...).

Por ser uma forma bilinear não-degenerada definida sobre o espaço vetorial Tm(M), ω(m)
induz um isomorfismo, dito natural, entre Tm(M) e T ∗

m(M), como apontado na página 66.
R. E. M. S. (veja ao pé da pág. 31): seja

∧
ω (m) : TmM −→ T ∗

mM

a aplicação definida por

∧
ω (m) : vm 7−→ θm , θm(um) := ω(m)(vm, um) , ∀um ∈ Tm(M).
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∧
ω (m) é o isomorfismo natural ĝ1 da página 66.

Em coordenadas x,
∧
ω (m) é representada pela aplicação

∧
ω (x) : vx 7−→ θx,

θxj =
2n∑

i=1

vixωij(x) , j = 1, 2, ..., 2n.

∧
ω (m) possui as seguintes propriedades:

i)
∧
ω (m) é linear, pois ω(m) é bilinear;

ii)
∧
ω (m) possui inversa, pois em vista de det [ωij(x)] 6= 0, o sistema de equações algébricas

θxj =
2n∑

i=1
vixωij(x), j = 1, 2, ..., 2n admite solução vx única para cada θx;

iii)
∧
ω (m) é sobrejetora para TmM e T ∗M de dimensões finitas.

Conseqüentemente, a propriedade 2) de ω pode ser substitúıda, equivalentemente, por

2)
∧
ω (m) induzida por ω(m) é um isomorfismo entre TmM e T ∗

mM , ∀m ∈M .

As propriedades 1) e 2) de ω correspondem, respectivamente, às propriedades 1′) e 2′) do
campo tensorial métrico, g, de uma variedade Riemanniana, (Mn, g) (Veja Três Senhoras [1,
cap. V.A.1]):

1′) gij(x) = +gji(x) , gij(x) diferenciável
2′) det [gij(x)] 6= 0

}

∀x ∈ ϕ(U).

Diferentemente de 2), a propriedade 2′) não implica que a dimensão da variedade Rieman-
niana seja necessariamente par. A dimensão de (Mn, g) pode ser qualquer, par ou ı́mpar.

Em comparação a g, que não é uma 2-forma e que não pode, portanto, ser alvo da derivada
exterior, ω possui uma propriedade definitória adicional, dω = 0. Que importância terá esta
propriedade? Veja a seguir.

– Teorema de Gaston Darboux
Referências: Abraham-Marsden [2, cap. 3.2]; Três Senhoras [1, problema IV.6]; V. Arnold

[15, cap. 8.43]
Seja ω uma 2-forma não-degenerada sobre M2n. Então ω é fechada, dω = 0, se, e somente

se, para cada elemento m0 ∈ U existe uma carta (U,ϕ), m0 ∈ M com coordenadas ϕ(m) =
zDarb ≡ (z1

Darb
...z2n

Darb
) ≡ (x1...xn, y1...yn), m ∈ U tais que

a) ϕ(m0) = (0, ..., 0) ∈ IR2n;
b) a representação ω(zDarb) de ω(m) é constante em ϕ(U) e assume a forma padrão, dada

em termos das componentes ωij de ω, pela matriz

ω(zDarb) =

(
0 −I
I 0

)

,

onde I é a matriz identidade de dimensão n× n.

Exerćıcio 76:
a) Mostre que a forma padrão também é representável por

ω(zDarb) =
n∑

i=1

dyi ∧ dxi.
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b) Conclua que o volume Ωω de uma variedade simplética é representado nas coordenadas
zDarb pelo volume padrão do IRn (pág. 84),

Ωω(zDarb) = dx1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dyn.

Uma variedade simplética (M2n, ω) possui, pois, na vizinhança de cada elemento um sistema
de coordenadas – na realidade, infinitos sistemas de coordenadas – no qual ω assume a forma
padrão.

Tais coordenadas são denominadas coordenadas de Darboux ou coordenadas simpléticas.
As variedades simpléticas correspondem na geometria Riemanniana aos espaços planos, os

quais admitem, em torno de cada ponto do espaço, sistemas de coordenadas nas quais as com-
ponentes do campo tensorial métrico formam uma matriz diagonal constante. No espaço de
Minkowski, p. ex., a matriz pode assumir a forma

[gij(x)] =







1
1

0

0
1
−1







, ∀x ∈ ϕ(U).

Em contextos envolvendo variedades simpléticas – na formulação Hamiltoniana tradicional
da Mecânica Clássica, p. ex. – considera-se muitas vezes a forma padrão de ω como cânone,
passando esta a ser chamada de forma canônica. Conseqüentemente, as coordenadas de Darboux
também passam a ser chamadas de coordenadas canônicas.

Transformações canônicas, no sentido mais amplo do termo, são aplicações que deixam
invariante um cânone.

No caso de uma variedade simplética (M,ω), quando o cânone é a forma padrão, ωcan =
ω(zDarb), transformações canônicas são mudanças de cartas, entendidas como aplicações f :
IR2n −→ IR2n, que deixam invariante ωcan,

f∗ωcan = ωcan.

f é uma simetria de ωcan.

Quando (M,ωM ) e (N,ωN ) são duas variedades simpléticas, encontra-se também sob o
nome de transformação canônica (Abraham-Marsden [2, Def. 3.2.5], p. ex.) a transformação
simplética ou simplectomorfismo definido pela aplicação

f :M −→ N , f∗ωN = ωM .

Para uma variedade simplética qualquer, passar de coordenadas x quaisquer para coorde-
nadas de Darboux é sempre pośıvel, em prinćıpio. Mas pode ser muito dif́ıcil, praticamente
imposśıvel, encontrar a lei de transformação; ou não ser desejável, quando, por ex., as coordena-
das x possuem significado f́ısico de interesse, ou quando a forma padrão de ω não é considerada
cânone, como, por ex., no formalismo Hamiltoniano-simplético da Mecânica Lagrangiana.

– Exemplo clássico de variedade simplética
Considere um fibrado cotangente qualquer, M2n = T ∗Qn.
Sobre M existe uma 1-forma natural θ0, baseada na estrutura de fibrado de M e chamada

de 1-forma canônica de T ∗Q. θ0 é definida intrinsecamente, independente de carta, do seguinte
modo:
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Considere os fibrados T ∗Q, TQ e T (T ∗Q), com as respectivas projeções canônicas, πQ, τQ e
τT ∗Q (págs. 59 e 69), e a aplicação prolongamento ou tangente (pág. 60) de πQ, TπQ

, tal que os
seguintes diagramas comutam,

T (T ∗Q)
TπQ
−−−→ TQ

τT∗Q



y



yτQ

M = T ∗Q −−−→
πQ

Q

Vm
TπQ
−−−→ vq

τT∗Q



y



yτQ

m −−−→
πQ

q

m ∈ T ∗
qQ

vq ∈ TqQ
Vm ∈ TmM(= Tm(T ∗Q))

Seja Θm ∈ T
∗
mM(= T ∗

m(T ∗Q)) tal que

< Θm, Vm > := < τT ∗QVm, TπQ
Vm >

= < m, vq > , ∀Vm ∈ TmM.

A 1-forma canônica θ0, também chamada de forma de Liouville (pág. 71), é a aplicação

θ0 :M −→ T ∗M , θ0 : m 7−→ Θm.

Conseqüentemente, existe também sobre T ∗M uma 2-forma natural ω0, dada por

ω0 := dθ0

e denominada 2-forma canônica de T ∗Q, ou, em vista da conclusão após o próximo exerćıcio,
forma simplética natural de T ∗Q.

Em coordenadas naturais (q, p) quaisquer de M = T ∗Q – é usado o mesmo śımbolo, q, para
as coordenadas de q ∈ Q – os elementos Vm, m e vq são representados, respectivamente, por

n∑

i=1

(vi
∂

∂qi
+ Fi

∂

∂pi
) ,

n∑

i=1

pidq
i ,

n∑

i=1

vi
∂

∂qi
,

e um vetor cotangente Θm ∈ T
∗M qualquer, por

n∑

j=1

ajdq
j + bjdpj .

Exerćıcio 77:
a) Mostre que as componentes de Θm nas coordenadas (q, p) são

aj = pj , bj = 0 , j = 1, ..., n

e, portanto, que θ0 e ω0 são dadas, respectivamente, por

θ0(q, p) =

n∑

j=1

pjdq
j , ω0(q, p) =

n∑

j=1

dpj ∧ dq
j.

b) Conclua que ω0 é não-degenerada no domı́nio da carta de coordenadas (q, p) e, por con-
seguinte, em todo T ∗Q.
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Conclusão: como ω0 é uma 2-forma não degenerada e exata, e, portanto, fechada (ω0 :=
dθ0 ⇒ dω0 = d2θ0 = 0), ω0 é uma forma simplética.

Note que as coordenadas naturais de T ∗Q resultam ser coordenadas de Darboux em relação
a ω0. Harmonizando com a denominação de θ0 e ω0, elas são também chamadas de coordenadas
canônicas de T ∗Q.

Todo fibrado T ∗Q é orientável, pois admite forma simplética (ω0, por ex.) e, conseqüente-
mente, volume.

(T ∗Qn, ω0) desempenha papel fundamental na formulação Hamiltoniana usual da Mecânica
Clássica no contexto geométrico.

Para a obtenção das equações de Hamilton e a demonstração do teorema de Liouville, p. ex.,
referentes a sistemas Hamiltonianos sobre (T ∗Q,ω0), veja os Exerćıcios 83 e 91.

– Forma simplética sobre TQ ?
TQ, diferentemente de T ∗Q, não é dotado de forma simplética natural.
Dada, porém, uma função real

L : TQ −→ IR1 , L = L(q, vq) ∈ F(TQ)

qualquer, é posśıvel destacar sobre TQ uma 2-forma ωL, chamada 2–forma de Lagrange. ωL será
forma simplética se L satisfizer certas condições de regularidade, apresentadas mais adiante.

ωL pode ser obtida de duas maneiras diferentes:

• com o aux́ılio da chamada derivada sobre fibra (fiber derivative) de L, também denominada
transformação de Legendre de L.

Referências: Abraham-Marsden [2, cap. 3.5]; Três Senhoras [1, problema III.1];

• com o aux́ılio de uma estrutura natural de TQ, dada por um campo tensorial misto de
posto 2 (q = 1, p = 1) denominada estrutura quase tangente (almost tangent structure).

Referências:
a) “Tangent bundle geometry for Lagrangian dynamics”, de M. Crampin [19];
b) “Defining Euler-Lagrange Fields in terms of almost tangent structures”, de M. Crampin

[20];
c) “Presymplectic Lagrangian systems I, II”, de M. J. Gotay e J.M. Nester [21], [22];
d) “Invariant derivation of the Euler-Lagrange equation”, de J. M. Nester [23].

Vejamos o método da transformação de Legendre de maneira intŕınseca.
Considere a restrição de L : TQ −→ IR1 à fibra E ≡ TqQ sobre q ∈ Q, isto é, a aplicação

Lq : E −→ IR1 , Lq : v 7−→ Lq(vq) := L(q, vq),

onde q é fixo. Recorde que o diferencial de Lq em vq ∈ E é uma aplicação linear

(Lq)
′
vq

: TvqE −→ TLq(vq)IR
1

(veja o conceito de diferencial após o Exerćıcio 41).
Note que E e IR1 são espaços vetoriais. Isso significa que existe, como ocorre para qualquer

espaço vetorial, um isomorfismo natural entre cada um deles e os respectivos espaços tangentes,
TvqE e TLq(vq)IR

1, ∀vq ∈ E.
O isomorfismo entre E e TvqE surge do seguinte modo: dados, por exemplo, vq, uq ∈ E, ao

vetor uq corresponde em TvqE o vetor tangente formado pela classe de equivalência de curvas
tangentes

[C(t) = vq + tuq, C(0) = vq] ∈ TvqE ,
dC(t)

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

= uq
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(vide versão 2 de vetor tangente, pág. 54), chamado ascensão vertical (vertical lift) de uq em vq.
Esta correspondência é linear e bijetora e, portanto, isomórfica. Dela resulta a projeção

τvq : TvqE −→ E que associa a cada Uvq ∈ TvqE o vetor uq ∈ E cuja ascensão em vq é Uvq .
Do mesmo modo são concebidos o isomorfismo natural entre IR1 e TL(vq)IR

1, a ascensão

vertical dos vetores tangentes a IR1 e a projeção análoga a τvq .
Isso significa que o diferencial de Lq em vq também define – com o aux́ılio das projeções –

uma aplicação linear
DLq(vq) : E −→ IR1,

a qual é um elemento do espaço vetorial dual E∗, ou seja, um vetor cotangente θq ∈ T
∗
qQ.

A transformação de Legendre ou derivada sobre fibra é a aplicação

FL : TQ −→ T ∗Q , FL : (q, vq) 7−→ (q, θq := DLq(vq)).

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

.

..

..

.

..

..

..
..
.
..
..
.
..
.
..
..
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
........
........
.........
..........
...........
.............

......................
.........................................................................................................................................................

....
.....
....
.....
....
.....
.....
....
.....
......
.....
......
.....
.......
......
.......
........
..........
............
...............................................................................................................................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

..

.

..
..
.
..
..
..
..
.
..
.
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
..
...
...
...

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

..

..

..

..
..
..
.
..
.
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
...
...
..
.

•

...
...
...
...
....
...
....
....
....
....
....
.....
.....
.....
......
.......
.......
.........
............
.........................

........................................................................................................................................

•...
...
...
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.
.
.
.
.

TQ

Q

(q, vq)

τQ

q

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

.

..

..

.

..

..

..
..
.
..
..
.
..
.
..
..
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
........
........
.........
..........
...........
.............

......................
.........................................................................................................................................................

....
.....
....
.....
....
.....
.....
....
.....
......
.....
......
.....
.......
......
.......
........
..........
............
...............................................................................................................................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

.

..

.

..

..

.

..

..

..
..
.
..
.
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
..
...
...
...

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

..

..

..

..
..
..
.
..
.
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
...
...
..
.

•

...
...
...
...
....
...
....
....
....
....
....
.....
.....
.....
......
.......
.......
.........
............
.........................

........................................................................................................................................

•...
...
...
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.
.
.
.
.

(q, θq)

Q

T ∗Q

q

πQ

...
..
...
..
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
....
...
....
...
....
....
...
.....
....
....
.....
.....
.....
......
......
.......
........
..........
.............

........................................................................................................................................................................................................

...
..
...
..
...
..
...
...
..
...
...
...
...
...
...
...
....
...
....
...
....
....
....
....
....
.....
.....
.....
.....
......
......
........
........
..........
................

..................................................................................................................................................................................................

........

..
..
..
..

id

........

..
..
..
..

FL

q 7−→ q

vq 7−→ θq = DLq(vq)

A 2-forma de Lagrange é a imagem rećıproca de ω0 perante FL,

ωL := FL∗ω0,

ou, equivalentemente,
ωL := dθL , θL := FL∗θ0,

onde θ0 e ω0 são as formas canônicas de T ∗Q (pág. 104).
Sejam (q, v) e (q, p) as coordenadas naturais induzidas pelo sistema de coordenadas q de Q

sobre TQ e T ∗Q, respectivamente – é usado o mesmo śımbolo, q, para denotar um elemento
q ∈ Q e suas coordenadas.

O diferencial DLq(vq) é representado nas coordenadas (q, v) pela matriz dos elementos
∂Lq(v)
∂vi

≡
(
∂L(q,v)
∂vi

)

q
, i = 1, 2, ..., n (veja após Exerćıcio 41).

Exerćıcio 78:
Mostre que

(
∂L
∂vi

)

q
≡ ∂L

∂vi
, i = 1, 2, ..., n se transformam perante mudanças de coordenadas

naturais de TQ como componentes de um vetor cotangente a q ∈ Q. (É fácil e não requer
consulta ao problema III.1 das Três Senhoras [1]. Uma olhada no problema é, porém, valiosa.
Confira.)

A transformação de Legendre, por sua vez, é representada nas coordenadas (q, v) e (q, p) por

FL : (q, v) 7−→ (q, p) , pi =
∂L(q, v)

∂vi
, i = 1, 2, ..., n.

Exerćıcio 79:
Mostre que θL e ωL são representadas nas coordenadas (q, v) por
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a) θL(q, v) =
n∑

j=1

∂L(q,v)
∂vj

dqj ;

b) ωL(q, v) =
n∑

i,j=1

(
∂
∂vi

( ∂L
∂vj

)dvi ∧ dqj + ∂
∂qi

( ∂L
∂vj

)dqi ∧ dqj
)

.

Questão: ωL é forma simplética? Isso depende de L:
Diz-se que L é hiper-regular (veja Abraham-Marsden [2, Def. 3.6.1]) quando FL é um

difeomorfismo (global). Neste caso, J ≡ det
[

∂
∂vi

( ∂L
∂vj

)
]
, J 6= 0 sobre todo TQ.

Diz-se que L é regular, não singular ou não degenerado se J 6= 0 sobre todo TQ.
Todo L hiper-regular é regular, mas L regular não é necessariamente hiper-regular, pois se

J 6= 0 em todo TQ, o teorema da função inversa (veja Três Senhoras [1, cap.II.C.4]) garante
somente que para cada vq ∈ TQ existe uma vizinhança U(vq), não necessariamente igual a TQ,
tal que FL é difeomórfica sobre U(vq).

Ex :
Sobre TIR2, com coordenadas (x, y, vx, vy), as funções

L1 =
v2x
2

+
v2y

2
, L2 = evx sin(vy)

são, ambas, regulares, mas só L1 é hiper-regular, pois FL2 não é globalmente injetora. Vale a
pena conferir. ✷

Simpleticidade da forma de Lagrange: ωL ∈ Λ2(TQ) é forma simplética quando L é regular,
não necessariamente hiper-regular.

O par (TQ, ωL) desempenha papel fundamental na formulação Lagrangiana da Mecânica
Clássica, do ponto de vista geométrico. TQ é identificado com o espaço de fase de velocidades
(velocity phase space), e L é o Lagrangiano.

Para a obtenção das equações de Euler-Lagrange sobre TQ, p. ex., usando ωL e FL, veja o
Exerćıcio 84.

Quanto à definição de ωL e à formulação Lagrangiana com o aux́ılio da estrutura quase-
tangente de TQ, veja, por ex., os artigos referidos na pág. 105.

Trata-se de uma formulação conceitualmente mais apropriada e atraente do que a baseada
em FL, não só porque valoriza uma estrutura natural de TQ e não faz referência alguma a T ∗Q

e a ω0, mas também porque apresenta diversas vantagens sobre a outra, além de conduzir de
modo natural a generalizações do formalismo Lagrangiano.

Não é apresentada aqui, mesmo resumidamente, porque a matéria merece destaque devido
e isso estenderia demais este assunto em comparação a outros.

– Outro exemplo de variedade simplética
A esfera S2 com uma 2-forma volume Ω ≡ ω qualquer constitui uma variedade simplética.
É interessante saber que neste exemplo ω não é exata, conforme já foi referido no exemplo

anterior ao Exerćıcio 75.
Como Λ2(S2) é um módulo unidimensional, todas as formas simpléticas pertencem a uma

das duas classes de equivalência, [Ω] ou [−Ω], e nenhuma delas é exata.
Conseqüentemente, S2 não pode ser encarada (globalmente) como fibrado cotangente de

alguma variedade unidimensional.

Exerćıcio 80:
Considere ω|U = Ω|U = sin θdθ ∧ dφ, 0 < θ < π, 0 < φ < 2π.
Obtenha uma lei de transformação das coordenadas (θ, φ) para coordenadas de Darboux (x, y).

(Existem infinitos sistemas de coordenadas de Darboux.)
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4.4 Produto interior

– Referências:
a) Três Senhoras [1, cap. IV.A.4 e fim do cap. VII.A.1];
b) Abraham-Marsden [2, definição 2.4.12 e Teorema 2.4.13];
c) C. von Westenholz [4, cap. 7.2.5];
d) Curtis-Miller [12, Definição 9.39];
e) W. Thirring [11, Definição 2.4.33].

– Produto interior de uma p-forma e um campo vetorial
Encontram-se na literatura duas definições de produto interior de uma p-forma e um campo

vetorial diferenciável.

Definição impĺıcita

Seja v ∈ X (Mn) um campo vetorial diferenciável qualquer.
P.iv − 0) Produto interior (interior or inner product) iv é uma aplicação

iv : Λp(Mn) −→ Λp−1(Mn)

que satisfaz as seguintes propriedades:
P.iv − 1) iv é linear,

iv(αω + βθ) = αivω + βivθ , ω, θ ∈ Λp(M) , α, β ∈ IR1;

P.iv − 2) iv obedece à regra antiLeibniz,

iv(ω ∧ θ) = (ivω) ∧ θ + (−1)p ω ∧ (ivθ) , ω ∈ Λp(M), θ ∈ Λq(M);

P.iv − 3) Se f é 0-forma,
ivf = 0;

P.iv − 4) Se θ = dx
j
α,

ivdx
j
α = vjα;

P.iv − 5) iv é local;
iv|U ω|U = (ivω)|U .

Teorema: Existe um operador iv definido univocamente pelas propriedades acima.

Definição expĺıcita

O produto interior de ω(m) ∈ Λp(M) e v(m) ∈ X (M) é o campo tensorial (ivω)(m) definido
por

(ivω)(m)(v2...vp) := ω(m)(v (m) , v2...vp) , ∀v2, ..., vp ∈ TmM
n,
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para p-formas de ordem p ≥ 1, e por
ivf := 0,

para 0-formas f .
Notação: encontra-se também na literatura o produto interior simbolizado por i(v)ω e por

v |ω.
As componentes de ivω são representadas na carta α por

(ivω)j2...jp =
n∑

k=1

vk(xα)ωk,j2...jp(xα).

Trata-se de um exemplo particular de produto contráıdo de tensores, apresentado na pág.
76.

Exerćıcio 81:
a) Se ω ∈ Λp(M), p ≥ 1, convença-se de que ivω ∈ Λp−1(M).
b) Para dois campos vetoriais v e u quaisquer, conclua que (iviuω)(· · ·) = ω(u, v, · · ·).
c) Demonstre as seguintes propriedades:
i) iviu = −iuiv; ii) i2v ≡ iviv = 0;
iii) iv+u = iv + iu; iv) ivdf = v(f);
v) ifv = fiv, f ∈ Λ0(M).

Exerćıcio 82:
a) Usando P.iv − 2), 3) e a observação referente a fω na pág. 89, onde f ∈ F(M), mostre

que ivfω = fivω. Conseqüentemente, P.iv − 1) vale também quando α, β ∈ F(M), certo?
b) Para θ ∈ Λ1(Mn), resulta da definição expĺıcita de iv que

ivθ = θ(v) ≡< θ, v >=
n∑

i,j=1
< θj(xα)dx

j
α, v

i(xα)
∂

∂xi
α
>

=
n∑

j=1
θj(xα)v

j(xα) = · · · =
n∑

k=1

θk(xβ)v
k(xβ), certo?

Mostre que ivθ =< θ, v >, usando P.iv − 1), 2), 3) e 4).

c) Dados ω =
n∑

i,j=1

1
2! ωij(x)dx

i ∧ dxj e v =
n∑

k=1

vk(x) ∂
∂xk , mostre que θ ≡ ivω é representada

por θ =
n∑

i,j=1
vi(x)ωij(x)dx

j , usando P.iv − 1), ..., 4).

d) Dados ω =
n∑

i,j,k=1

ωijk(x)dx
i⊗dxj⊗dxk =

n∑

i,j,k=1

1
3!ωijk(x)dx

i∧dxj∧dxk e v =
n∑

l=1

vl(x) ∂
∂xl ,

mostre que ivω é representado por ivω =
n∑

i,j,k=1

vi(x)ωijk(x)dx
j ⊗ dxk, usando P.iv − 1), ..., 4).

Exerćıcio 83:
A formulação Hamiltoniana empregada usualmente na Mecânica Clássica baseia-se, como

já foi dito em diferentes partes do texto, na variedade simplética (T ∗Qn, ω0), onde T
∗Qn é o

fibrado cotangente do espaço de configuração e ω0 é a forma simplética natural de T ∗Qn (págs.

69, 94, 104), dada em coordenadas naturais (q, p) ≡ (q1, ..., qn, p1, ..., pn) por ω0 =
n∑

i=1
dpi ∧ dq

i.

Seja H ∈ F(T ∗Qn) o Hamiltoniano de um sistema dinâmico autônomo.
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Considere o campo vetorial vH associado a H através da equação

ivHω0 = −dH.

vH existe e é único sobre todo T ∗Qn, em vista da não-degenerecência de ω0 (propriedade 2
da forma simplética, pág. 101). vH é denominado campo vetorial Hamiltoniano; e as equações
diferenciais correspondentes às curvas integrais de vH (pág. 62), equações Hamiltonianas.

a) Obtenha as componentes ai e bi de vH , representado genericamente por

vH =

n∑

i=1

(

ai
∂

∂qi
+ bi

∂

∂pi

)

,

e constate que as equaçõs Hamiltonianas são as conhecidas equações de Hamilton,

q̇i ≡
dqi

i

dt
=
∂H(q, p)

∂pi
, ṗi ≡

dpi

dt
= −

∂H(q, p)

∂qi
, i = 1, ..., n.

Quando as equações Hamiltonianas têm a forma (aparência) das equações de Hamilton,
diz-se que elas estão na forma canônica.

Note que as coordenadas naturais de T ∗Q são coordenadas de Darboux (pág. 103) de
(T ∗Q,ω0). Coordenadas de Darboux não são, porém, necessariamente coordenadas naturais.

b) Mostre que as equações Hamiltonianas possuem a forma canônica em coordenadas de
Darboux.

Conseqüentemente, as equações Hamiltonianas preservam a sua forma canônica perante as
transformações canônicas de coordenadas definidas na pág. 103, certo?

c) Mostre, porém, que (q, p) ←→ (q̄, p̄), q̄ = 2q, p̄ = 2p preserva a forma das equações de
Hamilton ( ˙̄q = ∂K

∂p̄
, ˙̄p = −∂K

∂q̄
), com K(q̄, p̄) = 2H(q(q̄, p̄), p(q̄, p̄)), mas não é transformação

canônicas – note que K 6= H.

Exerćıcio 84:
A formulação Lagrangiana na Mecânica Clássica baseia-se no fibrado tangente TQn do

espaço de configuração Qn. É fundamental o uso de coordenadas naturais de TQn, (q, v) ≡
(q1, ..., qn, v1, ..., vn).

Seja L ∈ F(TQn) o Lagrangiano de um sistema dinâmico autônomo.
Com L obtêm-se a 2-forma de Lagrange ωL e a função energia EL, definida por

EL := AL − L,

onde AL é a ação, definida, por sua vez, por

AL :=< FL(vq), vq > .

(FL e ωL foram apresentadas na seção “Forma simplética sobre TQn? ”, pág. 105.)
ωL e EL são dadas em coordenadas naturais por

ωL(q, v) =
n∑

i,j=1

(
∂
∂vi

( ∂L
∂vj

)(q, v)dvi ∧ dqj + ∂
∂qi

( ∂L
∂vj

)(q, v)dqi ∧ dqj
)

,

EL(q, v) =
n∑

i=1

(
vi ∂L

∂vi

)
− L(q, v).
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Considere um campo vetorial vL tal que

ivLωL = −dEL.

vL é denominado campo vetorial Lagrangiano.
a) Mostre que as componentes ai e bi de vL, representado genericamente por

vL =
n∑

i=1

(

ai ∂
∂qi

+ bi ∂
∂vi

)

, satisfazem as equações

n∑

j=1

∂
∂vj

( ∂L
∂vi

)(aj − vj) = 0

n∑

j=1

(
∂

∂vj
( ∂L
∂vi

)bj + ∂
∂qj

( ∂L
∂vi

)aj − ∂
∂qi

( ∂L
∂vj

)aj + ∂
∂qi

( ∂L
∂vj

)vj
)

− ∂L
∂qi

= 0
, i = 1, 2, ..., n.

b) Para L regular (pág. 107), mostre, a partir das equações acima, que as curvas integrais
de vL satisfazem as equações de Euler-Lagrange (sobre TQn, e não Qn)

dqi

dt
= vi ,

d

dt

( ∂L

∂vi

)

−
∂L

∂qi
= 0 , i = 1, 2, ..., n.

As equações de Euler-Lagrange são invariantes (na aparência) perante mudanças de coor-
denadas naturais de TQn, pois ωL e EL o são. Confere? (Veja Três Senhoras [1, problema
III.1].)

Não é interessante passar para coordenadas de Darboux.
c) Por que não? (Dica: veja pág. 103 )

4.5 Relações envolvendo os operadores d, iv e Lv

– Referências: Três Senhoras [1, cap. IV.A.4]; Abraham-Marsden [2, Tabela 2.4-1 e cap. 2.4];
C. Godbillon [24, cap. IV].

– Introdução
Existem relações entre os operadores d, iv e Lv que, juntamente com as propriedades destes,

são de grande utilidade prática no Cálculo Exterior.
d e iv atuam somente sobre p-formas, ao passo que Lv atua sobre campos tensoriais de

qualquer tipo

(
q

p

)

(pág. 79).

No que segue, salvo indicação em contrário, subentende-se Lv atuando sobre p-formas. O
caso especial em que Lv age sobre um campo vetorial (tangente) u qualquer é representado pelo
parêntese de Lie, [v, u], pois, conforme Exerćıcio 57,

Lvu = [v, u].

Para demonstrar as relações em questão, que são listadas mais adiante, é necessário conhecer
algumas propriedades adicionais dos operadores em questão, o que é feito a seguir.
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– Derivação e antiderivação
Seja T um operador linear sobre Λ (M) ,

T (αω + βθ) = αTω + βTθ , α, β ∈ IR1.

Definições:

• T é de grau (degree) r sobre Λ(M) se

T : Λp(M) −→ Λp+r(M) , ∀p;

• T é uma derivação sobre Λ(M) se o seu grau é par e se obedece à regra de Leibniz,

T (ω ∧ θ) = (Tω) ∧ θ + ω ∧ (Tθ);

• T é uma antiderivação sobre Λ(M) se o seu grau é ı́mpar e se obedece à regra antiLeibniz,

T (ω ∧ θ) = (Tω) ∧ θ + (−1)pω ∧ (Tθ) , ω ∈ Λp(M);

• T é um operador local se a restrição de Tω a qualquer aberto U ⊂M depende somente da
restrição de ω a U ; (Tω)|U = T (ω|U ).

Proposição 1
Para i = 1, 2, sejam Di derivações de grau ri , e Ai, antiderivações de grau si.
a) O comutador [D1,D2] ≡ D1D2 −D2D1 é uma derivação de grau r1 + r2.
b) O anticomutador {A1, A2} ≡ A1A2 +A2A1 é uma derivação de grau s1 + s2.
c) O comutador [Di, Ai] ≡ DiAi −AiDi é uma antiderivação de grau ri + si.
Dem. (Proposição 1-b):
Seja D ≡ A1A2 +A2A1.
D é uma aplicação D : Λp(M) −→ Λp+s1+s2(M) linear para cada p.
Para ω ∈ Λp(M), θ ∈ Λq(M), p e q quaisquer, valem:
A1A2(ω ∧ θ) = A1 (A2ω ∧ θ) + (−1)pω ∧A2θ) ;

= A1A2ω ∧ θ + (−1)p+s2A2ω ∧A1θ + (−1)pA1ω ∧A2θ+
(−1)p(−1)pω ∧A1A2θ;

A2A1(ω ∧ θ) = A2A1ω ∧ θ + (−1)p+s1A1ω ∧A2θ + (−1)pA2ω ∧A1θ+
(−1)p(−1)pω ∧A2A1θ.

Conclua que D(ω ∧ θ) = (Dω) ∧ θ + ω ∧ (Dθ).
Proposição 2
Duas derivações [antiderivações], T1 e T2, são iguais se dão o mesmo resultado quando atuam

sobre 0-formas e 1-formas.
Dem.
Para ω = fθ1 ∧ θ2 ∈ Λ2(M), f ∈ Λ0(M) e θj ∈ Λ1(M), j = 1, 2, por ex., vale
Tiω = (Tif) ∧ θ1 ∧ θ2 + f ∧ (Tiθ1) ∧ θ2 ± fθ1 ∧ (Tiθ2) , i = 1, 2.
Se T1f = T2f , T1θj = T2θj resulta, conseqüentemente, T1ω = T2ω, ...⇒ T1 = T2.
Proposição 3
Se T é uma derivação [antiderivação] local que comuta com d, então T é univocamente

determinada por sua ação sobre 0-formas.
Dem.
T (gdf) = Tg ∧ df + gT (df) = Tg ∧ df + gd(Tf), ...
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– Exemplos notáveis de derivação e antiderivação
d e iv são antiderivações de grau +1 e −1, respectivamente. Confira nas definições de d e iv

(págs. 95 e 108, respectivamente).
Lv é derivação de grau 0, pois associa a cada campo tensorial um campo tensorial do mesmo

tipo (págs. 79 e 81), é linear, conforme propriedade 2 da página 80, e, devido à propriedade 3
na mesma página e à definição do produto ∧ em termos do produto ⊗ (pág. 88), satisfaz a regra
de Leibniz,

Lv(ω ∧ θ) = (Lvω) ∧ θ + ω ∧ (Lvθ).

Com esta propriedade e as propriedades a) e c) da página 80, obtém-se para Lvω, em
coordenadas x,

Lv(
1
p!

n∑

(i)=1

ωi1...ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip)

= 1
p!

n∑

k,(i)=1

[

vk
∂ωi1...ip

∂xk + ωki2...
∂vk

∂xi1
+ ωi1k...

∂vk

∂xi2
+ · · ·+ ωi1i2...k

∂vk

∂xip

]

dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

= 1
p!

n∑

k,(i)=1

(

vk
∂ωi1...ip

∂xk + pωki2...ip
∂vk

∂xi1

)

dxi1 ∧ · · · ∧ dxip .

Atenção: a segunda igualdade, elaborada a partir da primeira, é mais simples, mas os elemen-

tos
n∑

k=1

(

vk
∂ωi1...ip

∂xk + pωki2...ip
∂vk

∂xi1

)

não são, porém, as componentes tensoriais anti-simétricas

de Lvω. As componentes corretas, referidas à base dxi1 ⊗ · · · ⊗ dxip e anti-simétricas, são dadas
na primeira igualdade, por

(Lvω)i1,i2,...,ip =
n∑

k,=1

[

vk
∂ωi1...ip

∂xk
+ ωki2...

∂vk

∂xi1
+ ωi1k...

∂vk

∂xi2
+ · · ·+ ωi1i2...k

∂vk

∂xip

]

.

Exerćıcio 85:
Corrobore as duas expressões dadas para Lvω acima para os casos particulares de 0-formas,

1-formas e 2-formas.

Os operadores d, iv e Lv são locais.
Considere Avu ≡ Lviu − iuLv.
Avu é uma antiderivação local de grau −1, conforme Proposição 1.

Exerćıcio 86:
Dadas f ∈ Λ0(Mn) e θ ∈ Λ1(Mn), mostre que:
a) Avuf = 0 = i[v,u]f ;

b) Avuθ = Avu(
n∑

i=1
θidx

i) =
n∑

i,k=1

θi(v
k ∂ui

∂xk − u
k ∂vi

∂xk );

c) Avuθ = i[v,u]θ.
d) Conclua que Avuω = i[v,u]ω para qualquer p-forma ω. (Veja a Proposição 2.)

Considere Dv ≡ ivd+ div .
Dv é uma derivação local de grau 0, certo?
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Exerćıcio 87:
Dadas f ∈ Λ0(Mn) e θ ∈ Λ1(Mn), mostre que:
a) Dvf = Lvf ;

b) Dvθ = Dv(
n∑

i=1
θidx

i) =
n∑

i,k=1

(vk ∂θi
∂xk + θk

∂vk

∂xi )dx
i = Lvθ;

c) Conclua que a relação ivd + div = Lv se mantém ao atuarem ambos os lados sobre uma
p-forma qualquer.

Considere Av ≡ Lvd− dLv.
Av é antiderivação local de grau +1.

Exerćıcio 88:
Dadas f ∈ Λ0(Mn) e θ ∈ Λ1(Mn), mostre que:
a) Lvdf = dLvf ⇒ Avf = 0;

b) Lvdθ = Lv(d
n∑

j=1
θjdx

j) =
n∑

i,j,k=1

[vk ∂
∂xk (

∂θj
∂xi ) +

∂θj
∂xk

∂vk

∂xi +
∂θk
∂xi

∂vk

∂xj ]dx
i ∧ dxj;

c) Lvdθ = dvθ ⇒ Avθ = 0. (veja o Exerćıcio 63)
d) Conclua que comutador Lvd− dLv atuando sobre qualquer p-forma se anula e, portanto,

que Lvd = dLv para qualquer p-forma, mesmo – comprove o que segue – não sendo Lvd e dLv
derivações ou antiderivações.

– Relações envolvendo d, iv, Lv etc.
Há duas relações básicas, as quais, devido à sua importância, merecem o nome de relações

de ouro:
R-1): Lv = ivd+ div ;
R-2): i[v,u] = Lviu − iuLv = [Lv, iu];
Elas já forma demonstradas nos dois Exerćıcios anteriores ao último. Para uma demonstração

alternativa de R-1), veja o Exerćıcio 89 .
As relações R-1) e R-2) são básicas na demonstração de muitas das que seguem.
R-3): Lvd = dLv , [Lv, d] = 0;
R-4): L[v,u] = LvLu − LuLu = [Lv,Lu];
R-5): Lv+u = Lv + Lu;
R-6): Lfv = fLv + df ∧ iv ;
R-7): Lviv = ivLv , [Lv, iv ] = 0;
R-8): (Lvθ)(u) = v(θ(u))− θ([v, u]), θ ∈ Λ1(Mn);

(Lvω)(u1,u2) = v(ω(u1, u2))− ω([v1, u1], u2)− ω(u1, [v, u2]);
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(Lvω)(u1...up) = v(ω(u1...up))−
p∑

i=1
ω(u1...[v, ui]...up),

onde ω ∈ Λp(Mn) e, conseqüentemente, ω(u1...up) ∈ Λ0(Mn) e v(ω(u1...up)) = Lv(ω(u1...up));
R-9): dθ(v, u) = Lv(θ(u))− Lu(θ(v))− θ([v, u]), θ ∈ Λ1(Mn);

dω(v0, v1, v2) = Lv0(ω(v1, v2)) + Lv1(ω(v2, v0)) + Lv2(ω(v0, v1))+
−ω([v0, v1], v2)− ω([v1, v2], v0)− ω([v2, v0], v1);. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

dω(v0...vp) =
p∑

i=0
(−1)ivi(ω(v0...v̂i...vp))+

+
p∑

0≤i<j<p

(−1)i+jω([vi, vj ], v0...v̂i...v̂j ...vp)),

onde ω é uma p-forma e v̂i, v̂j denotam ausência de vi, vj em ω(· · ·).
As relações que seguem valem para F :M −→ N diferenciável.
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R-10): F ∗d = dF ∗;
R-11): F ∗iv = iF ∗vF

∗, F difeomórfica;
R-12): F ∗Lv = LF ∗vF

∗, F difeomórfica;
R-13): F ∗(αω + βθ) = αF ∗ω + βF ∗θ;
R-14): F ∗(ω ∧ θ) = F ∗ω ∧ F ∗θ;

onde F ∗ω ∈ Λp(M é a imagem rećıproca de ω ∈ Λp(N) perante F (pág. 92) e F ∗v ∈ X (M)
é a imagem rećıproca de v ∈ X (N) perante F , definida como sendo a imagem de v perante a
aplicação inversa de F , que existe e é diferenciável quando a F é difeomórfica;

F ∗v := (F−1)′v , (F ∗v)(f) := v(f ◦ F−1) , ∀f ∈ F(M).

– Demonstrações
No que segue são apresentados esqueletos de demonstração das relações R-n).
R-1) e R-2):
As demonstrações já foram indicadas junto às apresentações das relações.
R-3):
Veja o Exerćıcio 88. Segue aqui, porém, uma demonstração mais simples.
Usando R-1) e d2 = 0, obtém-se

Lvd = (ivd+ div)d = ivd
2 + divd = divd = divd+ d2iv = d(ivd+ div) = dLv.

R-4):
L[v,u] e [Lv,Lu] são locais e comutam com d, em conseqüência de R-3). Para f ∈ Λ0(M),

valem L[v,u]f = [v, u](f), [Lv,Lu]f = v(u(f)) − u(v(f)) = [v, u](f). R-4) cumpre-se de acordo
com as Proposições 3 e 2.

R-5):
Lv+u = iv+ud+ div+u = (iv + iu)d+ d(iv + iu) = Lv +Lu, usando R-1), Exerćıcio 81.c).iii e

P.iv − 1).
R-6):
Lfvω = (ifvd+ difv)ω = ifvdω + difvω = fivdω + d(fivω) =

= fivdω + df ∧ ivω + fdivω = fLvω + df ∧ ivω.
R-7):
[Lv, iv ] = i[v,v] = 0, usando R-2) e o fato de que [v, v] = 0.
R-8):
Primeira relação: (Lvθ)(u) = iuLvθ = Lviuθ − i[v,u]θ = Lv(θ(u))− θ([v, u]) =

= v(θ(u))− θ([v, u]).
Segunda relação: (Lvω)(u1, u2) = iu2iu1Lvω = iu2(Lviu1 − i[v,u1])ω =

= iu2Lviu1ω − iu2i[v,u1]ω = (Lviu2 − i[v,u2])iu1ω − iu2i[v,u1]ω =
= Lviu2iu1ω − i[v,u2]iu1ω − iu2i[v,u1]ω = v(ω(u1, u2))− ω(u1, [v, u1])− ω([v, u1], u2).

Relaçõ genérica: demonstra-se por indução.
R-9):
Primeira relação: Decorre de

(Lvθ)(u) = iuLvθ = iu(ivd+div)θ = iuivdθ+(Lu−diu)ivθ = dθ(v, u)+Lu(θ(v)), pois diuivθ = 0,
para θ ∈ Λ1(M).

Relação genérica: Decorre de
(Lv0ω)(v1...vp) = ivp · · · iv1Lv0ω = ivp · · · iv1(iv0d+ div0)ω = ivp · · · iv1 iv0dω + ivp · · · iv1div0ω =
= dω(v0...vp)+ ivp · · · iv1div0ω, desdobrando ivp · · · iv1div0ω mediante o emprego iterado de R-2),
até chegar a divp · · · iv1iv0ω, que se anula para ω ∈ Λp(M).
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R-10):
i) Para f ∈ Λ0(N), chega-se a F ∗df = dF ∗f a partir de

(F ∗df)(v) = df(F ′v) =
n∑

i,k=1

∂f
∂yi

∂F i

∂xk v
k =

n∑

k=1

∂
∂xk (f ◦ F )v

k = d(f ◦ F )(v) = (dF ∗f)(v).

ii) Para ω ∈ Λp(N), tem-se, usando R-14) em ω =
n∑

i=1
ωi...dx

i∧· · · e dω =
n∑

i=1
dωi...∧dx

i∧· · ·,

F ∗dω = F ∗(
n∑

i=1
dωi... ∧ dx

i ∧ · · ·) =
n∑

i=1
(F ∗dωi... ∧ F

∗dxi ∧ · · ·) =
n∑

i=1
(dF ∗ωi... ∧ F

∗dxi ∧ · · ·) =

= d
n∑

i=1
(F ∗ωi...∧F

∗dxi∧· · ·) = dF ∗ω, pois F ∗dωi... = dF ∗ωi... e dF
∗dxi = d2F ∗xi = 0, conforme

i).
R-11):
(F ∗ivω)(u2...up) = ivω(F

′u2...F
′up) = ω(v, F ′u2....F

′up) = ω(F ′ ◦ F ∗v, F ′u2...F
′up) =

= F ∗ω(F ∗v, u2...up) = (iF ∗vF
∗ω)(u2...up).

R-12):
F ∗Lv = F ∗(ivd+ div) = F ∗ivd+ F ∗div = iF ∗vF

∗d+ · · · = iF ∗vdF
∗ + · · · =

= (iF ∗vd+ diF ∗v)F
∗ = LF ∗vF

∗, usando R-1), R-13), R-11) e R-10).
R-13), R-14):
Vide o convite após o Teorema da página 93.

Exerćıcio 89:
Demonstre R-1) com base na relação R-3), considerando esta demonstrada como no Exerćıcio

88 e não em termos de R-1) e R-2), e nas Proposições 3 e 2 – é a demonstração indicada pelas
Três Senhoras (no caṕıtulo IV.A.4).

Sugestão:

É interessante fazer um vade mecum – na última flor do Lácio, inculta e bela, escreve-se
vade-mécum –, nos moldes, p. ex., da Tabela 2.4 − 1 do Abraham-Marsden, com todas as
propriedades dos operadores d, iv , Lv e relações entre eles.

– Exemplos de aplicação das relações R-n)

Exemplo 1:
Considere um sistema dinâmico caracterizado por um campo vetorial diferenciável Γ sobre

M .
A evolução do sistema sobre M é descrita pelas curvas integrais de Γ, dadas numa carta de

coordenadas x por

x(t) = σt(x0) , x(t = 0) = x0 ,
dσt

dt
(x0) = v(σt(x0)),

As curvas integrais definem, pelo menos localmente, uma famı́lia uniparamt́rica de trans-
formações de M em M ,

σt :M −→M , σt : x0 7−→ x = σt(x0).

f ∈ F(M) é constante de movimento ou integral primeira de Γ se

ḟ ≡
df

dt
= Lvf = 0.
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(Veja o teorema e os conceitos que o antecedem, sem esquecer a referência citada, após o Exerćıcio
57.)

Dado um campo vetorial diferenciável S ∈ X (M), seja Fτ : M −→ M a famı́lia de trans-
formações uniparamétricas gerada, localmente pelo menos, por S.

Analogamente a σt, Fτ satisfaz

dFτ

dτ
(x0) = S(Fτ (x0))

nas coordenadas x.
Fτ ou S é denominada simetria dinâmica de Γ se

[S,Γ] = gΓ,

onde g é alguma função real diferenciável sobre M .
No caso particular

[S,Γ] = 0,

S é chamada de simetria dinâmica estrita ou, simplesmente, simetria estrita. Neste caso Fτ leva
curvas (paramétricas) integrais de Γ em curvas integrais de Γ, pelo menos localmente.
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Fτ

Fτ

Para At = σt(A0) e Bt = σt(B0) vale
Bt = Fτ (At) quando B0 = Fτ (A0), para
qualquer t.

Na situação [S,Γ] = gΓ, g 6= 0, Fτ leva curvas geométricas integrais de Γ sobre curvas
geométricas integrais de Γ (pelo menos localmente) sem preservar suas parametrizações.
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Fτ Fτ

Para At = σt(A0) e Bt = σt(B0) vale
Bt+△t = σt+△t(B0) = Fτ (At), △t 6= 0,
quando B0 = Fτ (A0).

Proposição 1
Se f é constante de movimento de Γ e S é uma simetria dinâmica qualquer de Γ, não

necessariamente estrita, então φ ≡ LSf é uma constante de movimento adicional de Γ.
Dem. (parcial)
Se S é simetria estrita, φ̇ ≡ dφ

dt
= LΓφ = LΓLSf = LSLΓf − L[S,Γ]f = LS ḟ − Lv=0f = 0,

usando R-4).

Exerćıcio 90:
Demonstre a Proposição 1 para o caso em que S é simetria dinâmica não estrita de Γ.
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A constante de movimento φ ≡ LSf é denominada constante de movimento relacionada a f .
φ pode ser trivial (uma constante; 0 ou c 6= 0).
Proposição 2
O parêntese de Lie S ≡ [S1, S2] de duas simetrias dinâmicas S1 e S2 de Γ é também uma

simetria dinâmica de Γ.
Dem.
Sejam [Si,Γ] = giΓ, i = 1, 2. Da identidade de Jacobi e da anti-simetria dos parênteses de

Lie (pág. 63) resulta

[S,Γ] = [S1, [S2,Γ]]− [S2, [S1,Γ]] = [S1, g2Γ]− [S2, g1Γ] =
= S1(g2)Γ + g2[S1,Γ]− S2(g1)Γ− g1[S2,Γ] =
= S1(g2)Γ + g2g1Γ− S2(g1)Γ− g1g2Γ =
= gΓ,

onde g ≡ S1(g2)− S2(g1).
As simetrias dinâmicas de Γ formam, portanto, uma subálgebra da álgebra de Lie X (M)

(pág. 63).
Questão:
Dada uma simetria dinâmica de Γ, como usar esta peça de informação sobre Γ para obter

constantes de movimento sem o conhecimento prévio de alguma f , ḟ = 0?
Aparentemente não existe solução simples para este problema, a não ser que se conheça algo

mais sobre a estrutura de Γ.
No Exemplo a seguir será abordada esta questão para sistemas dinâmicos com estrutura

simplético-Hamiltoniana. Não deixe de apreciá-lo.

Exemplo 2:
Sobre uma variedade diferenciável M2n qualquer, considere os campos tensoriais ω, H e Γ

especificados abaixo e relacionados entre si através da equação

iΓω = −dH;

• ω é uma forma simplética (pág. 101);
• H é uma função escalar diferenciável, H ∈ F(M);
• Γ é um campo vetorial diferenciável, Γ ∈ X (M).
Encontra-se esta situação, por ex., nas formulações Hamiltoniana (M2n = T ∗Qn, ω =

ω0, H = H, Γ = vH) e Lagrangiana (M2n = TQn, ω = ωL, H = EL, Γ = vL, com L

regular), apresentadas nos Exerćıcios 83 e 84, respectivamente.
Sistema simplético–Hamiltoniano ou, simplesmente, sistema Hamiltoniano é um trio (M2n, ω,H)

formado por campos ω e H do tipo acima sobre uma variedade diferenciável M2n. H é denomi-
nado Hamiltoniano.

Proposição 0
Associado ao sistema (M2n, ω,H) existe um campo vetorial Γ único, dado pela equação

iΓω = −dH.
Dem.
i) H ⇒ 1-forma dH única.
ii) ω é não–degenerada, isto é, a aplicação ω̂(m) : TmM −→ T ∗M , ω̂(m) : vm 7−→ θm ≡

ivmω(m) é um isomorfismo para cada m ∈ M (veja pág. 102). Conseqüentemente, a cada
1-forma θ(m) – a dH, no presente caso – corresponde um campo vetorial v(m) único.

iii) De i) e ii) resulta que H gera um campo Γ único sobre (M2n, ω).
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O campo Γ sobre (M2n, ω) obtido desse modo é denominado campo vetorial Hamiltoniano
associado a H.

Nesse sentido, tanto (T ∗Qn, ω0,H) como (TQn, ωL, EL) constituem sistemas Hamiltonianos,
e vH e vL são, ambos, campos vetoriais Hamiltonianos; vH , sobre (T ∗Qn, ω0), e vL, sobre
(TQn, ωL).

Proposição 1
Os campos ω, H e Γ são invariantes perante as transformações uniparamétricas σt :M −→M

geradas por Γ.
Dem.
LΓω = iΓdω + diΓω = diΓω = −ddH = 0;
Ḣ ≡ dH

dt
= LΓH = iΓdH + diΓH = iΓdH = −iΓiΓω = 0;

LΓΓ = [Γ,Γ] = 0.
ω, H e Γ são, portanto, invariantes, conforme teorema após Exerćıcio 57.
Corolário
Todas as 2k-formas

(ω)k ≡ ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω
︸ ︷︷ ︸

k fatores

, k = 1, 2, ..., n

são invariantes perante σt, isto é, LΓ(ω)
k = 0.

Exerćıcio 91:
Demonstre o Corolário. (Use a regra de Leibniz para Lv, pág. 113, e a Proposição 1 acima.)

A invariância do volume Ωω = (−1)[
n+1
2 ]

n! (ω)n (pág. 101) perante σt,

LΓΩω = 0,

é um caso particular importante do Corolário; é conhecido como teorema de Liouville.
Do Teorema de Liouville e da definição de divergente de um campo vetorial (pág. 85) resulta

divΩωΓ = 0.

Seja S um campo vetorial diferenciável.
As transformações Fτ :M −→M geradas por S deformam, em prinćıpio, os campos ω, H e

Γ. As modificações sofridas por estes não são independentes, em razão da relação iΓω = −dH.
Proposição 2
LSω, LSH e LSΓ(= [S,Γ]) obedecem à relação

i[S,Γ]ω = −dLSH − iΓLSω.

Dem.
Usando R-2), iΓω = −dH e R-3), a relação é imediata. Confira.
Um campo S ∈ X (M), ou Fτ :M −→M , tal que

LSω = 0, ou F ∗
τ ω = ω,

é denominado simetria simplética ou transformação simplética. Aparece também na literatura
sob o nome de transformação canônica (Abraham-Marsden [2, pág. 177]).

Proposição 3
Seja S uma simetria simplética. Existe, pelo menos localmente, uma função real f associada

a S através de iSω = −df . Tal f é única, a menos de uma constante aditiva.
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Dem.
LSω = 0⇒ a 1-forma iSω é fechada (pág. 98), pois diSω = LSω − iSdω = LSω = 0.
De acordo com o lema de Poincaré (pág. 100), iSω é pelo menos localmente exata. iSω é

dada por iSω = −df , onde f é uma 0-forma (o sinal (−) é uma questão de convenção).
ω não-degenerada⇒ df é única e, conseqüentemente, f também é, a menos de uma constante

aditiva, pois d(f + cte) = df .
Como iSω = −df vale, em prinćıpio, só localmente, S é denominado campo vetorial local-

mente Hamiltoniano, e f , um campo escalar, Hamiltoniano local .
f aparece na literatura sob o nome de gerador (escalar) da transformação simplética (ou

canônica) uniparamétrica Fτ :M −→M , F ∗
τ ω = ω.

Das Proposições 1 e 3 resulta demonstrada a Proposição seguinte:
Proposição 4
Um campo vetorial (global) Hamiltoniano sobre (M2n, ω) é simetria simplética de ω, mas

uma simetria simplética de ω só é, em prinćıpio, localmente Hamiltoniana
Um campo S ∈ X (M) é chamado de simetria de Noether-Cartan de um sistema Hamiltoniano

(M2n, ω,H) quando
LSω = 0 , LSH = 0.

Proposição 5
Seja S uma simetria de Noether-Cartan.
a) S é simetria dinâmica estrita de Γ; [S,Γ] = 0.
b) A função f associada a S pela Proposição 3 é constante de movimento de Γ.
Dem.
a) i[S,Γ]ω = 0⇒ [S,Γ] = 0, usando a Proposição 2 e a não-degenerecência de ω.
b) LSω = 0⇒ ∃ f com todas as caracteŕısticas dadas na Proposição 3.
LSH = 0⇒ ḟ = LΓf = iΓdf + diΓf = iΓdf = −iΓiSω = iSiΓω = −iSdH = −LSH = 0.
A função f assim encontrada é chamada de constante de movimento de Noether-Cartan.

Note que ela é obtida sem o conhecimento prévio de outra constante de movimento (veja a
questão imediatamente antes do Exemplo 2).

Como [S,Γ] = 0, conforme item a) da Proposição 5, há a possibilidade de serem obtidas
duas constantes de movimento adicionais. Uma, relacionada a H (Ḣ = 0, conforme Proposição
1), e a outra, relacionada a f (veja a Proposição 1 do Exemplo 1). Ambas, porém, são triviais
(cte = 0). Confira.

Proposição 6
Seja f uma constante de movimento de Γ. Existe uma simetria de Noether-Cartan S única

associada a f através de iSω = −df .
Dem.
A demonstração da existência e unicidade do campo S dado por iSω = −df é a mesma da

Proposição 0.
LSω = (iSd+ diS)ω = diSω = −ddf = 0.
LSH = (iSd+ diS)H = iSdH = −iSiΓω = iΓiSω = −iΓdf = −LΓf = 0.
Proposição 7
Seja S ≡ [S1, S2] o parêntese de Lie de duas simetrias de Noether-Cartan. S é também

simetria de Noether-Cartan.

Exerćıcio 92:
Demonstre a Proposição 7. (Mostre que L[S1,S2]ω = 0, L[S1,S2]H = 0.)
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As simetrias de Noether-Cartan formam uma subálgebra da álgebra de Lie X (M).
Se toda simetria de Noether-Cartan é uma simetria dinâmica estrita, conforme Proposição

5-a), nem toda simetria estrita de Γ é, porém, simetria de Noether-Cartan.
Para simetrias dinâmicas estritas, a relação

i[S,Γ]ω = −dLSH − iΓLSω,

que relaciona os efeitos de S sobre ω, H e Γ (veja Proposição 2), abriga cinco situações:

[S,Γ] = 0







LSω = 0

{
LSH = 0; (1)
LSH = cte 6= 0; (2)

LSω 6= 0







iΓLSω = 0

{
LSH = 0; (3)
LSH = cte 6= 0; (4)

iΓLSω 6= 0 , LSH 6= 0. (5)

A simetria de Noether-Cartan, que aparece em (1), é a situação mais presente na literatura e
é bem conhecida. As demais situações aparecem menos e são, provavelmente, menos conhecidas,
mas nem por isso menos interessantes.

S gera uma constante de movimento relacionada aH não trivial em (5). Nas demais situações
φ ≡ LSH, φ̇ = 0 é trivial.

Em (1) e (2), S é simetria simplética (LSω = 0), mas a função f associada a S conforme
Proposição 3) é constante de movimento só em (1).

Proposição 8
Seja LSH = cte = c em (2). A função φ dada por φ(t,m) = ct+ f(m), iSω = −df , onde t é

o parâmetro das transformações σt :M −→M geradas por Γ, é constante de movimento de Γ.
Dem.
Para φ = φ(t,m) vale φ̇ ≡ dφ

dt
= ∂φ

∂t
+LΓφ e, conseqüentemente, φ̇ = c+LΓf = c−LSH = 0,

usando a demonstração da Proposição 5-b).
Nas situações (3), (4) e (5), iSω não é fechada e não existe f tal que iSω = −df , certo?
Como obter constantes de movimento nestas situações?
Proposição 9
Seja S uma simetria dinâmica de Γ, [S,Γ] = gΓ, na qual g = g(H(m)) é uma função arbitrária

do Hamiltoniano, podendo ser constante, nula ou não. Seja ω̄ ≡ LSω. Então
a) dω̄ = 0;
b) LΓω̄ = 0;
c) Existe, pelo menos localmente, uma constante de movimento de Γ, B, dada por iΓω̄ =

−dB.

Exerćıcio 93:
a) Demonstre a Proposição 9. (Repare que ω̄ não é necessariamente não-degenerada e,

portanto, forma simplética.
b) Explicite a parcela iΓLSω ≡ iΓω̄ na relação obtida na Proposição 2 e compare-a com

iΓω̄ = −dB. Mostre então, sob as condições da Proposição 9, que B é dada pela expressão
B = LSH − ψ(H), onde ψ(H) =

∫H
g (H ′) dH ′.

Note, porém, que quando g = 0, B é igual à constante de movimento relacionada a H,
B = φ ≡ LSH, a qual já é conhecida e só não é trivial no caso (5). Mesmo quando g = g(H) 6= 0,
B é uma combinação de constantes de movimento já conhecidas, H e LSH.

Como obter constantes de movimento que já não sejam conhecidas nos casos (3), (4) e (5)?
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Proposição 10
Se S é uma simetria estrita de Γ tal que LSω 6= 0, então φ ≡ divΩωS é uma constante de

movimento de Γ.
Dem.
Segundo a definição de divergente (pág. 85), φ é dado por LSΩω = φΩω. Aplicando LΓ a

ambos os lados desta equação, obtém-se LΓLSΩω = LΓφΩω.
i) LΓLSΩω = L[Γ,S]Ωω + LSLΓΩω = 0, em vista de [Γ, S] = −[S,Γ] = 0 e do teorema de

Liouville, LΓΩω = 0.
ii) LΓφΩω = (LΓφ)Ωω + φLΓΩω = (LΓφ)Ωω.
i) e ii) ⇒ (LΓφ)Ωω = 0. Como Ωω(m) 6= 0 , ∀m ∈ T ∗Q, tem-se LΓφ = 0 ⇒ φ̇ = 0.

Exerćıcio 94: Demonstre que se S é uma simetria dinâmica [S,Γ] = gΓ tal que g é uma função
arbitrária do Hamiltoniano, g = g(H(m)), e LSω 6= 0, então φ ≡ divΩωS é uma constante de
movimento de Γ.

Mais detalhes sobre a obtenção de constantes de movimento de sistemas dinâmicos simplético-
Hamiltonianos podem ser encontrados na Dissertação de Mestrado “Simetria dinâmica e cons-
tantes de movimento sobre variedades simpléticas”, de Gilberto Corso [25].

PHIM 1

1 PHIM parece FIM, mas não é FIM.
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