
Caṕıtulo 3

TENSORES E CAMPOS TENSORIAIS

– Introdução
Tensores apóiam-se sobre variedades diferenciáveis. Em cada elemento m de uma variedade

diferenciável Mn existem infinitos tipos de tensores. Cada tipo é representado por um conjunto
de números reais, os quais dependem do sistema de coordenadas utilizado na vizinhança de m.
Mudando o sistema de coordenadas, mudam os números representativos do tensor. A mudança
dos números representativos obedece a uma lei de transformação que define o tipo de tensor.

Um campo ou função tensorial de um determinado tipo de tensor é uma aplicação que associa
a cada elemento m ∈Mn um elemento do conjunto de tensores, do tipo considerado, em m.

Neste caṕıtulo são apresentados tensores e campos tensoriais, bem como elementos e conceitos
adicionais intimamente ligados a eles.

– Referências
a) Três Senhoras [1, cap. 3];
b) Abraham-Marsden [2, cap. 1 e 2];
c) W. L. Burke [9, cap. II];
d) W. Thirring [11, cap. 2].

3.1 Escalar

– Campo escalar, função real sobre M
É um aplicação f :M −→ IR1.

– Representação de f :M −→ IR1 numa carta (Uα, ϕα)
É a aplicação composta (pág. 4) fα = f ◦ ϕ−1

α , ou seja, é a função fα : ϕα(Uα) −→ IR1 dada
por fα(xα) = f(m) em qualquer xα = ϕα(m) , m ∈ Uα.
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α

fα(xα) = f(m)

IR1

.....
...

.

.

.

.

.

.

.

.

........
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..
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– Lei de transformação escalar
Mudando a carta de α para β, com Uα∩Uβ 6= ∅, a representação fα muda para fβ = f ◦ϕ−1

β

e tem-se, para m ∈ Uα ∩ Uβ,
fβ(xβ) = fα(xα) .

Conhecida a expressão anaĺıtica de fα em ϕα(Uα∩Uβ), fβ é obtida a partir dela por fβ(xβ) =
(fα ◦ ϕα ◦ ϕ−1

β )(xβ) = fα(xα(xβ))

fβ sobre ϕβ(Uα ∩ Uβ) é a imagem rećıproca – veja a seguir – de fα perante ϕα ◦ ϕ−1
β .
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fα

fβ = fα ◦ ϕα ◦ ϕ−1
β

fβ(xβ) = fα(xα)

– Imagem rećıproca (pull-back) de uma aplicação
A imagem rećıproca da aplicação g : N −→ Q perante f : M −→ N é a aplicação f∗g :

M −→ Q definida por (f∗g)(m) := (g ◦ f)(m) = g(f(m)).
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g(f(m))

M

N

Q

f

g

f∗g = g ◦ f

Para uma aplicação composta vale (f ◦ h)∗ = h∗ ◦ f∗.
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– Representação de uma aplicação f :M r −→ N s

As dimensões das variedades M r e N s podem ser quaisquer.
Sejam (U,ϕ) e (W,ψ) cartas de M r e N s que contêm m e n = f(m), respectivamente.
A representação de f no par de cartas dado é a aplicação composta ψ ◦ f ◦ ϕ−1.
Notação: yi = yi(x1, ..., xr) , i = 1, ..., s, onde x = ϕ(m), y = ψ(m).

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

.

..

..

..
..
..
..
.
..
.
..
.
..

..
...
...
...
...
...
...
...
....
...
....
....
....
.....
....
......
......
........
...........
......................................................................................

...
...
....
....
....
....
.....
.....
......
........
........
.............

...........................................................................................

.

..

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

..

..
..
..
..
..
.
..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

..
.
..
..
.
..
.
..
..
..
..
..
..
...
..
...
...
...
...
....
........
...............................

..

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

..

..........................................
.....
..
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

•

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..

.

..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
...
...
.....
..........................

.....
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
..
..
..
....
................................

....
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. •..

..

..

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

..

.

..

..

..

..

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

..

..

.

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

...

..

...

....
.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..
..
..
.

m

x

U

ϕ(U)

M r

IRr

ϕ
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
..
.
.
..
.
..
.
..
.
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
.
..

..
...
...
...
...
...
...
...
....
...
....
....
....
.....
....
......
......
........
...........
......................................................................................

...
...
....
....
....
....
.....
.....
......
........
........
.............

...........................................................................................

.

..

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

..

..
..
..
..
..
.
..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

..
.
..
..
.
..
.
..
..
..
..
..
..
...
..
...
...
...
...
....
........
...............................

..

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

..

..........................................
.....
..
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

•

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..

.

..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
...
...
.....
..........................

.....
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
..
..
..
....
................................

....
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
. •..

..

..

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

..

.

..

..

..

..

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

.

..

..

.

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

...

..

...
....
.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..

..
..
.

n

y

N s

IRs

W

ψ

ψ(W )

...
....
...
....
...
....
....
....
...
.....
....
....
....
.....
.....
.....
.....
.....
......
......
......
.......
........
.........
..........
..............

.........................................................................................................................................................................................

f

....
....
....
....
....
....
....
....
....
.....
....
.....
....
.....
.....
.....
......
.....
......
......
......
.......
........
........
.........
...........
................

.........................................................................................................................................................................

ψ ◦ f ◦ ϕ−1

........

..
...
..
.

........

..
...
..
.

A representação de um campo escalar é o caso particular no qual N s = IR1 , ψ = id.

– Atenção
As representações de aplicações são aplicações entre espaços vetoriais euclidianos, IRr e IRs, e

são analisáveis em termos do Cálculo Diferencial usual.
Esse detalhe é básico para a extensão do Cálculo a variedades diferenciáveis.

– Diferenciabilidade
Diz-se que f : Mn −→ IR1 é diferenciável em m ∈ M se a representação de f em alguma

carta α é diferenciável, no sentido usual do termo, em xα = ϕα(m).
Diferenciável no sentido usual do termo significa que todas as derivadas parciais da função

real fα : ϕ(U) ⊂ IRn −→ IR1 existem e são cont́ınuas no ponto xα = ϕα(m).
Diferenciabilidade é um conceito intŕınsico, independente de carta, como se conclui do

próximo exerćıcio.

Exerćıcio 35: Prove que se fα é diferenciável em xα = ϕα(m), então fβ é diferenciável em
xβ = ϕβ(m) para qualquer carta admisśıvel que contém m (use a regra da cadeia).

f é considerada C l se a sua representação em alguma carta é de classe C l (pág. 24) –
subentende-se l ≤ k, onde k especifica a classe Ck da estrutura diferenciável de M .

Diz-se que a aplicação f :M r −→ N s é diferenciável emm ∈M se a representação ψ◦f ◦ϕ−1

para algum par de cartas é diferenciável em x = ϕ(m).
Analogamente à função real, diz-se que f é de classe C l em m ∈ M r se todas as derivadas

parciais de ordem l de ψ ◦f ◦ϕ−1, que atua entre IRr e IRs, existem e são cont́ınuas em x = ϕ(m).

– Difeomorfismo
f :M r −→ N s é um difeomorfismo C l se f é bijetora e se f e f−1 são, ambas, C l (l ≥ 1).
As dimensões de M r e N s devem ser necessariamente iguais nesse caso, r = s.
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– Anel F(M)
Seja F(M) o conjunto das funções reais f(m), g(m), ... definidas sobre M e diferenciáveis

de classe Ck com k suficientemente grande nas aplicações onde são usadas.
F(M) forma um anel [1, cap. 1.B.2] perante as seguintes operações internas:

i) adição: (f + g)(m) := f(m) + g(m);
ii) multiplicação: (fg)(m) := f(m)g(m).

– Diferencial ou derivada
A definição em termos de uma aplicação linear será apresentada posteriormente, depois da

conceituação de vetor tangente (vide pág. 57).
Por enquanto, relembrando a idéia de derivada ou diferencial de uma aplicação f : IRn −→ IRm,

dada na pág. 21, o diferencial ou derivada de f : Mn −→ IR1 em m ∈ Mn é definido como a

classe de equivalência f ′(m) ≡ [f ′α(xα)] formada pelas n–uplas f ′xα
≡

(
∂fα
∂x1

α
(xα), · · · ,

∂fα
∂xn

α
(xα)

)

de derivadas parciais das representações de f , calculadas nos pontos representativos de m, xα =
ϕα(m).

A relação de equivalência entre f ′α(xα) e f
′

β(xβ) é a lei de transformação covariante,

∂fβ

∂xiβ
(xβ) =

n∑

j=1

∂fα

∂x
j
α

(xα)
∂x

j
α

∂xiβ
(xβ) , i = 1, ..., n .

O diferencial de f : M r −→ N s é conceituado de maneira análoga, substituindo na relação

de equivalência acima n por r e as derivadas parciais
∂fβ
∂xi

β

, ∂fα

∂x
j
α

por
∂fk

β

∂xi
β

, ∂fk
α

∂x
j
α

, onde i = 1, ..., r e

k = 1, ..., s.

– Ordem (rank, rang) de uma aplicação diferenciável
Primeiramente, alguns conceitos auxiliares.
Dimensão (order) de uma matriz quadrada é o número de filas, ou colunas, da matriz;
Chama-se matriz singular a matriz quadrada cujo determinante é nulo. Se este não é nulo,

a matriz é dita não-singular ;
Ordem de uma matriz, não necessariamente quadrada, é a dimensão da maior sub-matriz

quadrada não singular que puder ser encontrada na matriz.
Mesmo sendo quadrada, a ordem da matriz pode ser menor do que a sua dimensão – quando

ela é singular.
Agora, ao conceito principal.
Seja f :M r −→ N s uma aplicação diferenciável e sejam yi = f i(x1, ..., xj , ..., xr), i = 1, ..., s

a representação de f em algum par de cartas e Mr×s a matriz formada pelas derivadas parciais
de y = f(x),

Mr×s =
[∂f i(x)

∂xj

]

.

Ordem da aplicação f no ponto m ∈M r representado por x é a ordem da matriz Mr×s.

– Imersão, mergulho e submersão
Seja f :M r −→ N s uma aplicação diferenciável.
Se a ordem de f é igual a r – neste caso r ≤ s – para cada m ∈ M r, então f é chamada de

imersão (immersion) (veja, por ex., [1, cap. IV.C.5]).
Para uma definição equivalente de imersão, baseada na visão de derivada como aplicação

linear entre espaços tangentes (pág. 57), veja a retomada do conceito de imersão à pág. 58.
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Se a ordem de f é igual a s – neste caso r ≥ s – para cada n ∈ N s, então f é chamada de
submersão (submersion).

Uma imersão não é necessariamente injetora.
Uma imersão em que f é também injetora é denominada mergulho (embedding, plongement).

– Subvariedades
Seja f :Mn −→ N s uma aplicação diferenciável.
Se f é uma imersão não injetora, a imagem de Mn perante f , f(Mn) ⊂ N s, não é subvarie-

dade (pág. 35) de N s.
Se, porém, f é um mergulho, então f(Mn) é uma subvariedade de N s.
O próximo teorema aborda subvariedades Mn definidas por um sistema de equações.
Teorema:
Seja S o subconjunto de Mn definido por s equações, S = {m ∈Mn|f i(m) = 0, i = 1, ..., s},

onde f i(m) são funções reais diferenciáveis tais que a ordem da aplicação F : Mn −→ IRs,
F : m 7−→ (f1(m), ..., f s(m)) seja s para cada m ∈ S. Então S é uma subvariedade de dimensão
n− s de Mn.

Será que F é uma submersão de Mn em IRs? E a restrição F |S?
Ex :
Um exemplo simples de subvariedade do IRn, coordenadas x = (x1, ..., xn), é a esfera Sn−1,

definida por Sn−1 = {x ∈ IRn|
n∑

i=1
(xi)2 − 1 = 0}.

A aplicação F : x 7−→
n∑

i=1
(xi)2 − 1 é diferenciável e de ordem 1 em cada x ∈ Sn−1, o que

torna Sn−1 uma subvariedade diferenciável do IRn.
Um caso particular desta situação é a esfera S2, já identificada de modo alternativo como

subvariedade do IR3 no Ex : c) na página 36. ✷

3.2 Vetor Tangente

– Vetor tangente a M em m, vetor em m.
Para variedades diferenciáveis de dimensão finita encontram-se três versões de vetor tangente.

Versão 1

Vetor tangente ou, simplesmente, vetor em m ∈ Mn é um tensor de posto 1 (rank 1)
contravariante em m, ou seja, é uma classe de equivalência vm ≡ [vxα ] de n–uplas vxα de
números reais, vxα ≡ (v1α, ..., v

n
α), denominadas componentes de vm.

Duas n–uplas vxα e vxβ
pertencem à mesma classe de equivalência, vxβ

∼ vxα , se satisfazem
a lei de transformação contravariante

viβ =

n∑

j=1

∂xiβ

∂x
j
α

(xα)v
j
α , i = 1, ..., n .
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vxα e vxβ
assim relacionados representam vm nos pontos xα = ϕα(m) e xβ = ϕβ(m) das

cartas α e β, respectivamente.
Ex : Velocidade generalizada de uma part́ıcula mecânica no ponto m0 do seu espaço de

configuração. Considere, p. ex., a part́ıcula sobre uma mesa plana, considerada como M = IR2

com a estrutura diferenciável usual, movendo-se de acordo com m = C(t) , m0 = C(t = 0).

IR1
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. vxα

..........
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..
.
..
..
.

m = C(t)

........

..
..
..
..

xα = xα(t)

.

.

.

.

.

.

.

.

..
.
..
.. ϕα

Nas coordenadas xα, cartesianas, digamos, viα = dxi
α

dt

∣
∣
∣
t=0

.

Nas coordenadas xiβ, plano-polares, p. ex., v
i
β =

dxi
β

dt

∣
∣
∣
∣
t=0

.

vxβ
∼ vxα , pois v

i
β =

2∑

j=1

∂xi
β

∂x
j
α

(xα)
dx

j
α

dt

∣
∣
∣
t=0

=
2∑

j=1

∂xi
β

∂x
j
α

(xα)v
j
α. ✷

Exerćıcio 36:
Suponha a part́ıcula descrevendo uma curva x = a cos(bt) , y = a sin(bt). Quais são as

representações da posição m0 e da velocidade generalizada vm0
em coordenadas cartesianas (x, y)

e plano-polares (r, θ)?

Exerćıcio 37:
É posśıvel definir vetor tangente para uma variedade C0?

Versão 2

Vetor tangente a M em m0 é uma classe de equivalência de curvas (paramétricas) tangentes
em m0,

vm0
≡ [C : I ⊂ IR1 −→M , C(t) = m , C(t = 0) = m0] .

Duas curvas C e C são ditas tangentes em m0 se suas imagens Cα = ϕα ◦ C e Cα = ϕα ◦ C
perante ϕα são tangentes uma a outra no ponto xα = ϕα(m0) em alguma carta α.

Cα e Cα são tangentes em xα se dCα

dt

∣
∣
t=0

= dCα

dt

∣
∣
∣
t=0

.
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vxα = dCα

dt
|t=0

A “velocidade” vxα = d(ϕα◦C)
dt

∣
∣
∣
t=0

representa na carta α a classe de equivalência à qual C

pertence e, conseqüentemente, o vetor tangente vm0
.
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Dada uma carta α, a cada n-upla V corresponde em m0 ∈ U um vetor tangente vm0
que

tem V como representante vxα = V em xα = ϕ(m0) , vm0
≡ [C(t) = ϕ−1

α (ϕα(m0) + tV )].

Exerćıcio 38:
Prove que o critério de tangência de curvas C e C não depende de carta. (Mostre que vxα

e vxβ
estão relacionados pela lei de transformação contravariante, e ...)

– Comentário
QuandoM é uma superf́ıcie diferenciável (vide pág. 22) mergulhada no IR3, p. ex., é posśıvel

verificar diretamente, por cálculo usual no IR3, se duas curvas C e C sobreM são ou não tangentes
em m0. Este critério de tangência não é, porém, necessariamente equivalente ao anterior, em
termos de imagens Cα e Cα tangentes em xα. É preciso verificar se alguma carta da estrutura
diferenciável definitória de M não viola o critério (B) (pág. 22),

∣
∣
∣
∂(x,y)
∂(u,v)

∣
∣
∣
m0

6= 0 e/ou ...

Cumprindo-se (B), os critérios são equivalentes e a cada terna dC
dt

∣
∣
t=0

= (
.
x (0),

.
y (0),

.
z (0))

corresponde um par dCα

dt

∣
∣
t=0

= (v1α =
.
u (0), v2α =

.
v (0)) na carta α, e vice-versa. Mudando de

carta, o par correspondente a cada terna muda de acordo com a lei de transformação contra-
variante. Isso possibilita a percepção de um vetor tangente como uma terna, a qual pode ser
visualizada como um segmento orientado no espaço IR3, tangendo M em m0.

Esta situação é um bom modelo para apreciar que vetores tangentes são entes intŕınsicos,
que permanecem invariantes perante mudanças de coordenadas enquanto suas representações
variam.

Quando, porém, a estrutura diferenciável adotada para a superf́ıcie é tal que (B) não se
cumpre em m0, os critérios de tangência não são equivalentes e a correspondência terna-par
mencionada acima deixa de existir. Vetores tangentes em m0 continuam, porém, existido, mas
não são mais visualizáveis como setas no IR3. Você concorda, ou não?

Exerćıcio 39:
Considere o Plano (X,Y ) no IR3 com as estruturas diferenciáveis (1), (2) e (3) apresen-

tadas na página 23.
a) Para qual ou quais das estruturas um segmento orientado e sentado sobre qualquer ponto

dos eixos X ou Y representa um vetor tangente?
b) Obtenha as curvas C e C correspondentes às curvas Cα e Cα dadas por (u = t , v = 0)

e (u = 0 , v = t), respectivamente, e teste a equivalência dos dois critérios de tangência, para
cada uma das estrururas.

c) Se uma part́ıcula vinculada ao Plano (X,Y ) se move segundo x = t , y = 0 , z = 0, qual
é a sua velocidade no instante t = 0 para cada uma das estruturas?

Versão 3

Sejam vm ≡ [vxα ] um vetor e f uma função real diferenciável em m.
Com a representação vxα de vm em uma carta α qualquer constrói-se o operador diferencial

vxα = v1α
∂

∂x1α
+ v2α

∂

∂x2α
+ · · · + vnα

∂

∂xnα
,

que, atuando sobre a representação fα de f , gera um número real no,
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vxα(fα) =

n∑

i=1

viα
∂fα

∂xiα

∣
∣
∣
∣
xα

= no.

Este número é independente de carta, como decorre do exerćıcio seguinte, o que permite
associar ao vetor tangente um operador intŕınsico, também simbolizado por vm, tal que vm(f) =
no.

A representação vxα(fα) =
n∑

i=1
viα

∂fα
∂xi

α

∣
∣
∣
xα

de vm(f) em qualquer carta α sugere o entendimento

de vm(f) como derivada direcional de f na “direção” de vm.

Exerćıcio 40:
Mostre que vxα(fα) = vxβ

(fβ) = no.
(Use as leis de transformação contra e covariantes.)

O operador vm satisfaz as seguintes propriedades:
a) linearidade:

vm(αf + βg) = αvm(f) + βvm(g) , α, β ∈ IR1 e f e g diferenciáveis em m.
b) regra de Leibniz:

vm(fg) = f(m)vm(g) + g(m)vm(f) .
Um operador desse tipo é chamado de derivação (derivation).
Um vetor tangente define uma derivação. O inverso, porém, só é garantidamente verdadeiro

para variedades de dimensão finita. No caso de dimensão infinita são necessárias hipóteses
adicionais (vide Três Senhoras, cap. VII.A.1, pág. 545).

Para variedades Mn de dimensão finita, qualquer derivação é identificada com um vetor
tangente (veja Três Senhoras, cap. III.B.1, pág. 117 e, também, pág. 545).

Esta terceira versão de vetor tangente é muito usada na Geometria Diferencial.

– Espaço tangente TmM ou Tm(M)
É o conjunto de vetores tangentes a M em m.
TmM forma espaço vetorial frente às operações definidas, na versão 3, por exemplo, por

i) adição: (vm + um)(f) := vm(f) + um(f),
ii) multiplicação por escalar α: (αvm)(f) := αvm(f).

A dimensão do espaço vetorial TmM – número de vetores linearmente independentes – é
igual à dimensão da variedade diferenciável M .

Obs. TmM não possui produto escalar natural.
Se as três versões de vetores forem sentidas como estruturas distintas, deve ser entendido,

porém, que são isomorfas, o que significa dizer que há entre os espaços vetorias correspondentes
bijeções que preservam estrutura vetorial.

– Base natural de TmM .
Dada uma carta α qualquer de Mn, base natural de TmM

n na carta α é a base vetorial de
TmM

n composta dos vetores tangentes em m ∈Mn representados por

{
∂

∂x1α
,
∂

∂x2α
, · · · ,

∂

∂xnα

}

.

Mudando a carta de α para β, a base natural muda – ela é dependente de carta – e é dada

na nova carta pelos vetores representados por

{

∂
∂x1

β

, ∂
∂x2

β

, · · · , ∂
∂xn

β

}

, os quais estão relacionados
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com os anteriores de forma covariante

∂

∂xiα
=

n∑

j=1

∂x
j
α

∂xiβ

∂

∂x
j
α

, i = 1, ..., n .

As componentes de um vetor tangente na base natural variam, porém, de maneira contravariante.

– Diferencial ou derivada
Seja f :M r −→ N s uma aplicação diferenciável em m ∈M .
f mapeia uma curva qualquer CM(t) , CM (0) = m sobre M em uma curva CN (t) , CN (0) =

f(m) sobre N . CN é a imagem rećıproca de f perante CM , CN = C∗

Mf , certo?
f preserva tangência de curvas, certo?
Sejam vm e uf(m) os vetores tangentes que correspondem a CM e CN (= C∗

Mf), respectiva-
mente.
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uf(m)
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Sejam x = ϕ(m) , y = ψ(f(m)) , y = y(x) , vx e vy as respectivas representações dos
elementos m , f(m) , f , vm e uf(m) num par de cartas (U,ϕ) e (W,ψ) quaisquer que contenham
m e f(m).

Exerćıcio 41:

a) Mostre que uiy =
r∑

j=1

∂yi

∂xj (x)v
j
x , i = 1, ..., s . (Considere a versão 2 de vetor tangente.)

b) Para uma função real h : N −→ IR1 diferenciável qualquer em f(m), mostre que

uf(m)(h) = vm(h ◦ f).

(Considere a versão 3 de vetor tangente e o resultado do item anterior).

O diferencial ou derivada de f em m é a aplicação ou operador f ′m : TmM −→ Tf(m)N que
associa a cada vm ∈ TmM o vetor uf(m) ∈ Tf(m)N dado acima.

Usando a versão 3 de vetor tangente, f ′m é defińıvel por

(f ′mvm)f(m)(h) := vm(h ◦ f) ,

onde h é qualquer função real diferenciável em f(m).

A aplicação ou operador f ′m é representado no par de cartas acima pela matriz
[
∂f i

∂xj (x)
]

, i =

1, ..., s , j = 1, ..., r .
Outras notações para o diferencial são f ′(m), Df(m), T f(m), f∗(m), ..., dependendo do

contexto.

– Imagem (push–forward) de vm
uf(m) = f ′m(vm) é denominada a imagem de vm perante f .
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Exerćıcio 42:
a) Mostre que f ′m é linear. (Use o item a) do exerćıcio anterior.)
b) Mostre que (f ◦ g)′m = f ′

g(m) ◦ g
′
m.

– Imersão
Seja f :M r −→ N s uma aplicação diferenciável, não necessariamente injetora.
Uma conceituação de imersão equivalente à apresentada na página 52 vale-se da aplicação

induzida f ′m : TmM
r −→ Tf(m)N

s.
f é uma imersão se a aplicação f ′m é injetora ou, mais precisamente, se f ′m é um isomorfismo

entre TmM
r e o sub-espaço vetorial (de dimensão r) f ′m(TmM

r) ⊂ Tf(m)N
s para cada m ∈M r.

Certifique-se de que os dois conceitos são equivalentes, subentendendo-se que as dimensões
das variedades domı́nio e contradomı́nio de f sejam finitas.

No caso de variedades de dimensão infinita, imersão é caracterizada pela propriedade de
isomorfismo de f ′m (vide [1, pág. 549]).

– Fibrado tangente (tangent bundle) TM ou T (M)
É o conjunto de todos os vetores tangentes a M ,

TM = {(m, vm)||m ∈M,vm ∈ TmM} .

É a união de todos os espaços tangentes TmM ,

TM = ∪
m∈M

TmM .

Obs. vm, a rigor, já denota um vetor tangente qualquer, mas a notação (m, vm) apresenta
algumas vantagens e é muito usada na literatura. Cuidado: (m, vm) pode dar a impressão de
que TM é produto cartesiano de dois espaços, de M com TmM , o que não é verdade; TmM e
Tm′M , m′ 6= m, por exemplo, são conjuntos diferentes, que não têm relação um com o outro, e,
portanto, não faz sentido escrever TM como M × TmM ou algo parecido.

TM não é espaço vetorial, apesar de ser a união de espaços vetoriais; vm e vm′ não podem
ser somados quando m′ 6= m, já que a operação de adição só está definida para m′ = m.

– Coordenadas naturais de TM
Cada carta ϕα : Uα −→ Vα da estrutura diferenciável (Ck) de Mn induz sobre TMn uma

carta
∧

ϕα: ∪
m∈Uα

TmM
n −→ Vα × IRn ⊂ IRn × IRn ,

∧

ϕα: (m, vm) 7−→ (xα, vα), onde xα e vα são,

respectivamente, as representações de m e vm na carta (Uα, ϕα).
As cartas induzidas sobre TMn pelas cartas de Mn formam um atlas, denominado atlas

natural de TMn.
Os números reais (xα, vα) ≡ (x1α, ..., x

n
α, v

1
α, ..., v

n
α) são denominados coordenadas naturais de

(m, vm) ∈ TMn e transformam-se perante mudanças de carta induzidas por (Uα, ϕα) → (Uβ, ϕβ)
conforme

xiβ = xiβ(x
1
α, ..., x

n
α) , viβ =

n∑

j=1

∂xiβ

∂x
j
α

(xα)v
i
α , i = 1, ..., n ,

onde xiβ = xiβ(x
1
α, ..., x

n
α), i = 1, ..., n representam (Uα, ϕα) → (Uβ , ϕβ).

Existem, naturalmente, mudanças de carta admisśıveis sobre TMn que não são representadas
pelas relações acima; que não são, portanto, induzidas por mudanças de coordenads de Mn.



Caṕıtulo 3. Tensores e Campos Tensoriais 59

TMn, dotado da estrutura diferenciável gerada pelo atlas natural, constitui uma variedade
diferenciável (Ck−1) de dimensão 2n.

Ex : A variedade TQn, onde Qn é o espaço de configuração, é o cenário para a formulação
Lagrangiana da Mecânica Clássica, do ponto de vista geométrico. TQn é o espaço de evolução
do sistema e é também chamado de espaço de fases de velocidade (velocity phase space).

As coordenadas naturais costumam ser representadas por (q, q̇) ou (q, v) e são conhecidas
como coordenadas e velocidades generalizadas.

As equações de Euler-Lagrange mantêm a sua forma, seu aspecto, perante transformações
de coordenadas naturais. ✷

– Estrutura de feixe em TM

TM admite uma estrutura de feixe (pág. 39), dada pelo trio (TM,M, τ), onde a projeção
τ , denominada no presente contexto de projeção canônica, é a aplicação

τ : TM −→M , τ : (m, vm) 7−→ m .

A fibra sobre m, isto é, o conjunto Fm tal que τ(Fm) = m, é o espaço TmM .
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TM não é feixe produto (pág. 40), pois, como foi observado na página anterior, não pode
ser escrito como M × TmM ; todas as fibras TmM , Tm′M , ... são distintas uma da outra; têm
“cores” diferentes.

Teorema: TMn é um feixe trivial (pág. 41) quando Mn é contrátil (pág. 17).
Trivial significa, no presente caso, que existe um homeomorfismo global φ entre TMn e o

feixe produto Mn × IRn, dado por φ : (m, vm) 7−→ (m, y) , m ∈Mn , y ∈ IRn.
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M

M × IRn(m, y)

φ

– Estrutura de fibrado em TM

TM admite, mais precisamente, uma estrutura de fibrado diferenciável (pág. 47) que tem
por gerador o fibrado coordenado

(TM,M, τ ;F,G, {φ}) ,
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onde:
• F , a fibra t́ıpica, é IRn;
• G, o grupo de estrutura do fibrado, é GL(n, IR), o grupo das transformações lineares de IRn

em si mesmo;
• {φ} ≡ {(Uα, φα)}, a famı́lia de trivializações locais (pág. 43) que recobrem TM , são

induzidas pelas cartas {(Uα, ϕα)} de um atlas amisśıvel A da estrutura diferenciável de M . Os
abertos Uα em {φ} são os domı́nios das cartas α de A, como deve ser, segundo a definição de
fibrado diferenciável, e φα são as aplicações φα : τ−1(Uα) −→ Uα×IR

n , φα : (m, vm) 7−→ (m, vα),
onde vα = ϕ′

α(vm) é a representação de vm na carta α.
As trivializações locais são o análogo das cartas na conceituação de variedades diferenciáveis.
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Mudando de carta em M , de α para β, as imagens perante φα dos elementos de uma fibra
Fm(= TmM) mudam sobre a fibra t́ıpica F (= IRn) de vα para vβ segundo a lei de transformação
contravariante. Esta mudança é entendida como a ação de um elemento do grupo de estrutura
G sobre F . {φα} determinam uma realização {σg} de GL(n, IR) — uma representação, neste
caso, pois IRn é espaço vetorial —, dada pelas matrizes referentes a mudanças de carta

[

∂xiβ

∂x
j
α

(xα)

]

, i, j = 1, ..., n .

– Prolongamento ou tangente Tf de f :M −→ N

Seja f :M −→ N , f : m 7−→ n diferenciável em M .
Prolongamento ou tangente de f é a aplicação Tf : TM −→ TN definida por

Tf : (m, vm) 7−→ (n, un) , n = f(m) , un = f ′m(vm) .

T f preserva fibra, isto é, leva fibras em fibras; o seguinte diagrama comuta,

TM
Tf

−−−→ TN

τM



y



yτN

M −−−→
f

N

; τN ◦ Tf = f ◦ τM .
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Tf

Ex : No formalismo Lagrangiano da Mecânica Clássica é de interesse o prolongamento de
τQ : TQ −→ Q.

T (TQ)
TτQ

−−−→ TQ

τTQ



y



yτQ

TQ −−−→
τQ

Q

T (TQ) é o duplo fibrado tangente de Q. É interessante observar que T (TQ) admite duas
estruturas de feixe: (T (TQ), TQ, τTQ) e (T (TQ), TQ, TτQ).

Se (q, v) são coordenadas naturais de TQ e (q, v, u, a) são coordenadas naturais de T (TQ),
valem τTQ : (q, v, u, a) 7−→ (q, v) e TτQ : (q, v, u, a) 7−→ (q, u).

Repare que (q, v, v, a) é projetado, qualquer que seja o valor de a, no mesmo elemento
(q, v) ∈ TQ, tanto por τTQ como por TτQ. ✷

– Campo vetorial
É uma aplicação que associa a cada m ∈M um vetor tangente vm ∈ TmM .
É uma seção (pág. 41) de (TM,M, τ, ...).
Uma seção de (TM,M, τ, ...) é uma aplicação

σ :M −→ TM , τ ◦ σ = id .
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Obs. Existe outro tipo de tensor de posto 1, também chamado de vetor, o vetor cotan-
gente ou covariante (pág. 64). Quando na literatura aparece o nome campo vetorial, sem a
especificação do tipo do vetor, é subentendido tratar-se de vetor tangente.

Um campo vetorial v(m) atuando sobre uma função real diferenciável f(m), v(f), produz
um número real associado a cada m ∈M . v(f) é um campo escalar sobre M .
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– Curva integral de um campo vetorial
Seja v(m) um campo vetorial diferenciável sobre M , e σ : I ⊂ IR1 −→ Mn, uma curva tal

que o vetor tangente à curva em m = σ(t) seja igual ao vetor v(m) dado pelo campo em m.
σ é denominada curva integral do campo v(m).
σ satisfaz a equação diferencial ordinária de 1a ordem

dσ(t)

dt
= v(σ(t)) , t ∈ I ,

representada pelo conjunto de n equações

dxiα
dt

(t) = vi(xα(t)) , i = 1, ..., n.

Sistemas dinâmicos são muitas vezes descritos por tais equações e caracterizados, portanto,
por campos vetoriais diferenciáveis. Veja [1, cap. III.C.1] e [2, cap. 2.1].

Ex : Um sistema mecânico conservativo é descrito na formulação Hamiltoniana pelo campo
vetorial v = ∂H

∂p
(q, p) ∂

∂q
− ∂H

∂q
(q, p) ∂

∂p
. As curvas integrais obedecem às equações de Hamilton,

.
q= ∂H

∂p
,

.
p= −∂H

∂q
.

Aplicando v a H resulta v(H) = 0, certo? ✷

Dado uma campo v(m) diferenciável, será que existe sempre uma curva integral de v(m) que
passa por m0 ∈M? Se existir, será que ela é única?

Teorema [1, pág. 144]: Seja v(m) um campo diferenciável Cr sobreM . Então, para cada
m0 ∈M , existe uma curva integral de v(m), t 7−→ m = σ(t,m0), tal que:

1) σ(t,m0) é definida para t pertencente a algum intervalo I(m0) ⊂ IR1 que contém t = 0;
σ(t,m0) é de classe Cr+1 em I(m0);

2) σ(0,m0) = m0 para cada m0 ∈M ;
3) a curva é única: dadom0 ∈M , não existe curva integral de v(m) definida em um intervalo

estritamente maior que I(m0) e que passa por m0, isto é, tal que σ(0,m0) = m0.
A demostração baseia-se nos teoremas de existência e unicidade de soluções de sistemas de

equações diferenciais ordinárias de primeira ordem (veja [1, cap. II.D.1]).

– Parêntese de Lie (Lie brackets)
Sejam v(m) e u(m) dois campos vetoriais diferenciáveis em M .
Parêntese de Lie de v e u é o campo vetorial denotado por [v, u] e definido por

[v, u](f) := v(u(f))− u(v(f))

para qualquer função real diferenciável f sobre M .
[v, u] é o comutador de v e u na versão 3 de vetor.

Exerćıcio 43:
Mostre que numa carta qualquer [v, u] é representado por

[v, u] =

n∑

i=1

n∑

j=1

(vj
∂ui

∂xj
− uj

∂vi

∂xj
)
∂

∂xi
.

(Use a definição de [v, u].)
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Exerćıcio 44:
Demonstre que

[v, fu] = v(f)u+ f [v, u],

onde v e u e f são, respectivamente, campos vetoriais e função real diferenciáveis sobre M .

– Álgebra de Lie dos campos vetoriais, X (M)
Seja X (M) o conjunto dos campos vetoriais diferenciáveis de classe Ck com k suficientemente

grande em M .
X (M) forma uma álgebra [1, cap. 1.B.4] sobre o anel F(M) (pág. 52) frente às seguintes

operações:
i) adição: (v + u)(f) := v(f) + u(f);
ii) multiplicação por função g: (gv)(f) := gv(f);
iii) produto interno: (v · u)(f) := [v, u](f) , ∀v, u ∈X (M) , ∀g, f ∈F(M).

A álgebra em questão não é associativa, pois não satisfaz (v · u) · w = v · (u · w).
Além das propriedades necessárias para formação de álgebra, X (M) satisfaz também as

propriedades:
a) anti-simetria: [v, u] = −[u, v];
b) identidade de Jacobi: [[v, u], w] + [[u,w], v] + [[w, v], u] = 0.

Em vista dessas propriedades adicionais, X (M) é uma álgebra de Lie.

– Imagem (push-forward) de um campo vetorial
Seja f :M r −→ N s diferenciável em M r, e v(m), um campo vetorial sobre M r.
As imagens dos vetores v(m) perante f são vetores tangentes a N s e são dados por

(f ′mvm)f(m)(g) = vm(g ◦ f) , ∀g ∈ F(N s) ,

para cada m ∈M r, onde F(N s) é o conjunto das funções reais diferenciáveis sobre N s.
Num par de cartas (U,ϕ) e (W,ψ) de M r e N s, respectivamente, contendo m = ϕ−1(x) e

f(m) = n = ψ−1(y), a relação entre as representações dos vetores v(m) e de suas imagens un é
dada por

uiy =

r∑

j=1

∂yi

∂xj
(x)vj(x) , i = 1, ..., s .

Será que os vetores imagem do campo v(m) formam um campo vetorial u(m) sobre N s? Não
necessariamente. Para que formem campo é necessário que em cada n ∈ f(M r) ⊂ N s exista só
um único vetor imagem (veja figuras a seguir).

Quando f possui inversa, f−1, a imagem de v(m) é com certeza campo vetorial. Sua repre-
sentação u(y) na carta (W,ψ) é obtida substituindo no lado direito da relação acima x por x(y)
referente à representação de f−1 no par de cartas considerado. Em notação intŕınsica, o campo
(f ′v)(n), denominado imagem do campo vetorial v(m), é definido pela relação entre funções

(f ′v)(g) := v(g ◦ f) ◦ f−1 , ∀g ∈ F(N s) , .

Quando f não possui inversa, a imagem de v(m) não constitui em geral campo, como no Ex
a seguir.

Ex : Para uma f do tipo exemplificado na figura abaixo, existe mais de um vetor imagem
em n ∈ f(M r) ⊂ N s. Os vetores imagem não formam, portanto, campo vetorial.
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Pode ocorrer, porém, que para certas combinações de campo v(m) e aplicação f sem inversa
os vetores imagem constituem campo.

Ex : v(m) e f são tais que as imagens dos vetores v(m) associados aos m ∈ M r que são
levados num mesmo n ∈ N s – pré-imagem de n ∈ N s – coincidem.
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f

uf(m1) = uf(m2)

Em cada n ∈ f(M r) ⊂ N s existe só um vetor imagem.
Neste caso diz-se que v(m) é projetável por f e que v e f ′v são f -relacionados. ✷

Exerćıcio 45:
Considere o feixe (TQ,Q, τ) , τ : TQ −→ Q. Sejam (q, v) ≡ (q1, ..., qn, v1, ..., vn) coordena-

das naturais de TQ.

Dado um campo vetorial qualquer X(q, v) =
n∑

i=1

(

Ai(q, v) ∂
∂qi

+Bi(q, v) ∂
∂vi

)

sobre TQ, obte-

nha a imagem de X sobre Q perante τ e constate que X é projetável por τ quando as componentes
Ai(q, v) do campo não dependem de v.

Se v(m) é um campo Cr e f é um difeomorfismo Cr+1, a imagem f ′v é um campo Cr.

– Simetria de um campo vetorial
Diz-se que um campo v(m) sobreMn é invariante perante um difeomorfismo f :Mn −→Mn

quando
f ′(m)(v(m)) = vf(m)(f(m)) , ∀m ∈Mn .

O difeomorfismo f é chamado de simetria de v(m) nesse caso.
Notação: f ′v = v.

3.3 Vetor Cotangente

– Vetor cotangente a M em m, covetor
Encontram-se duas versões de vetor cotangente na literatura.
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Versão 1

Vetor cotangente ou covetor em m ∈M é um tensor de posto 1 covariante em m, ou seja, é
uma classe de equivalência θm ≡ [θxα ] de n-uplas θxα de números reais, θxα ≡ (θα1, ..., θαn).

Duas n–uplas θxβ
e θxα pertencem à mesma classe de equivalência, θxβ

∼ θxα , quando
satisfazem a lei de transformação covariante,

θβi =

n∑

j=1

∂x
j
α

∂xiβ
(xβ)θαj , i = 1, ..., n .

θxβ
e θxα assim relacionadas representam θm nas cartas α e β, respectivamente.

Ex : Diferencial de uma função real. Confira (pág. 52). ✷

Versão 2

Recordando o estilo carreta-na-frente-dos-bois, vetor cotangente ou covetor em m ∈M é um
elemento do espaço cotangente T ∗

mM (veja mais adiante, na pág. 67).

– Contração de um covetor e um vetor
Contração de um covetor θm e um vetor vm é a operação representada em alguma carta α

por
n∑

i=1
θαiv

i
α, da qual resulta um número real no.

Exerćıcio 46:

Prove que
n∑

i=1
θαiv

i
α =

n∑

j=1
θβjv

j
β = no .

Do exerćıcio constata-se que da contração de θm e vm resulta um tensor escalar.

– Dual algébrico de um espaço vetorial X real
Sejam X e Y dois espaços vetoriais reais.
Uma aplicação f : X −→ Y é uma aplicação linear se

f(αv + βu) = αf(v) + βf(u) , ∀v, u ∈ X , ∀α, β ∈ IR1 .

Seja L(X,Y ) o conjunto de todas as aplicações lineares de X em Y . L(X,Y ) é um espaço
vetorial real perante as operações

i) adição: (f + g)(v) := f(v) + g(v) ;
ii) multiplicação por real α: (αf)(v) := αf(v) .

O dual algébrico de um espaço vetorial realX é o espaço vetorial X∗ dado porX∗ = L(X, IR1).
< θ, v > denota o pareamento que associa a cada par (θ ∈ X∗, v ∈ X) o número real obtido

pela atuação de θ sobre v,
θ : v −→ θ(v) ≡< θ, v >= no .

Se a dimensão deX é n – número máximo de vetores linearmente independentes –, a dimensão
de X∗ é também n. Seja e ≡ {e1, e2, ..., en} uma base de X.

Base dual a e é a base de X∗ composta dos vetores α ≡ {α1, α2, ..., αn} definidos por

αi(ej) ≡< αi, ej >= δij .
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Ex :
Considere X = IR3 = {v = xi+ yj+ zk}, o conjunto de vetores visualizados como segmentos

orientados na origem de M = IR3 pensado como conjunto de ternas ordenadas (x, y, z). X é o
espaço tangente a M na origem, X = ToIR

3.
Uma função linear qualquer de v é dada por θ(v) = ax+ by + cz.
Os coeficientes (a, b, c) caracterizam θ e são independentes. Eles representam um vetor de

outro espaço vetorial, do dual X∗ = IR3∗, que também possui dimensão 3.
< θ,v >= ax+ by + cz = 0 é a equação de um plano que passa pela origem de M .
Um elemento qualquer do dual IR3∗ (uma função linear) pode ser visualizado, portanto, como

um plano que passa pela origem de IR3.
Dá para sentir a diferença entre os dois tipos de vetor? ✷

Quando um espaço vetorial X de dimensão finita está equipado com uma forma bilinear
não-degenerada, isto é, com uma aplicação

g : X ×X −→ IR1 , g : (v, u) 7−→ (v|u) = no

tal que
i) (v|αu+ βs) = α(v|u) + β(v|s) , (αu+ βs|v) = α(u|v) + β(s|v) ;
ii) (v|u) = 0 , ∀v ∈ X ⇒ u = 0 ,

existem dois isomorfismos naturais ĝa : X −→ X∗ , ĝa : v 7−→ θav , a = 1, 2 entre X e X∗,
definidos por

< θ1v , u >:= (v|u) , < θ2v , u >:= (u|v) , ∀u ∈ X .

Nas situações em que g é simétrica ou anti-simétria – quando g é produto escalar ou forma
simplética (pág. 101) em X, por exemplo – valem, respectivamente,

iii) (v|u) = (u|v) ou (v|u) = −(u|v) ,
e os dois isomorfismos coincidem – a menos de um sinal, no caso anti-simétrico.

Obs. O adjetivo natural, aqui e em outros lugares onde aparece, significa que o objeto
ao qual se refere é estabelecido em termos de uma estrutura subjacente. No presente caso a
estrutura é a forma bilinear não-degenerada.

Se X possui dimensão infinita, ĝa, a = 1, 2 são injetoras e preservam estrutura vetorial –
são lineares –, mas podem não ser sobrejetoras, isto é, X∗ pode conter mais elementos do que
ĝa(X). ĝa não são isomorfismos neste caso.

Ex :
Seja X = C0(U) o espaço vetorial formado pelas funções cont́ınuas num intervalo fechado

U ⊂ IR1 e com produto escalar definido por (v|u) :=
∫

U
v(t)u(t)dt.

A cada v ∈ X corresponde uma função linear θv(·) ≡ (v|·) =
∫

U
v(t) · dt.

θδ(·) =
∫

U
δ(t − t0) · dt, onde δ denota a “função” delta de Dirac, não é, porém, imagem de

nenhum vetor, pois a “função” delta não pertence a X = Co(U). ✷

– Bidual algébrico de um espaço vetorial X
X∗, por ser espaço vetorial, também possui espaço dual, denotado por X∗∗ e chamado de

espaço bidual de X.
No caso de dimensão finita, X e X∗∗ são isomorfos e podem ser identificados, X∗∗ = X. O

isomorfismo natural é J : v −→< ·, v > , < ·, v >: X∗ −→ IR1 , < ·, v >: θ 7−→< θ, v >= no .
Quando a dimensão deX é infinita, J , que é injetora e linear, pode não ser sobrejetora. J não

é, portanto, necessariamente um isomorfismo, e, quando não o é, X∗∗ não pode ser identificado
com X.

Quando X∗∗ = X, então J é isomorfismo e diz-se que X é reflexivo.
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O isomorfismo J permite entender um vetor v ∈ X como uma aplicação linear

v : X∗ −→ IR1 , v : θ 7−→ v(θ)

que dá como resultado o mesmo valor que o de θ atuando sobre v, v(θ) = θ(v).

– Espaço cotangente T ∗
mM , ou T ∗

m(M)
O espaço (vetorial) cotangente em m ∈ Mn é o dual algébrico do espaço vetorial tangente

em m, T ∗
mM

n = L(TmM
n, IR1).

Vetor cotangente θm ∈ T ∗
mM na versão 2 é, portanto, uma aplicação ou forma linear, que

associa a cada vetor tangente vm ∈ TmM um escalar no;
i) θm(vm) = no ,

ii) θm(αvm + βum) = αθm(vm) + βθm(um) , ∀α, β ∈ IR1 , vm, um ∈ TmM
n.

Como a dimensão de TmM
n é n, a dimensão de T ∗

mM
n é também igual a n.

Não existe isomorfismo natural entre TmM e T ∗

mM , pois TmM não é dotado, em prinćıpio,
de forma bilinear não-degenerada natural (produto escalar, ...).

A toda base natural de TmM , representada na carta α por { ∂
∂x1

α
, ..., ∂

∂xn
α
}, corresponde uma

base dual em T ∗

mM , chamada cobase natural. Ela é simbolizada por dxα = {dx1α, ..., dx
n
α} e é

definida por

< dxiα,
∂

∂x
j
α

> = δij .

θm é representado na carta α por

θxα = θα1dx
1
α + θα2dx

2
α + · · ·+ θαndx

n
α

e, atuando sobre vm, produz

θm(vm) ≡< θm, vm >=<

n∑

i=1

θαidx
i
α,

n∑

j=1

vjα
∂

∂x
j
α

>=

n∑

i=1

n∑

j=1

θαiv
j
α < dxiα,

∂

∂x
j
α

>=

n∑

i=1

θαiv
i
α = no ,

que se reduz (confira) no importante caso particular em que θxα = dxiα a

dxiα(vm) = viα.

Exerćıcio 47:
Sabendo que θm(vm) é um tensor escalar e que vxα se transforma de maneira contravariante,

demonstre que θxα obedece à lei de transformação covariante.

– Diferencial dfm
O diferencial dfm de uma função real em m ∈M é um vetor cotangente e é representado na

carta α por

dfα =

n∑

i=1

∂fα

∂xiα
(xα)dx

i
α .

Quando age sobre vm, dfm produz

dfm(vm) ≡< df, vm >=
n∑

i=1

∂fα

∂xiα
(xα)v

i
α = vm(f) .
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A i-ésima coordenada de m na carta α, xiα, é um exemplo de função real; seu diferencial,
dxiα, resulta ser igual ao śımbolo dxiα da cobase natural na carta α. Constata-se, pois, que os
elementos da cobase natural numa carta qualquer são os diferenciais das coordenadas de m na
mesma carta.

A lei de transformação dos dxiα é

dxiβ =

n∑

j=1

∂xiβ

∂x
j
α

(xα)dx
j
α , i = 1, 2, ..., n .

– Imagem rećıproca (pull-back) de θm
É uma aplicação análoga à derivada ou diferencial f ′m de f , mas que atua sobre vetores

cotangentes, em vez de vetores tangentes.
Seja f :M r −→ N s , f : m 7−→ n = f(m) uma aplicação diferenciável em m ∈M .
Assim como f induz f ′m : TmM

r −→ TnN
s, f ′m : vm 7−→ un, ela induz também uma aplicação

f∗n : T ∗

nN
s −→ T ∗

mM
r , f∗n : θm 7−→ ωm ,

definida por
(f∗nθn)m(vm) := θn(f

′

mvm)n , ∀vm ∈ TmM
r .

O covetor f∗nθn ≡ ωm ∈ T ∗

mM é denominado a imagem rećıproca de θ ∈ T ∗

nN perante f .
Dito de outro modo, sem referência a f∗m, a imagem rećıproca de θn ∈ T ∗

nN perante f é o
vetor cotangente ωm ∈ T ∗

mM tal que

ωm(vm) = θn(un) , ∀vm ∈ TmM ,

onde n = f(m), un = f ′(vn).
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f∗n







ωm(vm) = θn(un)

Exerćıcio 48: Mostre que a relação entre θn e ωm = f∗n(θn) é representada por

ωxi =

s∑

j=1

∂yj

∂xi
(x)θyj , i = 1, ..., r .

– Fibrado cotangente (cotangent bundle) T ∗M ou T ∗(M)
É o conjunto de todos os vetores cotangentes sobre M ,

T ∗M = {(m, θm)||m ∈M,θm ∈ T ∗

mM} .
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É a união de todos os espaços cotangentes T ∗

mM ,

T ∗M = ∪
m∈M

T ∗

mM .

T ∗M não é espaço vetorial, apesar de ser a união de espaços vetoriais.
Analogamente ao fibrado tangente, T ∗M constitui uma variedade diferenciável (Ck−1) de

dimensão 2n, com a estrutura diferenciável gerada pelo atlas induzido sobre ele pela estrutura
(Ck) de Mn.

– Coordenadas naturais de T ∗M

As coordenadas de um elemento (m, θm) ∈ T ∗Mn na carta induzida sobre T ∗M por uma
carta (Uα, ϕα) qualquer deM

n são (xα, θα) ≡ (x1α, ..., x
n
α, θα1, ..., θαn), onde xα e θα representam,

respectivamente, m e θm em (Uα, ϕα).
(xα, θα) são chamadas coordenadas naturais de (m, θm) e transformam-se perante mudanças

de carta induzidas por (Uα, ϕα) → (Uβ, ϕβ) de acordo com

xiβ = xiβ(x
1
α, ..., x

n
α) , θβi =

n∑

j=1

∂x
j
α

∂xiβ
(xβ(xα))θαj , i = 1, ..., n ,

onde xiβ = xiβ(x
1
α, ..., x

n
α) , i = 1, ..., n representam as mudanças de coordenadas α→ β em Mn.

Ex : A variedade T ∗Q, onde Q é o espaço de configuração, é o cenário básico para a
formulação Hamiltoniana da Mecânica Clássica, do ponto de vista geométrico. T ∗Q é identificado
com o espaço de fases de momentum (momentum phase space).

As coordenadas naturais costumam ser representadas por (q, p).
As equações de Hamilton mantêm seu aspecto perante mudanças de coordenadas naturais.

✷

– Estrutura de fibrado em T ∗M

T ∗M admite a estrutura de fibrado diferenciável gerada pelo fibrado coordenado

(T ∗M,M,π;F,G, {φ}) ,

onde:
• π : T ∗M −→M , π : (m, θm) 7−→ m;
• F , a fibra t́ıpica, é IRn;
• G, o grupo de estrutura, é GL(n, IR);
• {φ} ≡ {(Uα, φα)} é um conjunto de trivializações locais induzidas, como no caso do fibrado

tangente, pelas cartas de um atlas admisśıvel A da estrutura diferenciável de M . Os abertos Uα

são também os abertos das cartas de A, mas φα são as aplicações definidas por φα : π−1(Uα) −→
Uα × IRn, φα : (m, θm) :7−→ (m, θα), onde θα é a representação de θm na carta α.

A realização {σg} de GL(n, IR) é dada pelas matrizes

[

∂x
j
α

∂xiβ
(xβ)

]

, i, j = 1, ..., n ,

que são as transpostas das inversas das matrizes referentes à realização de GL(n, IR) no fibrado
TM .

Tal como ocorre com a garrafa de Klein e o toro torcido (pág. 47), os fibrados tangente
e cotangente de M têm o mesmo espaço base, grupo estrutural, sistema de transformações de
coordenadas e fibra t́ıpica. As aplicações σg : F −→ F são, porém, diferentes.
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– Campo vetorial cotangente ou covariante
É uma aplicação que associa a cada m ∈M um vetor cotangente θm ∈ T ∗

mM .
É uma seção transversal do fibrado (T ∗M,M,π; ...), definida por

σ :M −→ T ∗M , π ◦ σ = id .

Um campo cotangente θ(m) atuando sobre um campo tangente v(m) produz um campo
escalar f(m), onde se subentende que cada número real fm = f(m) é obtido pela atuação do
covetor θm = θ(m) sobre o vetor vm = v(m). Notação: θ(v) = f .

– Forma diferencial exterior p = 1, forma p = 1, 1-forma
É um campo vetorial cotangente diferenciável.

– Módulo Λ1(M)
É o conjunto de todas as formas p = 1 sobre M .
Λ1(M) forma um módulo [1, cap. 1.B.3] sobre o anel F(M) (funções diferenciáveis sobreM)

frente às operações dadas por
i) adição: (θ(m) + ω(m))(v(m)) := θ(m)(v(m)) + ω(m)(v(m)) ,
ii) multiplicação por função g: (g(m)θ(m))(v(m)) := g(m)θ(m)(v(m)) .

Não há análogo a parêntese de Lie para 1-formas.

– Imagem rećıproca (pull-back) de uma forma p = 1
Seja f :M r −→ N s um aplicação diferenciável em M , e θ(n), uma 1-forma sobre N .
As imagens rećıprocas dos covetores θ(n) perante f∗(n) são vetores cotangentes a M dados

por
(f∗nθn)m(vm) = θn(f

′

mvm)n , ∀vm ∈ TmM , ∀n = f(m) ∈ N .

A relação entre as representações de θ(n) e ωm = f∗(n)θ(n) num par de cartas (U,ϕ) e
(W,ψ) de M r e N s, tais que x = ϕ(m) e y = ψ(n = f(m)), é dada por

ωxi =
s∑

j=1

∂yj

∂xi
(x)θj(y) , i = 1, ..., r .

Diferentemente dos campos de vetores tangentes, as imagens rećıprocas dos campos de cove-
tores θ (n) formam sempre um campo vetorial cotangente diferenciável e, portanto, uma forma
p = 1, não importando se f possui ou não inversa. Tal forma p = 1 é denominada imagem
rećıproca da 1–forma θ(m).

A representação ω(x) do campo ω = f∗θ é obtida substituindo no lado direito da relação
acima y por y(x) referente à representação de f no par de cartas (U,ϕ) e (W,ψ).

Em notação intŕınsica, a imagem rećıproca de θ(n) perante f é definida pela relação entre
funções

(f∗θ)v = θ(f ′v) ◦ f .

Exerćıcio 49:
Considere o feixe (T ∗Q,Q, π). Sejam (q, p) ≡ (q1, ..., qn, p1, ..., pn) coordenadas naturais de

T ∗Q.

Obtenha a imagem rećıproca π∗θ de uma forma p = 1 qualquer θ(q) =
n∑

i=1
θi(q)dq

i sobre Q.
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Se θ(n) é um campo cotangente Cr, e f , uma aplicação Cr+1, a imagem rećıproca de θ(n) é
um campo Cr.

– Simetria de uma 1-forma
Uma 1-forma θ(m) sobre M é dita invariante perante um difeomorfismo f :M −→M se

f∗(f(m))θ(f(m)) = θ(m) .

Diz-se que f é uma simetria de θ(m) neste caso.
Notação: f∗θ = θ.
Ex :
Uma forma p = 1 qualquer sobre T ∗Q é representada num dado sistema de coordenadas

naturais (q, p) por θ(q, p) =
n∑

i=1

(
Ai(q, p)dq

i +Bi(q, p)dpi
)
, certo?

Considere o caso particular θ0(q, p) =
n∑

i=1
pidq

i.

θ0(q, p) é invariante perante o difeomorfismo f : IRn × IRn −→ IRn × IRn, f : (q̄, p̄) 7−→ (q, p)
que se refere a uma mudança de coordenadas naturais (pág. 69):

θ0(q, p) =

n∑

i=1

pidq
i =

n∑

i,j,k=1

p̄j
∂q̄j

∂qi
(q(q̄))

∂qi

∂q̄k
dq̄k =

n∑

j,k=1

p̄jδ
j
kdq̄

k =

n∑

j=1

p̄jdq̄
j = θ0(q̄, p̄) .

θ0 é denominada forma de Liouville e será abordada com mais detalhes à página 104.
Mudanças de cartas que deixam θ0 invariante são relevantes na Mecânica Clássica, onde são

chamadas de transformações canônicas homogêneas ou transformações de Mathieu. ✷

Ex :
Na Termodinâmica, a 1a lei, a 2a lei (parcialmente) e o interesse nas propriedades inde-

pendentes de tamanho de sistemas simples com um único componente qúımico conduzem a um
espaço de fases M5 definido por cartas compat́ıveis com uma carta de coordenadas −T, p, s, v, µ.

Neste espaço existe uma 1-forma θ(m) importante, a forma de Gibbs-Duhem [10]:

θ(−T, p, s, v, µ) = −sdT + vdp− dµ .

θ(m) é um exemplo de forma diferencial conhecida como forma diferencial de contato, e M ,
tendo θ(m) como forma destacada (distinguished), é uma variedade de contato (M,θ).

Coordenadas canônicas ou coordenadas de Darboux de (M,θ) são coordenadas (x, y, z) nas
quais θ(x, y, z) assume a aparência, chamada forma canônica,

θ(x, y, z) = y1dx1 + y2dx2 − dz .

Transformações canônicas em (M,θ) são mudanças de carta f : IR5 −→ IR5, f : (x̄, ȳ, z̄) 7−→
(x, y, z) que preservam a forma canônica de θ, a menos de uma função real λ(x̄, ȳ, z̄) 6= 0,

(y1dx1 + y2dx2 − dz) = λ(x̄, ȳ, z̄)(ȳ1dx̄1 + ȳ2dx̄2 − dz̄) .

Processos termodinâmicos quase-estáticos são transformações de contato: difeomorfismos
f : M −→ M , f : m 7−→ n tais que f∗(n)θ(n) = λ(m)θ(m), onde λ(m) é uma função real
arbitrária não nula. Quando λ(m) = 1, o difeomorfismo é chamado de transformação de contato
estrita.
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Referências:
V. Arnold [15, apêndice 4], referência obrigatória sobre geometria de contato;
L. Mistura [16], aplicação da geometria de contato à Termodinâmica;
L. A. Saeger [17], dissertação de Mestrado, envolve geometria de contato e contém aplicações

à Termodinâmica e à Mecânica Clássica. ✷

Exerćıcio 50:
a) Mostre que as transformações de Legendre são transformações canônicas de (M,θ). Con-

sidere, p. ex., a transformação (−T, p, s, v, µ) 7−→ (x, y, z) dada por

x1 = s , x2 = v , y1 = T , y2 = −p , z = µ+ Ts− pv

e comprove que θ(x, y, z) = λ(−T, p, s, v, µ)θ(−T, p, s, v, µ). Identifique a função λ.
Note que µ ≡ g e z ≡ u são, respectivamente, a função de Gibbs e a energia interna molares.
b) Considerando a representação de θ na carta referente à representação de energia,

θ(s, v, T,−p, u) = Tds− pdv− du, demonstre que a mudança de coordenadas (s, v, T,−p, u) 7−→
(x, y, z) correspondente à passagem para a representação de entropia, que não é uma trans-
formação de Legendre,

x1 = u , x2 = v , y1 =
1

T
, y2 =

p

T
, z = s ,

é também uma transformação canônica. Identifique λ.
c) A transformação (−T, p, s, v, µ) 7−→ (x, y, z) dada por

x1 = −µ , x2 = −T , ρ ≡ y1 =
1

v
, σ ≡ y2 =

s

v
, z = −p

é canônica?
Note que ρ e σ são, respectivamente, a densidade e a entropia volumétricas, ρ = N

V
, σ = S

V
.

(Veja L. Mistura [16] e L. A. Saeger [17].)

3.4 Tensor Genérico

– Referências
Três Senhoras[1, cap. III.B.5]; C. von Westenholz[4, cap. 6]; W. Thirring[11, cap. 2.4];

Abraham-Marsden[2, cap. 1.7]

– Tensor em m ∈Mn

Encontram-se na literatura duas versões de tensor.
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Versão 1

Tensor de posto q + p, q-contravariante e p-covariante ou tensor do tipo

(
q

p

)

em m ∈M

é uma classe de equivalência tm ≡ [txα ] de conjuntos txα constitúıdos de nq+p números reais,

txα ≡
[

t
i1...iq
α j1...jp

]

, (i), (j) = 1, ..., n, denominados componentes de tm.

Dois conjuntos txα e txβ
pertencem à mesma classe de equivalência, txβ

∼ txα , quando
satisfazem a lei de transformação

t
i1...iq
β j1...jp

=

n∑

(k),(l)=1

∂xi1β

∂xk1α
(xα) · · ·

∂x
iq
β

∂x
kq
α

(xα)
∂xl1α

∂x
j1
β

(xβ) · · ·
∂x

lp
α

∂x
jp
β

(xβ) t
k1...kq
α l1..lp

.

txα e txβ
assim relacionados representam tm nas cartas α e β, respectivamente.

Ex : Escalar, vetor tangente e vetor cotangente são casos particulares de tensor; são tensores

do tipo

(
0
0

)

,

(
1
0

)

e

(
0
1

)

, respectivamente. ✷

Exerćıcio 51:
a) Demonstre que se as componentes de um tensor misto de posto 2 são dadas em alguma

carta α por tiαj = δij , onde δ
i
j é a delta de Kronecker, então em outra carta β qualquer elas são

dadas também pela delta de Kronecker. (Dica: use a lei de transformação das componentes do
tensor e leve em conta a relação apresentada no item a) do Exerćıcio 24.)

b) Convença-se de que a propriedade acima não se cumpre para tensores de posto 2 com
q = 0, p = 2 ou com q = 2, p = 0 quando a delta de Kronecker é dada sob a forma δij ou δij ,
respectivamante

c) Demonstre que se as componentes de um tensor totalmente covariante de posto 2 são
anti-simétricas[simétricas] em alguma carta α, então as suas componentes são também anti-
simétricas[simétricas] em outra carta β qualquer, ou seja, demonstre que

tαji = ±tαij ⇒ tβkl = ±tβlk .

Observação: forma simplética (pág.101) e tensor métrico (pág. 102), de grande importância
na Geometria Diferencial e apresentados no próximo caṕıtulo, são tensores com essas proprie-
dades; são de posto 2, com os dois ı́ndices covariantes e são, respectivamente, anti-simétricos e
simétricos.

d) Será que as mesmas propriedades de simetria valem para um tensor contravariante de
posto 2? E para um tensor do tipo q = 2 e p = 2 em relação aos ı́ndices covariantes somente ou
contravariantes somente? E ainda para um tensor com q > 2 ou p > 2 em relação a qualquer
par de ı́dices superiores ou inferiores?

Observação: as formas diferenciais exteriores, de fundamental importância no Cálculo Ex-
terior e que serão apresentados no próximo caṕıtulo, são tensores totalmente covariantes e
anti-simétricos em relação a qualquer par de ı́ndices.

Versão 2

Tensor do tipo

(
q

p

)

em m é um elemento do espaço T q
p (m) a seguir apresentado.
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– Espaço tensorial T q
p (m) ou T

q
mp (M)

É o conjunto das aplicações ou formas multilineares

T q
p (m) = Lq+p(T ∗

mM, ..., T ∗

mM
︸ ︷︷ ︸

q cópias

, TmM, ..., TmM
︸ ︷︷ ︸

p cópias

; IR1) .

Um elemento de T q
p (m) é uma aplicação

tm :T ∗

mM × · · · × T ∗

mM
︸ ︷︷ ︸

q fatores

× TmM × · · · TmM
︸ ︷︷ ︸

p fatores

−→ IR1 , tm(θ1m, ..., θ
q
m, vm1, ..., vmp) = no

linear em cada um dos q + p argumentos θ1m, ..., θ
q
m, vm1, ..., vmp,

tm(..., αam i + βbmi...) = αtm(..., am i, ...) + βtm(..., bm i, ...) , ∀i , ∀α, β ∈ IR1 .

Ex : Um elemento tm ∈ T 0
2 (m) é dado na carta α por tm(vm, um) =

n∑

k,l=1

tαklv
k
αu

l
α. ✷

Ex : T 0
1 (m) = L(TmM ; IR1) é T ∗

mM , o espaço cotangente em m ∈M .
T 1
0 (m) = L(T ∗

mM ; IR1) é T ∗∗
m M , o bidual algébrico de TmM .

Para M de dimensão finita está garantido que TmM é reflexivo (veja pág. 66), isto é,
T 1
0 (m) ≡ T ∗∗

m M = TmM . Neste caso, uma aplicação linear tm : T ∗
mM −→ IR1, que em prinćıpio

pertence a T ∗∗
m M , é identificada com um vetor tangente vm ∈ TmM . ✷

Exerćıcio 52:
Demonstre que as componentes tαkl da função bilinear tm ∈ T 0

2 (m) dada no penúltimo Ex

obedecem à lei de transformação de um tensor do tipo

(
0
2

)

segundo a versão 1 de tensor.

T
q
p (m) forma espaço vetorial de dimensão nq+p perante as operações

i) adição: (tm + um)(...) := tm(...) + um(...) ,
ii) multiplicação por real α: (αtm)(...) := αtm(...) .

– Produto tensorial ⊗ e base de T q
p (m)

Casos particulares

Sejam θm, ωm ∈ T ∗
mM e vm, um ∈ TmM .

a) θm ⊗ ωm é a aplicação θm ⊗ ωm : TmM × TmM −→ IR1 definida por

(θm ⊗ ωm)(vm, um) := θm(vm)ωm(um) , ∀vm, um.

Observe que θm ⊗ ωm é uma forma bilinear, ou seja, é um tensor do tipo

(
0
2

)

.

Na versão 1 de tensor, o produto θm ⊗ ωm é definido numa carta α qualquer pela classe de
equivalência

θm ⊗ ωm := [gxα ] , gαij ≡ θαiωαj , i, j = 1, ..., n.

b) vm ⊗ um é o tensor do tipo

(
2
0

)

definido por

(vm ⊗ um)(θm, ωm) := vm(θm)um(ωm) , ∀θm, ωm ,

= θm(vm)ωm(um)
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ou, na versão 1, por

vm ⊗ um := [txα ] , tijα ≡ viαu
j
α , i, j = 1, ..., n.

c) vm ⊗ θm é o tensor do tipo

(
1
1

)

definido por

(vm ⊗ θm)(ωm, um) := vm(ωm)θm(um) , ∀ωm, um

ou por
vm ⊗ θm := [Sxα ] , Si

αj ≡ viαθαj , i, j = 1, ..., n.

d) θm ⊗ vm é o tensor do tipo

(
1
1

)

definido por

(θm ⊗ vm)(um, θm) := θm(um)vm(ωm) , ∀vm, ωm

ou por
θm ⊗ vm := [Txα ] , T i

αj ≡ θαjv
i
α , i, j = 1, ..., n.

Caso geral

O produto tensorial de Tm ∈ T
q
p (m) por Sm ∈ T r

s (m) é o tensor Tm⊗Sm ∈ T
q+r
p+s (m) definido

por

(Tm ⊗ Sm)(θ1m, ..., θ
q
m, ω

1
m, ..., ω

r
m, v

1
m, ..., v

p
m, u

1
m, ..., u

s
m) :=

:= Tm(θ1m, ..., θ
q
m, ω

1
m, ..., ω

r
m)Sm(v1m, ..., v

p
m, u

1
m, ..., u

s
m) ,

para quaisquer θm, ωm ∈ T ∗
mM, vm, um ∈ TmM , ou, na versão 1 de tensor, por

Tm ⊗ Sm := [txα ] , tα
i1...iqk1...kr
j1....jpl1...ls

≡ Tα
i1...iq
j1...jp

Sα
k1...kr
l1...ls

, (i), (j), (l), (k) = 1, ..., n.

Exerćıcio 53:
Será que o produto tensorial de dois tensores é mesmo um tensor? Demonstre que sim, mos-

trando, por exemplo, para o caso particular de Tm ∈ T 1
0 (m) e Sm ∈ T 0

1 (m), que as componentes
tiαj = T i

αSαj e tkβl = T k
βSβl de Tm ⊗ Sm estão relacionadas pela lei de transformação de um

tensor do tipo

(
1
1

)

.

Exerćıcio 54:
Dados θ1m, θ

2
m, θ

3
m ∈ T ∗

mM , mostre que
a) ⊗ é associativo: (θ1m ⊗ θ2m)⊗ θ3m = θ1m ⊗ (θ2m ⊗ θ3m).
b) ⊗ é distributivo: θ1m ⊗ (αθ2m + βθ3m) = α(θ1m ⊗ θ2m) + β(θ1m ⊗ θ3m) , ∀α, β ∈ IR1.

c) ⊗ não é comutativo: θim ⊗ θ
j
m 6= θ

j
m ⊗ θim.

O conjunto de todos os produtos tensoriais com q fatores pertencentes a TmM e p fatores
pertencentes a T ∗

mM ,

⊗qTmM ⊗p T ∗

mM ≡TmM ⊗ ...⊗ TmM
︸ ︷︷ ︸

q fatores

⊗ T ∗

mM ⊗ ...⊗ T ∗

mM
︸ ︷︷ ︸

p fatores

,
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coincide com T
q
p (m).

Se em ≡ {em1, em2, ..., emn} é uma base vetorial de TmM , e θm ≡ {θ1m, θ
2
m, ..., θ

n
m}, a respec-

tiva base dual, o conjunto dos nq+p produtos tensoriais

emi1 ⊗ ...⊗ emiq ⊗ θj1m ⊗ ...⊗ θ
jp
m , (i), (j) = 1, ..., n

constitui uma base vetorial de T q
p (m).

– Representação de tensores
Vide versão 1 de tensor.
Com respeito à versão 2, sejam em e θm a base e cobase naturais de TmM e T ∗

mM na carta
α, representadas por { ∂

∂x1
α
, ..., ∂

∂xn
α
} e {dx1α, ..., dx

n
α}, respectivamente.

A base natural de T q
p (m) é representada na carta α por

∂

∂xi1α
⊗ ...⊗

∂

∂x
iq
m

⊗ dxj1α ⊗ ...⊗ dx
jp
α , (i), (j) = 1, ..., n ,

e um tensor tm, por

txα =
n∑

(i),(j)=1

t
i1...iq
αj1

...jp

∂

∂xi1α
⊗ ...⊗

∂

∂x
iq
α

⊗ dxj1α ⊗ ...⊗ dx
jp
α .

Mudando a carta de α para β, { ∂
∂xi

α
} e {dxjα} transformam-se conforme

∂

∂xiβ
=

n∑

j=1

∂x
j
α

∂xib

∂

∂x
j
α

, dxiβ =
n∑

j=1

∂xiβ

∂x
j
α

dxjα , i = 1, ...n

e t
i1....iq
αj1...jp

, segundo a lei dada na versão 1 de tensor.

– Álgebra graduada (graded algebra) dos tensores em m ∈M

Considere o conjunto de todos os tensores, de qualquer tipo

(
q

p

)

, em m ∈M .

Este conjunto forma uma álgebra graduada com as operações de adição e de multiplicação
por real dados na página 74 e com o produto interno dado pelo produto tensorial.

A álgebra é dita graduada (graded) porque a adição só está definida para tensores do mesmo
tipo em q e p.

A álgebra é associativa, certo? A álgebra não é álgebra de Lie. Confere?

– Contração
Contração de um tensor, ou de um ı́ndice contravariante com um ı́ndice covariante de um

tensor, é uma aplicação linear C : T q
p (m) −→ T

q−1
p−1 (m) definida por

t
...j...
α...i... 7−→

n∑

k=1

t...k...α...k... .

– Produto contráıdo
É o produto tensorial de dois tensores seguido de uma contração de ı́ndices do tensor resul-

tante, no qual o ı́ndice contravariante origina-se de um dos dois tensores e o ı́ndice covariante,
do outro.
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Ex : Dados vm ∈ T 1
0 (m) e ωm ∈ T 0

p (m), um produto contráıdo posśıvel entre vm e ωm é
θm ∈ T 0

p−1(m) dado por

(viα, ωαj1j2...jp) 7−→ viαωαj1j2...jp 7−→
n∑

k=1

vkαωαkj2...jp = θαj2...jp .

Se ω é uma 1–forma θ(m), o produto contráıdo de vm = v(m) e θm = θ (m) em todos os m
produz um campo escalar. Certo?

No caso de ser ω uma p-forma com p = 1, 2, ..., n qualquer, a ser apresentada mais adiante
(veja pág. 82), o produto contráıdo exemplificado acima é a base do produto interior (veja pág.
108), simbolizado por ivω (v e ω são campos tensoriais, e ivω é o campo que resulta do produto
contráıdo em cada m. ✷

– Imagens de tensores induzidas por f :M −→ N

Uma aplicação f : M r −→ N s , : m 7−→ n = f(m) diferenciável em m ∈ M induz sobre
T 0
p (n) e T

q
0 (m) aplicações análogas a f∗n e f ′m:

a) ⊗pf∗n : ⊗pT ∗

nN −→ ⊗pT ∗

mM , definida por

[(f∗n ⊗ · · · ⊗ f∗n)(θn ⊗ · · · ⊗ ωn)]m(vm, ..., um) :=
:= (θn ⊗ · · · ⊗ ωn)(f

′

mvm, ..., f
′um)

= θn(f
′

mvm)n · · ·ωm(f ′mum)n
= (f∗nθn ⊗ · · · ⊗ f∗nωn)m(vm, ..., um) .

b) ⊗qf ′m : ⊗qTmM −→ ⊗qTnN , definida por

[(f ′m ⊗ · · · ⊗ f ′m)(vm ⊗ · · · ⊗ um)]n(θn, ..., ωn) :=
:= (vm ⊗ · · · ⊗ um)(f∗nθn, ..., f

∗

nωn)
= vm(f∗nθn)m · · · um(f∗nωn)m

= (f ′mvm ⊗ · · · ⊗ f ′mum)(θn, ..., ωn) .

⊗pf∗n e ⊗qf ′m também são simbolizadas, abreviadamente, por f∗n e f ′m, respectivamente.
Seja f : Mn −→ Nn uma aplicação difeomórfica em m ∈ Mn – lembre-se, f : M r −→ N s

difeomórfica implica r = s = n.
f induz a aplicação ⊗qf−1′

n ⊗p f∗n : ⊗qTnN ⊗p T ∗

nN −→ ⊗qTmM ⊗p T ∗

mM definida por

[(f−1′
n ⊗ · · · ⊗ f∗n ⊗ · · ·)(vn ⊗ · · · ⊗ θn ⊗ · · ·)]m(ωm, ..., un, ...) :=

:= (vn ⊗ · · · ⊗ θn ⊗ · · ·)(f−1′
m ωm, ..., f

′
mum, ...)

= (f−1′
n vn ⊗ · · · ⊗ f∗nθn ⊗ · · ·)(ωm, ..., um, ...) .

A imagem rećıproca Sm de um tensor Tn do tipo

(
q

p

)

é representado num par de cartas

(U,ϕ) e (W,ψ) de M e N , tais que m ∈ U , n = f(m) ∈W , x = ϕ(m) 7−→ y = ψ(n), por

S
i1...iq
xj1...jp

=

n∑

(k),(l)=1

∂xi1

∂yk1
(y) · · ·

∂xiq

∂ykq
(y)

∂yl1

∂xj1
(x) · · ·

∂ylp

∂xjp
(x)T

k1...kq
yl1...lp

.

Exerćıcio 55:

Dados M = TQn e o tensor Sm representado por S(q,p) =
n∑

i=1

∂
∂vi

⊗dqi nas coordenadas natu-

rais (q, v) ≡ (q1, ..., qn, v1, ..., vn), mostre que a imagem rećıproca de Sm perante o difeomorfismo
f : IRn × IRn −→ IRn × IRn, (q̄, v̄) 7−→ (q, v) referente a uma mudança de coordenadas naturais é

representada por S(q̄,v̄) =
n∑

j=1

∂
∂v̄j

⊗ dq̄j .
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– Fibrado tensorial T q
p (M)

É o conjunto de todos os tensores (m, tm), m ∈M , tm ∈ T
q
p (m) ou

T q
p (M) = ∪

m∈M
T q
p (m) .

T
q
p (Mn) não é espaço vetorial, mas é uma variedade diferenciável de dimensão n+nq+p, com

estrutura diferenciável (Ck−1) gerada pelo atlas induzido sobre T q
p (Mn) pela estrutura (Ck) de

Mn, do mesmo modo que as estruturas induzidas sobre TM e T ∗M .
As coordenadas naturais de (m, tm) ∈ T

q
p (M) induzidas por uma carta α qualquer de M

sobre T q
p (M) são (xα, txα), onde xα representa m e txα são as componentes de tm na carta α.

Exerćıcio 56:
Escreva a lei de transformação das coordenadas naturais de (m, tm) ∈ T

q
p (M) perante mu-

danças de carta induzidas por α→ β em M .

T
q
p (M) admite a estrutura de fibrado diferenciável gerada pelo fibrado coordenado

(
T q
p (M),M, πqp;F,G, {φ}

)
,

onde:
• π

q
p : T q

p (M) −→M , π
q
p : (m, tm) 7−→ m;

• F , a fibra t́ıpica, é IRnq+p

;
• G, o grupo de estrutura, é GL(n, IR);
• {φ} ≡ {(Uα, φα)} é uma famı́lia de trivializações locais induzidas pelas cartas de um atlas

admisśıvel A de M . Como no caso de fibrados diferenciáveis, os abertos Uα são os abertos
das cartas de A, mas φα são as aplicações dadas por φα : (πqp)−1(Uα) −→ Uα × IRn, (πqp)−1 :
(m, tm) 7−→ (m, tα), onde tα representa tm na carta α.

O grupo GL(n, IR) age sobre a fibra t́ıpica através do grupo de matrizes

[

∂xi1β

∂xk1α
(xα) · · ·

∂x
iq
β

∂x
kq
α

(xα)
∂xil1α

∂x
j1
β

(xβ) · · ·
∂x

lp
α

∂x
jp
β

(xβ)

]

, (i), (j), (k), (l) = 1, ..., n ,

que caracterizam a lei de transformação das componentes de tm perante mudanças de carta.

– Campo tensorial do tipo

(
q

p

)

É uma aplicação que associa a cada m ∈M um tensor tm ∈ T
q
p (m) do tipo

(
q

p

)

, ou seja,

é uma seção transversal

σ :M −→ T q
p (M) , σ : m 7−→ σ(m) = t (m) , πqp ◦ σ = id .

– Módulo X q
p (M)

É o conjunto dos campos tensoriais diferenciáveis do tipo

(
q

p

)

.

X q
p (M) forma módulo sobre o anel F(M) perante as operações

i) adição: (t+ u)
i1...iq
j1...jp

(x) := t
i1...iq
j1...jp

(x) + u
i1...iq
j1...jp

(x) ;

ii) multiplicação por função g: (gt)
i1...iq
j1...jp

(x) := g(x)t
i1...iq
j1...jp

(x) .
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O conjunto dos campos vetoriais diferenciáveis, X 1
0 (M), é usualmente denotado por X (M)

(veja pág. 63).

– Derivada de Lie, Lv

A derivada de Lie é uma generalização do conceito de derivada direcional de função real.
Vide, por exemplo, Três Senhoras [1, cap. III.2].

Lv é um instrumento importante no estudo de simetrias de campos tensoriais. Dados um
campo vetorial v e um campo tensorial T sobre M , se, p. ex., LvT = 0, o campo v é gerador de
uma transformação infinitesimal de M em M que deixa invariante o campo T .

Seja σt : M −→ M uma famı́lia de difeomorfismos locais parametrizados por t ∈ I ⊂ IR1,

e v(m) = dσt(m)
dt

∣
∣
∣
t=0

, o campo vetorial que dá a direção e “velocidade” do mapeamento σt em

cada m ∈M . v(m) é o campo gerador das transformações σt :M −→M .
As imagens de um m ∈M qualquer perante σt descrevem uma curva geométrica sobre M à

medida que t varia em I.
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Por outro lado, a um campo vetorial diferenciável qualquer v(m) corresponde (localmente,
pelo menos) um mapeamento σt relacionado às curvas integrais de v(m).

σt induz mapeamentos ⊗qσ′t, ⊗
pσ∗t e ⊗qσ−1′

t ⊗p σ∗t de campos tensoriais q-contravariantes,

p-covariantes e de campos mistos, do tipo

(
q

p

)

, respectivamente.

LvT (m) indica o quanto a imagem de T (m) ∈ X q
p (M) perante o mapeamento ⊗qσ−1′

t ⊗p σ∗t
gerado por v(m) difere de T (m).

LvT (m) é um campo tensorial do mesmo tipo que o de T (m).
A derivada de Lie de um campo tensorial T (m) ∈ X q

p (M) qualquer em relação ao (na direção
do) campo vetorial v(m) é uma aplicação

Lv : X
q
p (M) −→ X q

p (M)

definida como segue.

Casos particulares fundamentais

a) Função real g(m) :

(Lvg)(m) :=lim
t→0

1

t
[g(σt(m))− g(m)] = v(g)(m).

b) Campo vetorial tangente u(m) :

(Lvu)(m) :=lim
t→0

1

t
[σ−1′

t (u(σt(m))) − u(m)].
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•

m

•

n = σt(m)
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. u(m)

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ..........

σ−1
′

tu(n)

...............................................................................................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .........

❆
❆❆❯

σ−1
′

tu(n)− u(m)

.
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u(n)

c) Campo vetorial cotangente ω(m) :

(Lvω)(m) :=lim
t→0

1

t
[σ∗t (ω(σt(m))) − ω(m)].

•

m

•

n = σt(m)

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
...
...
..
...
...
..
...
...
..
...
...
...
...
...
...
....
...
....
...
....
....
....
.....
....
.....
.....
......
.....
.......
.......
........
.........
............
..............

..
..
..
..
.
..
..
..
.
..
..
..
..
..
.
..
..
..
..
..
.
..
..
..
.
..
..
..
..
..
.
..
..
..
.
..
..
..
..
..
.
..
..
..
.
..
.

..
..
...
..
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

v

···············
···············
···············
···············
···············
···············
···············
································· ω(m)

·························
·························

·························
········································σ∗t ω(n)

··················································································································

❆
❆❆❯

σ∗t ω(n)− ω(m)

················
················
················
················
······································
ω(n)

Caso geral

Campo tensorial T (m) ∈ X q
p (M) :

(LvT )(m) :=lim
t→0

1

t
[(⊗qσ−1′

t ⊗p σ∗t )(T (σt(m)))− T (m)].

Propriedades
1) Lv é um operador local:

Se T = S em uma vizinhança U(m) de m ∈ M , então LvT = LvS em U(m). Se
v1 = v2 em U(m), então Lv1T = Lv2T em U(m).

2) Lv é aditiva:
Lv(T + S) = LvT + LvS.

3) Lv satisfaz a regra de Leibniz:
Lv(T ⊗ S) = (LvT )⊗ S + T ⊗ (LvS).

Representações básicas

a) Função real g(x) : Lvg(x) =
n∑

i=1
vi(x) ∂g

∂xi (x) = v(g)(x).

b) Base natural ∂
∂xi : Lv

∂
∂xi = −

n∑

j=1

∂vj

∂xi (x)
∂

∂xj .

c) Cobase natural dxi : Lvdx
i =

n∑

j=1

∂vi

∂xj (x)dx
j .

As propriedades e representações básicas acima permitem calcular com facilidade a derivada
de Lie de qualquer campo vetorial.

Ex : Dado um tensor do tipo

(
1
1

)

representado por T (x) =
n∑

i,j=1
T i
j (x)

∂
∂xi ⊗ dxj , LvT é
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obtido usando as propriedades 2) e 3) acima,

(LvT )(x) =

n∑

i,j=1

[(LvT
i
j (x))

∂

∂xi
⊗ dxj + T i

j (x)(Lv
∂

∂xi
)⊗ dxj + T i

j (x)
∂

∂xi
⊗ (Lvdx

j)] ,

e substituindo nesta expressão as representações básicas a), b) e c). ✷

Exerćıcio 57:
a) Dado um campo vetorial u(m), mostre que Lvu é representada numa carta de coordenadas

x por

(Lvu)(x) =

n∑

i,j=1

[vi(x)
∂uj

∂xi
(x)− ui(x)

∂vj

∂xi
(x)]

∂

∂xj
.

b) Comprove que Lvu = [v, u], onde [v, u] é o parêntese de Lie dos campos v e u (pág. 62).
c) Obtenha a representação de Lvθ para uma 1-forma θ(m) nas coordenadas x.

d) Para um campo tensorial t(m) genérico, do tipo

(
q

p

)

, mostre que as componentes de

Lvt nas coordenadas x são dadas por

(Lvt)
j1...jq
i1...ip

=

n∑

k=1

[vk
∂t

j1...jq
i1...ip

∂xk
− t

k...jq
i1...ip

∂vj1

∂xk
− · · · − t

j1...k
i1...ip

∂vjq

∂xk
+ t

j1...jq
k...ip

∂vk

∂xi1
+ · · ·+ t

j1...jq
i1...k

∂vk

∂xip
].

e) Para v e u campos vetoriais e f função real (diferenciáveis), use o item anterior para
mostrar que

Lv(fu) = Lv(f)u+ fLvu,

relação que também pode ser obtida do demonstrando do Exerćıcio 44, ao ser usado o item a)
acima, ou, ainda, de uma das três propriedades (qual delas?) apresentadas anteriormente para
a derivada de Lie.

– Simetria de um campo tensorial
Dado um campo vetorial diferenciável v(m), seja m = σ(t,m0), representada por xi =

xi(t, x0), i = 1, ..., n, a curva integral (pág. 62) de v(m) que passa por m = m0 no “instante”
t = 0.

A variação de uma função real f(m) ao longo de m = σ(t,m0) em m0 é dada por

ḟ(m0) ≡
df

dt
(σ(t,m0))

∣
∣
∣
∣
t=0

=

n∑

i=1

[
∂f

∂xi
(x(t, x0))

dxi

dt
(t, x0)]t=0 =

n∑

i=1

∂f

∂xi
(x0)v

i(x0) = (Lvf)(m0) .

Se ḟ = Lvf = 0, f é invariante, permanece constante, ao longo das curvas integrais de v.
Analogamente, a variação de um campo tensorial qualquer T (m) ao longo de m = σ(t,m0)

é dada por Ṫ = LvT .
Teorema : T é invariante perante o grupo (local, ou pseudo-grupo) σt de transformações

de M em M gerado por v se, e somente se, LvT = 0. (Vide Três Senhoras [1, cap. III.C.2].)
Quando LvT = 0, diz-se que v é uma simetria de T .
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