Capitulo 3

TENSORES E CAMPOS TENSORIAIS

— Introdugao

Tensores apéiam-se sobre variedades diferencidveis. Em cada elemento m de uma variedade
diferencidavel M™ existem infinitos tipos de tensores. Cada tipo é representado por um conjunto
de nimeros reais, os quais dependem do sistema de coordenadas utilizado na vizinhanca de m.
Mudando o sistema de coordenadas, mudam os ntimeros representativos do tensor. A mudanca
dos numeros representativos obedece a uma lei de transformacao que define o tipo de tensor.

Um campo ou funcao tensorial de um determinado tipo de tensor é uma aplicagdo que associa
a cada elemento m € M"™ um elemento do conjunto de tensores, do tipo considerado, em m.

Neste capitulo sao apresentados tensores e campos tensoriais, bem como elementos e conceitos
adicionais intimamente ligados a eles.

— Referéncias
a) Trés Senhoras [1, cap. 3|;
b) Abraham-Marsden [2, cap. 1 e 2J;
c) W. L. Burke [9, cap. IIJ;
d) W. Thirring [11, cap. 2].

3.1 Escalar

— Campo escalar, funcao real sobre M
E um aplicacao f: M — R'.

— Representagao de f: M — R' numa carta (Ua, pa)
E a aplicacdo composta (pag. 4) fo = fo@a', ou seja, é a funcio f, : ¢a(Us) — R dada
por fo(zq) = f(m) em qualquer z, = pq(m) , m € U,.
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Rn

— Lei de transformacgao escalar
Mudando a carta de « para (8, com U, NUg # 0, a representagao f, muda para fz = fo (pEl
e tem-se, para m € U, N Ug,

fa(xg) = falza) -
Conhecida a expressao analitica de f, em ¢, (U,NUpg), fz é obtida a partir dela por fz(zg) =
(fa o pao @El)(xﬁ) = fa(za(zp))
f3 sobre gpg(Ua N Ug) é a imagem reciproca — veja a seguir — de f, perante (p, o 9051.

(Pa(Ua ﬂUﬁ) (Pﬁ(Ua ﬂUﬁ)

— Imagem reciproca (pull-back) de uma aplicagao
A imagem reciproca da aplicagdo g : N — @ perante f : M —> N é a aplicagdo f*g :
M — Q definida por (f*g)(m) := (g o f)(m) = g(f(m)).

Para uma aplicacao composta vale (f o h)* = h* o f*.
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— Representacao de uma aplicagao f: M" — N¥
As dimensdes das variedades M" e N® podem ser quaisquer.
Sejam (U, ) e (W, 1)) cartas de M" e N°® que contém m e n = f(m), respectivamente.
A representagdo de f no par de cartas dado é a aplicacio composta 1) o f o ™!,

Notacdo: y' = y'(z!,...,2"), i =1,...,s, onde z = @(m), y = Y(m).

R’f‘
A representacio de um campo escalar é o caso particular no qual N* =R' , ¢ = id.

— Atencao

As representacoes de aplicacOes sao aplicagoes entre espagos vetoriais euclidianos, R" e R®, e
sao analisaveis em termos do Calculo Diferencial usual.

Esse detalhe é bésico para a extensao do Célculo a variedades diferencidveis.

— Diferenciabilidade

Diz-se que f : M™ — R' é diferencidvel em m € M se a representacdo de f em alguma
carta « é diferencidvel, no sentido usual do termo, em z, = @, (m).

Diferenciavel no sentido usual do termo significa que todas as derivadas parciais da funcao
real f, : o(U) C R™ — R' existem e sdo continuas no ponto x4 = @ (m).

Diferenciabilidade é um conceito intrinsico, independente de carta, como se conclui do
proximo exercicio.

Exercicio 35: Prove que se fo € diferencidvel em xo = po(m), entio fg € diferencidvel em
xg = @g(m) para qualquer carta admissivel que contém m (use a regra da cadeia,).

f é considerada C! se a sua representacio em alguma carta é de classe C! (pag. 24) —
subentende-se | < k, onde k especifica a classe C* da estrutura diferencidvel de M.

Diz-se que a aplicagao f : M" — N¥ é diferencidvel em m € M se a representagao 1o fop™
para algum par de cartas é diferencidavel em = = p(m).

Analogamente & funcao real, diz-se que f é de classe C' em m € M" se todas as derivadas
parciais de ordem [ de 1po fop™!, que atua entre R” e R®, existem e sdo continuas em z = ¢(m).

1

— Difeomorfismo
f:M" — N*® éum difeomorfismo C' se f é bijetora e se f e f~! sdao, ambas, C! (I > 1).
As dimenstes de M" e N*® devem ser necessariamente iguais nesse caso, r = §.
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— Anel F(M)
Seja F(M) o conjunto das funcgoes reais f(m), g(m), ... definidas sobre M e diferencidveis
de classe C* com k suficientemente grande nas aplicacdes onde sio usadas.
F(M) forma um anel [1, cap. 1.B.2] perante as seguintes operagoes internas:
i) adicao: (f + g)(m) := f(m) + g(m);
1) multiplicacao: (fg)(m) := f(m)g(m).

— Diferencial ou derivada

A definicao em termos de uma aplicag@o linear serd apresentada posteriormente, depois da
conceituagao de vetor tangente (vide pag. 57).

Por enquanto, relembrando a idéia de derivada ou diferencial de uma aplicacao f : R® — R™,

dada na pag. 21, o diferencial ou derivada de f : M" — R' em m € M™ é definido como a

classe de equivaléncia f'(m) = [f/(z4)] formada pelas n-uplas f, = (%(xa), e gi’i (:Ea))

de derivadas parciais das representacoes de f, calculadas nos pontos representativos de m, x, =

Pa(m).
A relagdo de equivaléncia entre f;,(za) e f5(zp5) é a lei de transformagdo covariante,

afﬁ - 8foz &T(jx .
- p— e 6% - ) = 1, ceey .
g o0) =2 SR ) =L

O diferencial de f : M"™ — N*® é conceituado de maneira andloga, substituindo na relagao
0fs  Ofa off  ork

Bw% ’ 8:(:?; 3I;3 ’ 6Z‘£ ’

de equivaléncia acima n por r e as derivadas parciais ondei=1,..,r e

k=1,..,s.

— Ordem (rank, rang) de uma aplicacao diferencidvel

Primeiramente, alguns conceitos auxiliares.

Dimensao (order) de uma matriz quadrada é o nimero de filas, ou colunas, da matriz;

Chama-se matriz singular a matriz quadrada cujo determinante é nulo. Se este nao é nulo,
a matriz é dita nao-singular;

Ordem de uma matriz, nao necessariamente quadrada, é a dimensao da maior sub-matriz
quadrada nao singular que puder ser encontrada na matriz.

Mesmo sendo quadrada, a ordem da matriz pode ser menor do que a sua dimensao — quando
ela é singular.

Agora, ao conceito principal.

Seja f : M" — N*® uma aplicacio diferencidvel e sejam y* = fi(z!,...,27, ..., 2"), i =1,...,s
a representacdo de f em algum par de cartas e M"*® a matriz formada pelas derivadas parciais

de y = f(z),

)

Ordem da aplicacdo f no ponto m € M" representado por x é a ordem da matriz M"*5,

M7XS — |:

— Imersao, mergulho e submersao

Seja f: M"™ — N® uma aplicagao diferenciavel.

Se a ordem de f é igual a r — neste caso r < s — para cada m € M", entao f é chamada de
imersao (immersion) (veja, por ex., [1, cap. IV.C.5]).

Para uma definicao equivalente de imersao, baseada na visdo de derivada como aplicagao
linear entre espagos tangentes (pag. 57), veja a retomada do conceito de imersao a pag. 58.
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Se a ordem de f é igual a s — neste caso r > s — para cada n € N¥, entdo f é chamada de
submersao (submersion).

Uma imersao nao é necessariamente injetora.

Uma imersao em que f é também injetora é denominada mergulho (embedding, plongement).

— Subvariedades

Seja f : M™ — N® uma aplicagao diferenciavel.

Se f é uma imersao nao injetora, a imagem de M™ perante f, f(M"™) C N, nao é subvarie-
dade (péag. 35) de N*.

Se, porém, f é um mergulho, entdo f(M"™) é uma subvariedade de N*.

O préximo teorema aborda subvariedades M"™ definidas por um sistema de equagoes.

Teorema:

Seja S o subconjunto de M™ definido por s equacdes, S = {m € M"|fi(m) =0,i=1,...,s},
onde fi(m) sdo funcdes reais diferencidveis tais que a ordem da aplicagio F : M"™ — R°,
F:m s (fY(m),..., f*(m)) seja s para cada m € S. Entdo S é uma subvariedade de dimensio
n—sde M™.

Sera que F' é uma submersao de M"™ em R°? E a restricao F|q7

Ex :

Um exemplo simples de subvariedade do R", coordenadas x = (z!,...,2"), é a esfera S~ !,

definida por S"~! = {z € R"| }_ (z%)?> — 1 =0}.
i=1

n .
A aplicacdo F : v +— > (2%)% — 1 é diferencidvel e de ordem 1 em cada x € S"" !, o que
i=1
torna S"~! uma subvariedade diferencigvel do R".
Um caso particular desta situacdo é a esfera S2, ja identificada de modo alternativo como

subvariedade do R® no Ex : c) na pagina 36. O

3.2 Vetor Tangente

— Vetor tangente a M em m, vetor em m.
Para variedades diferencidveis de dimensao finita encontram-se trés versoes de vetor tangente.

Versao 1

Vetor tangente ou, simplesmente, vetor em m € M™ é um tensor de posto 1 (rank 1)
contravariante em m, ou seja, é uma classe de equivaléncia v, = [v,,] de n-uplas v, de
nimeros reais, v, = (v}, ...,v"), denominadas componentes de vyy,.

Duas n-uplas v, € vz, pertencem a mesma classe de equivaléncia, vy, ~ v, se satisfazem

a lei de transformacdo contravariante

. " Ot ,
vh =Y —Z(wa)vl, . i=1,...n.
s oxl,
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Vg, € Uz assim relacionados representam vy, nos pontos z, = @a(m) e xg = @g(m) das
cartas « e 3, respectivamente.

Ex : Velocidade generalizada de uma particula mecanica no ponto mgy do seu espaco de
configuracao. Considere, p. ex., a particula sobre uma mesa plana, considerada como M = R?
com a estrutura diferenciavel usual, movendo-se de acordo com m = C(t) , mg = C(t = 0).

: : i _
Nas coordenadas x,, cartesianas, digamos, v, = —

Nas coordenadas T3, plano-polares, p. ex., Vg =

2. oxi j
i 3 dx? _
Vsg ™ Vags POIS U =35 27 (a) T

2
- J
=1 t=0 j=1 Oy,
Exercicio 36:
Suponha a particula descrevendo uma curva v = acos(bt) , y = asin(bt). Quais sio as
representagoées da posi¢io mg e da velocidade generalizada v,,, em coordenadas cartesianas (z,y)
e plano-polares (r,0)?

Exercicio 37:
E possivel definir vetor tangente para wma variedade C°?

Versao 2

Vetor tangente a M em mg é uma classe de equivaléncia de curvas (paramétricas) tangentes

em my,
Vg =[C:TCR' — M , Ct)=m , C(t=0)=myg].

Duas curvas C e C sdo ditas tangentes em mg se suas imagens Cy = @4 0C e Cy = 0o 0 C

perante @, sdo tangentes uma a outra no ponto , = @, (mg) em alguma carta «.

dCy _ dCa
dt lt=0 — " dt

C, e C, sao tangentes em x, se K
t=

dC,
Vo = d—ta ’t:O

. d(peoC A e s
A “velocidade” vy, = %‘ representa na carta a a classe de equivaléncia a qual C

pertence e, conseqiientemente, o vetor tangente vy, .
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Dada uma carta o, a cada n-upla V' corresponde em my € U um vetor tangente v,,, que
tem V como representante v,, =V em z4 = ©(mg) , Vme = [C(t) = ¢5 (9o (mo) +tV)].

Exercicio 38:
Prove que o critério de tangéncia de curvas C' e C' nao depende de carta. (Mostre que vy,
e vy, estao relacionados pela ler de transformagdo contravariante, e )

— Comentario

Quando M é uma superficie diferencidvel (vide pag. 22) mergulhada no R3, p. ex., é possivel
verificar diretamente, por célculo usual no R?, se duas curvas C' e C sobre M sao ou nio tangentes
em myg. Este critério de tangéncia nao é, porem necessariamente equivalente ao anterior, em
termos de imagens C,, e C, tangentes em x. E preciso verificar se alguma carta da estrutura
diferencidvel definitéria de M nao viola o critério (B) (pag. 22),

oz,
‘agugg . #0 e/ou ...

Cumprindo-se (B), os critérios sdo equivalentes e a cada terna % ‘ o = (2 (0),9 (0), 2 (0))

corresponde um par % —0 = (vl =4 (0),92 =0 (0)) na carta a, e vice-versa. Mudando de
carta, o par correspondente a cada terna muda de acordo com a lei de transformacao contra-
variante. Isso possibilita a percepcao de um vetor tangente como uma terna, a qual pode ser
visualizada como um segmento orientado no espaco R?, tangendo M em my.

Esta situacao é um bom modelo para apreciar que vetores tangentes sao entes intrinsicos,
que permanecem invariantes perante mudancas de coordenadas enquanto suas representagoes
variam.

Quando, porém, a estrutura diferencidvel adotada para a superficie é tal que (B) nao se
cumpre em my, os critérios de tangéncia nao sao equivalentes e a correspondéncia terna-par
mencionada acima deixa de existir. Vetores tangentes em mg continuam, porém, existido, mas
nao so mais visualizdveis como setas no R®. Vocé concorda, ou nao?

Exercicio 39:

Considere o Plano (X,Y) no R® com as estruturas diferencidveis (1), (2) e (3) apresen-
tadas na pagina 23.

a) Para qual ou quais das estruturas um segmento orientado e sentado sobre qualquer ponto
dos eizos X ou'Y representa um vetor tangente?

b) Obtenha as curvas C e C correspondentes as curvas Cy e C,, dadas por (u =t , v =0)
e (w=0,7v=t), respectivamente, e teste a equivaléncia dos dois critérios de tangéncia, para
cada wma das estrururas.

¢) Se uma particula vinculada ao Plano (X,Y) se move sequndo v =t , y=0, z =0, qual
€ a sua velocidade no instante t = 0 para cada uma das estruturas?

Versao 3

Sejam v, = [v,,] um vetor e f uma funcao real diferencidvel em m.
Com a representagao vy, de v, em uma carta o qualquer constréi-se o operador diferencial
1 0 9 0

Vgo = U +aa2

o g1 4+ 40"

9
Cl{al;g?

que, atuando sobre a representacao f, de f, gera um numero real n2,



Capitulo 3. Tensores e Campos Tensoriais 56

- 7 afoa
Vzq (fa) :Z Vo al’a

i=1

ey

Este ntmero é independente de carta, como decorre do exercicio seguinte, o que permite

associar ao vetor tangente um operador intrinsico, também simbolizado por vy, tal que vy, (f) =
o
n2.

7 8fq

T
@ ozl

n
A representagao vy, (fo) =Y, v de v, (f) em qualquer carta « sugere o entendimento
i=1 To

de vy, (f) como derivada direcional de f na “dire¢cao” de vy,.

Exercicio 40:

Mostre que vg, (fo) = vay(f5) = n°
(Use as leis de transformagao contra e covariantes.)

O operador v,, satisfaz as seguintes propriedades:
a) linearidade:

vm(af + B9) = avm(f) + Bum(g) , o, B €R' e f e g diferencidveis em m.
b) regra de Leibniz:

vm(fg) = f(m)vm(g) + g(m)vm(f) .

Um operador desse tipo é chamado de derivagao (derivation).

Um vetor tangente define uma derivacao. O inverso, porém, sé é garantidamente verdadeiro
para variedades de dimensao finita. No caso de dimensao infinita sdo necessarias hipdteses
adicionais (vide Trés Senhoras, cap. VIL.A.1, pdg. 545).

Para variedades M"™ de dimensao finita, qualquer derivacdo € identificada com um vetor
tangente (veja Trés Senhoras, cap. II1.B.1, pdg. 117 e, também, pag. 545).

Esta terceira versao de vetor tangente é muito usada na Geometria Diferencial.

— Espaco tangente T,,M ou T,,(M)

Eo conjunto de vetores tangentes a M em m.

T,,M forma espaco vetorial frente as operagoes definidas, na versdo 3, por exemplo, por
i) adicdo: (vm + um)(f) = v (f) + um(f),
i7) multiplicacao por escalar a: (avy,)(f) = avn(f).

A dimensao do espago vetorial T,,M — ntmero de vetores linearmente independentes — é
igual & dimensao da variedade diferencidvel M.

Obs. T,, M nao possui produto escalar natural.

Se as trés versoes de vetores forem sentidas como estruturas distintas, deve ser entendido,
porém, que sao isomorfas, o que significa dizer que hé entre os espacos vetorias correspondentes
bijecbes que preservam estrutura vetorial.

— Base natural de T,, M.
Dada uma carta a qualquer de M", base natural de T,,M"™ na carta « é a base vetorial de
T, M™ composta dos vetores tangentes em m € M"™ representados por

o o 0
ozt o0z2"  oxn )

Mudando a carta de « para (3, a base natural muda — ela é dependente de carta — e é dada

%, %%, e 82" }, 0s quais estao relacionados

™

na nova carta pelos vetores representados por {
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com os anteriores de forma covariante

i—i a—xéi , 1=1,...n.

As componentes de um vetor tangente na base natural variam, porém, de maneira contravariante.

— Diferencial ou derivada

Seja f: M"™ — N® uma aplicagao diferenciavel em m € M.

f mapeia uma curva qualquer Cs(t) , Cas(0) = m sobre M em uma curva Cn(t) , Cn(0) =
f(m) sobre N. Cy ¢ a imagem reciproca de f perante Cy; , Cny = C}, f, certo?

f preserva tangéncia de curvas, certo?

Sejam vy, € up(y) 0s vetores tangentes que correspondem a Cyy e Cn(= Cj,f), respectiva-
mente.

Sejam x = ¢(m) , y = ¥(f(m)) , y = y(x) , vy e vy as respectivas representacoes dos
elementos m , f(m), f, vm € ug(y) num par de cartas (U, ) e (W, ) quaisquer que contenham

me f(m).

Exercicio 41: .
a) Mostre que ul, :'21 %(m)v% i=1,..,s. (Considere a versio 2 de vetor tangente.)
‘]:

b) Para uma fungao real h: N — R' diferencidvel qualquer em f(m), mostre que

ugm)(h) = vm(ho f).
(Considere a versao 3 de vetor tangente e o resultado do item anterior).

O diferencial ou derivada de f em m é a aplicagdo ou operador f; : T, M — Trm)N que
associa a cada vy, € Ty M o vetor ug(y,) € Tm)N dado acima.
Usando a versao 3 de vetor tangente, f/, é definivel por

(fr/nvm)f(m)(h) = 'Um(h © f) s

onde h é qualquer fungao real diferencidvel em f(m).

A aplicacao ou operador f/ é representado no par de cartas acima pela matriz [% (:17)] , 1=
1,..,8,5=1,...,r.

Outras notagdes para o diferencial sao f'(m), Df(m), Tf(m), f«(m),..., dependendo do
contexto.

— Imagem (push—forward) de vy,
Uf(m) = [ (Vm) é denominada a imagem de vy, perante f.
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Exercicio 42:
a) Mostre que f], é linear. (Use o item a) do exercicio anterior.)
b) Mostre que (fog),, = f;(m) ogh,.

— Imersao

Seja f: M"™ — N® uma aplicacao diferenciavel, nao necessariamente injetora.

Uma conceituagao de imersao equivalente a apresentada na péagina 52 vale-se da aplicacao
induzida f, : Trn M" — Ty N

f é uma imersdo se a aplicagao f,, é injetora ou, mais precisamente, se f;, é um isomorfismo
entre T;, M" e o sub-espago vetorial (de dimensao r) fy,(TrnM") C T,y N® para cada m € M".

Certifique-se de que os dois conceitos sao equivalentes, subentendendo-se que as dimensoes
das variedades dominio e contradominio de f sejam finitas.

No caso de variedades de dimensao infinita, imersao € caracterizada pela propriedade de
isomorfismo de f/, (vide [1, pag. 549]).

— Fibrado tangente (tangent bundle) TM ou T(M)
E o conjunto de todos os vetores tangentes a M,

TM = {(m,vy)||m € M,vy, € T,, M} .
E a unido de todos os espagos tangentes 1, M,

™ = U T, M.
meM

Obs. v, a rigor, j& denota um vetor tangente qualquer, mas a notacdo (m,v,,) apresenta
algumas vantagens e é muito usada na literatura. Cuidado: (m,v,,) pode dar a impressao de
que T'M é produto cartesiano de dois espacos, de M com T,,M, o que nao é verdade; T,,M e
Ty M, m' # m, por exemplo, sao conjuntos diferentes, que nao tém relagaio um com o outro, e,
portanto, nao faz sentido escrever T'M como M x T,, M ou algo parecido.

T M nao é espaco vetorial, apesar de ser a unidao de espagos vetoriais; v, € v, nao podem
ser somados quando m’ # m, ja que a operagao de adi¢ao sé esté definida para m’ = m.

— Coordenadas naturais de T M
Cada carta ¢, : Uy, — V,, da estrutura diferenciavel (C*) de M™ induz sobre TM" uma
A A
carta Po: U T, M"™ — Vo X R™ C R" X R" |, ¢o: (M, vy) — (T, va), onde 24 € v, S40,

meUa
respectivamente, as representagoes de m e vy, na carta (Uy, @q)-
As cartas induzidas sobre TM™ pelas cartas de M"™ formam um atlas, denominado atlas
natural de TM™.
Os niimeros reais (7q,vq) = (z), ..., 27, v}, ...,0") sdo denominados coordenadas naturais de

(m,vm) € TM"™ e transformam-se perante mudangas de carta induzidas por (U, o) — (Ug, ¥3)
conforme

. . ox’
T = :EZB(:E}X, n XY vﬁ Z 6 , i=1,..,m,
&Ta
onde xlﬁ = a:lﬁ(a:}x, wny), i =1,...,n representam (Uy, ¢o) — (Us, ¥g).

Existem, naturalmente, mudancas de carta admissiveis sobre TM™ que nao sao representadas
pelas relagoes acima; que nao sao, portanto, induzidas por mudangas de coordenads de M™.



Capitulo 3. Tensores e Campos Tensoriais 59

TM"™, dotado da estrutura diferencidvel gerada pelo atlas natural, constitui uma variedade
diferencidvel (C*~1) de dimensao 2n.

Ex : A variedade T'Q", onde Q™ é o espaco de configuragao, é o cendrio para a formulacao
Lagrangiana da Mecanica Classica, do ponto de vista geométrico. T'Q™ é o espago de evolugao
do sistema e é também chamado de espaco de fases de velocidade (velocity phase space).

As coordenadas naturais costumam ser representadas por (g,¢) ou (g,v) e sao conhecidas
como coordenadas e velocidades generalizadas.

As equagbes de Euler-Lagrange mantém a sua forma, seu aspecto, perante transformacoes
de coordenadas naturais. O

— Estrutura de feixe em T'M
TM admite uma estrutura de feixe (pag. 39), dada pelo trio (T'M, M, ), onde a projegao
7, denominada no presente contexto de projecdo canodnica, é a aplicagao

T:TM — M | 7:(m,vy)— m.

A fibra sobre m, isto é, o conjunto F,, tal que 7(F,,) = m, é o espago T,,, M.

v 77g

M m

TM nao é feixe produto (pag. 40), pois, como foi observado na pégina anterior, ndo pode
ser escrito como M x T, M; todas as fibras T,, M, T,y M, ... sao distintas uma da outra; tém
“cores” diferentes.

Teorema: T'M™ é um feixe trivial (pag. 41) quando M™ é contratil (pag. 17).

Trivial significa, no presente caso, que existe um homeomorfismo global ¢ entre TM™ e o
feixe produto M™ x R", dado por ¢ : (m,vy,) — (m,y), m € M™ | y € R".

— Estrutura de fibrado em T M
TM admite, mais precisamente, uma estrutura de fibrado diferencidvel (pag. 47) que tem
por gerador o fibrado coordenado

(TM7M77-;F7G7 {é})a
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onde:

« F', a fibra tipica, é R™;

« G, o grupo de estrutura do fibrado, é GL(n,R), o grupo das transformacoes lineares de R"
em si mesmo;

e {0} = {(Ua, o)}, a familia de trivializacoes locais (pag. 43) que recobrem TM, sao
induzidas pelas cartas {(Uq, ¢o)} de um atlas amissivel A da estrutura diferencidvel de M. Os
abertos U, em {¢} sdo os dominios das cartas a de A, como deve ser, segundo a definigdo de
fibrado diferencidvel, e ¢, 30 as aplicacdes ¢, : 7 H(Uy) — Ua XR™ | dg 1 (M, ) — (M, 04,
onde vy = ¢, (vy,) é a representacao de vy, na carta a.

As trivializagoes locais s&o o andlogo das cartas na conceituagao de variedades diferencidveis.

A ,
o= (¢a,¥a)

Mudando de carta em M, de « para 3, as imagens perante ¢, dos elementos de uma fibra
F,(= T5,, M) mudam sobre a fibra tipica F'(= R") de v, para vg segundo a lei de transformacao
contravariante. Esta mudanca é entendida como a acao de um elemento do grupo de estrutura

G sobre F. {¢,} determinam uma realizacao {04} de GL(n,R) — uma representagao, neste
caso, pois R" é espaco vetorial —, dada pelas matrizes referentes a mudancas de carta
i
Ol

8?(1'(1)] s Z,j = 1,...,71.
e}

— Prolongamento ou tangente 7f de f: M — N
Seja f: M — N, f: m+—— n diferencidvel em M.
Prolongamento ou tangente de f é a aplicacao T'f : TM — TN definida por

Tf:(m,vm)— (nyup) , n=Ff(m) , u,=f (vm) .
T f preserva fibra, isto é, leva fibras em fibras; o seguinte diagrama comuta,
™ s TN

| ™ 5 rveTs=foru.

M —— N
f
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Ex : No formalismo Lagrangiano da Mecénica Cléssica é de interesse o prolongamento de
70:TQ — Q.

T
T(TQ) — TQ

- e

Qo —— Q
TQ

T(TQ) é o duplo fibrado tangente de Q. E interessante observar que T(TQ) admite duas
estruturas de feixe: (T(TQ),TQ,1rq) e (T(TQ),TQ,TTq).

Se (g,v) sao coordenadas naturais de T'Q e (q,v,u,a) sdo coordenadas naturais de T(T'Q),
valem 77¢ : (¢,v,u,a) — (q,v) e T'1q : (q,v,u,a) — (g, u).

Repare que (q,v,v,a) é projetado, qualquer que seja o valor de a, no mesmo elemento
(g,v) € TQ, tanto por g como por T'7g. O

— Campo vetorial
E uma aplicacao que associa a cada m € M um vetor tangente v,, € T,, M.
E uma secio (pag. 41) de (TM, M, T, ...).
Uma secao de (T'M, M, ,...) é uma aplicacao

c:M—TM , Too=id.

TM

M m

Obs. Existe outro tipo de tensor de posto 1, também chamado de vetor, o vetor cotan-
gente ou covariante (pag. 64). Quando na literatura aparece o nome campo vetorial, sem a
especificacao do tipo do vetor, é subentendido tratar-se de vetor tangente.

Um campo vetorial v(m) atuando sobre uma funcao real diferencidvel f(m), v(f), produz
um numero real associado a cada m € M. v(f) é um campo escalar sobre M.
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— Curva integral de um campo vetorial

Seja v(m) um campo vetorial diferencidvel sobre M, e o : I € R® — M™, uma curva tal
que o vetor tangente & curva em m = o(t) seja igual ao vetor v(m) dado pelo campo em m.

o é denominada curva integral do campo v(m).

o satisfaz a equagao diferencial ordinaria de 12 ordem

do(t)
dt

=uv(o(t)) , tel,

representada pelo conjunto de n equagoes

da?, i .
o (t) = v"(za(t) , i=1,..,n.

Sistemas dinamicos sao muitas vezes descritos por tais equagoes e caracterizados, portanto,
por campos vetoriais diferencidveis. Veja [1, cap. III.C.1] e [2, cap. 2.1].

Ex : Um sistema mecanico conservativo é descrito na formulagdo Hamiltoniana pelo campo
vetorial v = %—g(q,p)a% — %—I;(q,p)a%. As curvas integrais obedecem as equagoes de Hamilton,

g= 21 po _oH
op dq
Aplicando v a H resulta v(H) = 0, certo? O

Dado uma campo v(m) diferencidvel, serd que existe sempre uma curva integral de v(m) que
passa por mg € M? Se existir, serd que ela é unica?

Teorema [1, pdg. 144]: Seja v(m) um campo diferencidvel C" sobre M. Entao, para cada
mo € M, existe uma curva integral de v(m), t — m = o(t,myg), tal que:

1) o(t,mg) é definida para t pertencente a algum intervalo I(mg) C R' que contém t = 0;
o(t,mp) é de classe C™ 1 em I(my);

2) 0(0,mp) = mg para cada mqg € M;

3) a curva é unica: dado mg € M, nao existe curva integral de v(m) definida em um intervalo
estritamente maior que I(mg) e que passa por my, isto é, tal que (0, mqg) = my.

A demostracao baseia-se nos teoremas de existéncia e unicidade de solugoes de sistemas de
equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem (veja [1, cap. I1.D.1]).

— Paréntese de Lie (Lie brackets)
Sejam v(m) e u(m) dois campos vetoriais diferencidveis em M.
Paréntese de Lie de v e u é o campo vetorial denotado por [v,u] e definido por

[v, u](f) := v(u(f)) —u(v(f))

para qualquer funcao real diferenciavel f sobre M.
[v,u] é o comutador de v e u na versao 3 de vetor.

Exercicio 43:
Mostre que numa carta qualquer [v,u] € representado por

C & - Ou’ vt 0
v, ] :ZZ (U]@ - 8a;j)8xi'

i=1j=1

(Use a defini¢ao de [v,u].)
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Exercicio 44:
Demonstre que

[v, fu] = v(f)u+ flv, ul,

onde v eu e f sao, respectivamente, campos vetoriais e funcao real diferencidveis sobre M.

— Algebra de Lie dos campos vetoriais, X (M)

Seja X' (M) o conjunto dos campos vetoriais diferencidveis de classe C* com k suficientemente
grande em M.

X (M) forma uma dlgebra [1, cap. 1.B.4] sobre o anel F(M) (pdg. 52) frente as seguintes
operacoes:

) adigao: (v +u)(f) :=v(f) +u(f);
i7) multiplicagdo por fungao g: (gv)(f) := gv(f);
1i1) produto interno: (v-u)(f) := [v,u](f) , Yv,u X (M) , Vg, f eF(M).

A algebra em questao nao é associativa, pois nao satisfaz (v-u)-w=v- (u-w).

Além das propriedades necessarias para formagao de algebra, X'(M) satisfaz também as
propriedades:
a) anti-simetria: [v,u] = —[u, v];
b) identidade de Jacobi: [[v,u], w] + [[u, w],v] + [[w,v],u] = 0.

Em vista dessas propriedades adicionais, X' (M) é uma dlgebra de Lie.

— Imagem (push-forward) de um campo vetorial
Seja f : M" — N* diferencidvel em M", e v(m), um campo vetorial sobre M".
As imagens dos vetores v(m) perante f sdo vetores tangentes a N* e sao dados por

(fr¥m) pm)(9) = vm(go f) , Vg€ F(N),

para cada m € M", onde F(N?®) é o conjunto das fungdes reais diferencidveis sobre N®.

Num par de cartas (U, ) e (W,) de M" e N*, respectivamente, contendo m = ¢~ !(z) e
f(m) =n =1~ (y), a relacdo entre as representacdes dos vetores v(m) e de suas imagens u,, é
dada por

Seré que os vetores imagem do campo v(m) formam um campo vetorial u(m) sobre N57 Nao
necessariamente. Para que formem campo é necessdrio que em cada n € f(M") C N* exista s
um tnico vetor imagem (veja figuras a seguir).

Quando f possui inversa, f~!, a imagem de v(m) é com certeza campo vetorial. Sua repre-
sentagao u(y) na carta (W, 1) é obtida substituindo no lado direito da rela¢ao acima x por z(y)
referente & representacdo de f~! no par de cartas considerado. Em notacio intrinsica, o campo
(f'v)(n), denominado imagem do campo vetorial v(m), é definido pela relagiao entre fungoes

(f')(g) ==vlgo flof™ , Vge F(N*),.

Quando f nao possui inversa, a imagem de v(m) nao constitui em geral campo, como no Ex
a seguir.

Ex : Para uma f do tipo exemplificado na figura abaixo, existe mais de um vetor imagem
emn € f(M") C N%. Os vetores imagem nao formam, portanto, campo vetorial.
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O
Pode ocorrer, porém, que para certas combinagoes de campo v(m) e aplicagdo f sem inversa
os vetores imagem constituem campo.
Ex : v(m) e f sdo tais que as imagens dos vetores v(m) associados aos m € M" que sao
levados num mesmo n € N® — pré-imagem de n € N® — coincidem.

Uf(my) = Uf(ma)

Em cadan € f(M") C N*® existe s6 um vetor imagem.
Neste caso diz-se que v(m) é projetdvel por f e que v e f'v sdo f-relacionados. O

Exercicio 45:
Considere o feize (TQ,Q,7) , 7:TQ — Q. Sejam (¢,v) = (¢*,...,q", v, ...,v") coordena-
das naturais de T'Q).
n .
Dado um campo vetorial qualquer X (q,v) =>_ <Al(q, )aq + Bi(q, )W) sobre TQ, obte-
i=1
nha a imagem de X sobre () perante T e constate que X € projetdvel por T quando as componentes
A'(q,v) do campo ndao dependem de v.

Se v(m) é um campo C" e f é um difeomorfismo C"*!, a imagem f'v é um campo C".

— Simetria de um campo vetorial
Diz-se que um campo v(m) sobre M™ é invariante perante um difeomorfismo f : M"™ — M"
quando

f(m)(v(m)) = vy (f(m)) , Yme M™.

O difeomorfismo f é chamado de simetria de v(m) nesse caso.
Notacao: f'v = wv.

3.3 Vetor Cotangente

— Vetor cotangente a M em m, covetor
Encontram-se duas versoes de vetor cotangente na literatura.
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Versao 1

Vetor cotangente ou covetor em m € M é um tensor de posto 1 covariante em m, ou seja, €
uma classe de equivaléncia 0,, = [0,_] de n-uplas 6,_ de nimeros reais, 0., = (0a1, ..., 0an)-

Duas n-uplas 0., e 0, pertencem a mesma classe de equivaléncia, 6, ~ 0,, quando
satisfazem a lei de transformacdo covariante,

. .
ox? ,
0pi = 8:17? (x8)ba; , i=1,...,n.
j=1 B
0, 5 € 0., assim relacionadas representam 6,, nas cartas « e 3, respectivamente.
Ex : Diferencial de uma fungao real. Confira (pag. 52). O
Versao 2

Recordando o estilo carreta-na-frente-dos-bois, vetor cotangente ou covetor em m € M é um
elemento do espaco cotangente 105 M (veja mais adiante, na pag. 67).

— Contragao de um covetor e um vetor
Contracao de um covetor 6, e um vetor v, é a operacao representada em alguma carta «
n

por Y. 64v., da qual resulta um numero real n2.
i=1

Exercicio 46:
n

) n .
Prove que Y Oaivg, =) Ojvp = n .
i=1 j=1

Do exercicio constata-se que da contragao de 6,, e v, resulta um tensor escalar.

— Dual algébrico de um espago vetorial X real
Sejam X e Y dois espagos vetoriais reais.
Uma aplicacdo f: X — Y é uma aplicacdo linear se

flav+ Bu) = af(v) + Bf(u) , Yo,u€ X , Va,B €R".

Seja L(X,Y') o conjunto de todas as aplicagoes lineares de X em Y. L(X,Y’) é um espago
vetorial real perante as operagoes

i) adigao: (f+g)(v) = f(v) +g(v) ;
i1) multiplicacdo por real a: (af)(v) := af(v) .

O dual algébrico de um espago vetorial real X é o espago vetorial X* dado por X* = L(X ,Rl).
< 0,v > denota o pareamento que associa a cada par (f € X*, v € X) o ntiimero real obtido
pela atuacao de 6 sobre v,
0:v—0(v)=<6,v>=n°.

Se a dimensao de X é n —nimero maximo de vetores linearmente independentes —, a dimensao
de X* é também n. Seja e = {e1, €9, ..., e, } uma base de X.

Base dual a e é a base de X* composta dos vetores o = {a!, a?

, ..., &} definidos por

a'(ej) =< a'yej >= 5;- .
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Ex :

Considere X = R® = {v = zi+ yj + zk}, o conjunto de vetores visualizados como segmentos
orientados na origem de M = R? pensado como conjunto de ternas ordenadas (z,y,2). X éo
espaco tangente a M na origem, X = T,R3.

Uma funcao linear qualquer de v é dada por 0(v) = azx + by + cz.

Os coeficientes (a, b, c) caracterizam 6 e sao independentes. Eles representam um vetor de
outro espaco vetorial, do dual X* = R, que também possui dimenséo 3.

<0,v>=ax+by+cz=04¢aequacdo de um plano que passa pela origem de M.

Um elemento qualquer do dual R3* (uma funcao linear) pode ser visualizado, portanto, como
um plano que passa pela origem de R3.

D4 para sentir a diferenca entre os dois tipos de vetor? O

Quando um espaco vetorial X de dimensao finita estd equipado com uma forma bilinear
ndo-degenerada, isto é, com uma aplicagao

g: X xX —R', g:(v,u) — (v|u) =n2

tal que
i) (vlou+ 8s) = avlu) + Blols) , (au+ Bslv) = alulv) + Alsl) ;
ii) (vju)=0,YWweX=>u=0,
existem dois isomorfismos naturais ¢ : X — X*, §* : v — 0%, a = 1,2 entre X e X*,
definidos por

<Ol u>=(vu) , <02u>=(ul), YueX.

Nas situacoes em que g é simétrica ou anti-simétria — quando g é produto escalar ou forma
simplética (pdg. 101) em X, por exemplo — valem, respectivamente,

i1) (vlu) = (ulv) ou (v|u) = —(ulv) ,

e os dois isomorfismos coincidem — a menos de um sinal, no caso anti-simétrico.

Obs. O adjetivo natural, aqui e em outros lugares onde aparece, significa que o objeto
ao qual se refere é estabelecido em termos de uma estrutura subjacente. No presente caso a
estrutura é a forma bilinear nao-degenerada.

Se X possui dimensao infinita, g%, a = 1,2 sao injetoras e preservam estrutura vetorial —
sao lineares —, mas podem nao ser sobrejetoras, isto é, X* pode conter mais elementos do que
§%(X). ¢“ nao sao isomorfismos neste caso.

Ex :

Seja X = C%(U) o espaco vetorial formado pelas fungdes continuas num intervalo fechado
U CR' e com produto escalar definido por (v|u) := [;; v(t)u(t)dt.

A cada v € X corresponde uma funcao linear 6,(-) = (v|-) = [;; v(t) - dt.

05(-) = fU d(t —to) - dt, onde 6 denota a “fungao” delta de Dirac, ndo é, porém, imagem de
nenhum vetor, pois a “fungao” delta nao pertence a X = C°(U). O

— Bidual algébrico de um espago vetorial X

X*, por ser espaco vetorial, também possui espago dual, denotado por X** e chamado de
espago bidual de X.

No caso de dimensao finita, X e X*™* sdo isomorfos e podem ser identificados, X** = X. O
isomorfismo natural é J :v —< v >, < v > X" — R, <0 >0—< 0 v>=n2.

Quando a dimensao de X ¢ infinita, J, que é injetora e linear, pode nao ser sobrejetora. J nao
é, portanto, necessariamente um isomorfismo, e, quando nao o é, X** nao pode ser identificado
com X.

Quando X** = X, entao J é isomorfismo e diz-se que X é reflexivo.
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O isomorfismo J permite entender um vetor v € X como uma aplicacao linear
v:X*— R, v:0—v(0)
que dé& como resultado o mesmo valor que o de  atuando sobre v, v(f) = 6(v).

— Espacgo cotangente 7, M, ou T\ (M)

O espago (vetorial) cotangente em m € M™ é o dual algébrico do espago vetorial tangente
em m, T\ M" = L(T,,M™ R").

Vetor cotangente 6, € T,» M na versao 2 é, portanto, uma aplicagdo ou forma linear, que
associa a cada vetor tangente v,, € T}, M um escalar n%;

i) Om(vm) =n2,

i1) O (U, + Bm) = B (Vm) + BOm () , Yo, B € R, vy, Uy, € Ty M™.

Como a dimensao de T;, M" é n, a dimensao de T};, M" é também igual a n.

Nao existe isomorfismo natural entre T,,,M e T M, pois T,,M nao é dotado, em principio,
de forma bilinear nao-degenerada natural (produto escalar, ...).

A toda base natural de T,,M, representada na carta « por {%,

1e)

ceey m
base dual em T M, chamada cobase natural. Ela é simbolizada por dz, = {dzl,...,dz"} e é
definida por

}, corresponde uma

<d$a,@>:5]

0., € representado na carta « por
0. = Op1dzl + Oaodz? + - - + Oy da?
e, atuando sobre v,,, produz
O (V) =< Oy, vy >:<Z Onidzy,, Z vé—j >:ZZ Ouiv), < dx,, — >:Z Ouivy, = N,
i=1 j=1 O i=1j=1 O i=1
que se reduz (confira) no importante caso particular em que 6, = dz?, a
da! (vy) = v’

o

Exercicio 47:
Sabendo que 0., (vy,) € um tensor escalar e que vy, se transforma de maneira contravariante,
demonstre que 0, obedece a lei de transformacdo covariante.

— Diferencial df,,
O diferencial df,, de uma funcao real em m € M é um vetor cotangente e é representado na
carta « por

= Ofa ;
dfa —i:1 a—xla(lﬂa)dlﬂa .
Quando age sobre v,,, df,, produz
— fa

Afm(v) =< df , v, >= (:Ea)’U(ix = v (f) .

7t
1=1 0 «
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A i-ésima coordenada de m na carta «, x¢, é um exemplo de funcio real; seu diferencial,
da?,, resulta ser igual ao simbolo dz’, da cobase natural na carta . Constata-se, pois, que os
elementos da cobase natural numa carta qualquer sao os diferenciais das coordenadas de m na
mesma carta.
A lei de transformacio dos dz?, é

. "9zt .
drly =Y a—f(:ca)dxg L i=1,2,...n.

j=1 9o

— Imagem reciproca (pull-back) de 6,,

E uma aplicagao andloga a derivada ou diferencial f] de f, mas que atua sobre vetores
cotangentes, em vez de vetores tangentes.

Seja f: M" — N*® | f:m+—n = f(m) uma aplicacdo diferencidvel em m € M.

Assim como f induz f], : T,, M" — T,,N*, I : vy — uy, ela induz também uma aplicagao

fo i TYN®S — Ty M" | fr:Op — Wi,

definida por

O covetor fr0, = wy,, € Ty M é denominado a imagem reciproca de § € T* N perante f.
Dito de outro modo, sem referéncia a f,, a imagem reciproca de 6, € T, N perante f é o
vetor cotangente w,, € 1% M tal que

Wi (V) = Op(uy) » Yo, € Ty M |

f
I
f Win (V) = O (uy)

Exercicio 48: Mostre que a relagdo entre 0, e wy, = f(6,) € representada por

Wei = —
ox*
Jj=1

(2)0y; , i=1,...,r.

— Fibrado cotangente (cotangent bundle) T*M ou T (M)
E o conjunto de todos os vetores cotangentes sobre M,

T*M = {(m,0y)||/m € M,0,, € T M} .



Capitulo 3. Tensores e Campos Tensoriais 69

E a unido de todos os espagos cotangentes 17 M,

"M = U T;M.
meM
T*M nao é espaco vetorial, apesar de ser a uniao de espacos vetoriais.
Analogamente ao fibrado tangente, T*M constitui uma variedade diferencidvel (C*~1) de

dimensao 2n, com a estrutura diferenciavel gerada pelo atlas induzido sobre ele pela estrutura
(C*) de M™.

— Coordenadas naturais de 7% M

As coordenadas de um elemento (m,6,,) € T*M™ na carta induzida sobre T*M por uma
carta (Uy, o) qualquer de M™ s30 (Ta, 00) = (2, ..., 27,041, ..., Oan ), onde z, e 0, representam,
respectivamente, m e 6, em (Uy, pq)-

(Zw,0a) s@o chamadas coordenadas naturais de (m,6,,) e transformam-se perante mudancas
de carta induzidas por (Ua, ¢a) — (Us, ¢g) de acordo com

" .
ox?,

= i
o &TB

:17’5 = :EZB(:E}X, e @yy) , O (xg(xa))ba; , i=1,...,n,

onde xlﬁ = xlﬁ(x}l, e, M), i =1,...,n representam as mudangas de coordenadas o — 5 em M™.

Ex : A variedade T*Q, onde ) é o espaco de configuracdo, é o cendrio béasico para a
formulacao Hamiltoniana da Mecéanica Classica, do ponto de vista geométrico. T é identificado
com o espaco de fases de momentum (momentum phase space).

As coordenadas naturais costumam ser representadas por (g, p).

As equacoes de Hamilton mantém seu aspecto perante mudancas de coordenadas naturais.
O

— Estrutura de fibrado em T*M
T*M admite a estrutura de fibrado diferencidvel gerada pelo fibrado coordenado

(T*M7 M7 7T; F7 G7 {¢}) )

onde:

e T*M — M, 7:(m,0p) — m;

« F', a fibra tipica, é R™;

« G, o grupo de estrutura, é GL(n,R);

o {6} = {(Uq, o)} é um conjunto de trivializagdes locais induzidas, como no caso do fibrado
tangente, pelas cartas de um atlas admissivel A da estrutura diferencidavel de M. Os abertos U,
sdo também os abertos das cartas de A, mas ¢, sdo as aplicacdes definidas por ¢, : 771 (U,) —
Uy XR", ¢o, : (M, 0,,) :—> (m,0,), onde 6, é a representacao de 6, na carta .

A realizacao {04} de GL(n,R) é dada pelas matrizes

(%cé ..
[83}1 (:EB)] y L] = 17 RN
B

que s@o as transpostas das inversas das matrizes referentes a realizacdo de GL(n,R) no fibrado
TM.

Tal como ocorre com a garrafa de Klein e o toro torcido (pdg. 47), os fibrados tangente
e cotangente de M tém o mesmo espaco base, grupo estrutural, sistema de transformacoes de
coordenadas e fibra tipica. As aplicacoes o, : F' — F' sao, porém, diferentes.
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— Campo vetorial cotangente ou covariante
E uma aplicacao que associa a cada m € M um vetor cotangente 6,, € T* M.
E uma secdo transversal do fibrado (T*M, M, ;...), definida por

oM —T'M , tooc=id.

Um campo cotangente #(m) atuando sobre um campo tangente v(m) produz um campo
escalar f(m), onde se subentende que cada nimero real f,, = f(m) é obtido pela atuagao do
covetor 6, = 6(m) sobre o vetor v, = v(m). Notacao: 0(v) = f.

— Forma diferencial exterior p = 1, forma p = 1, 1-forma
E um campo vetorial cotangente diferencidvel.

— Médulo A(M)
Eo conjunto de todas as formas p = 1 sobre M.
AL (M) forma um médulo [1, cap. 1.B.3] sobre o anel F(M) (fungdes diferenciaveis sobre M)
frente as operacoes dadas por
i adiio:  (0(m) + w(m))(v(m)) = 0(m) (v(m)) + w(m)(v(m)) ,
i1) multiplicagao por funcao g: (g(m)f(m))(v(m)) := g(m)é8(m)(v(m)) .
Nao ha andlogo a paréntese de Lie para 1-formas.

— Imagem reciproca (pull-back) de uma forma p =1
Seja f : M"™ — N*® um aplicagao diferencidvel em M, e 6(n), uma 1-forma sobre N.
As imagens reciprocas dos covetores 6(n) perante f*(n) sdo vetores cotangentes a M dados
por
(f;en)m(vm) = en(.ﬁnvm)n y Yo €T, M , Vn = f(m) eN.

A relagao entre as representagoes de 0(n) e w,, = f*(n)f(n) num par de cartas (U, p) e
(W,4) de M™ e N*, tais que z = ¢(m) e y = ¢(n = f(m)), é dada por

Diferentemente dos campos de vetores tangentes, as imagens reciprocas dos campos de cove-
tores 6 (n) formam sempre um campo vetorial cotangente diferenciavel e, portanto, uma forma
p = 1, nao importando se f possui ou nao inversa. Tal forma p = 1 é denominada imagem
reciproca da 1-forma 6(m).

A representagao w(z) do campo w = f*6 é obtida substituindo no lado direito da relagao
acima y por y(x) referente & representacao de f no par de cartas (U, ) e (W, ).

Em notagao intrinsica, a imagem reciproca de #(n) perante f é definida pela relacao entre
fungoes

(f 0w =0(fv)o f.

Exercicio 49:
Considere o feize (T*Q,Q, 7). Sejam (¢,p) = (¢*,...,q", p1,...,pn) coordenadas naturais de
Q.
n .
Obtenha a imagem reciproca 70 de uma forma p =1 qualquer 6(q) =>_ 6;(q)dq" sobre Q.

i=1
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Se f(n) é um campo cotangente C”, e f, uma aplicacio C"*!, a imagem reciproca de 0(n) é
um campo C".

— Simetria de uma 1-forma
Uma 1-forma §(m) sobre M é dita invariante perante um difeomorfismo f: M — M se

Diz-se que f é uma simetria de §(m) neste caso.
Notacao: f*0 = 0.
Ex :
Uma forma p = 1 qualquer sobre T*(Q é representada num dado sistema de coordenadas
n

naturais (¢,p) por 6(q,p) =>_ (Ai(q,p)dq’ + B'(¢, p)dp;), certo?

=1
n .
Considere o caso particular 0y(q,p) =) pidq".
i=1

0o(q,p) é invariante perante o difeomorfismo f:R"xR" — R" xR", f:(q,p) — (q,p)
que se refere a uma mudanga de coordenadas naturais (pag. 69):

n ; n ~ 8_] ~ 8 ’l ~ n ~ . n ~ Py o
Oo(q.p) =D _ pidg' =Y pja%i(qw))a—;k " =) 0i0ldg" =) pidd = 60(q.p) -
i1 ijde=1 k=1 =1

0y é denominada forma de Liouville e serd abordada com mais detalhes a pagina 104.

Mudancas de cartas que deixam 0 invariante sao relevantes na Mecanica Classica, onde sao
chamadas de transformacées canonicas homogéneas ou transformacgoes de Mathieu. O

Ex :

Na Termodinamica, a 12 lei, a 22 lei (parcialmente) e o interesse nas propriedades inde-
pendentes de tamanho de sistemas simples com um tnico componente quimico conduzem a um
espaco de fases M® definido por cartas compativeis com uma carta de coordenadas —T',p, s, v, /.

Neste espago existe uma 1-forma 6(m) importante, a forma de Gibbs-Duhem [10]:

0(—T,p,s,v,pu) = —sdT +vdp — dp .

6(m) é um exemplo de forma diferencial conhecida como forma diferencial de contato, e M,
tendo 6(m) como forma destacada (distinguished), é uma variedade de contato (M,0).

Coordenadas candnicas ou coordenadas de Darbouz de (M,0) sao coordenadas (z,y, z) nas
quais 6(z,y, z) assume a aparéncia, chamada forma candnica,

0(z,y,2) = ytde' + y*dz® — dz .

Transformagoes canonicas em (M, ) sdao mudancas de carta f : R> — R, f : (Z,7,2) —
(x,y, z) que preservam a forma canonica de 6, a menos de uma funcao real \(z,y, z) # 0,

(ytdz! 4 y?dx? — dz) = N\ (&, 7, 2) (g dz! + §?dz? — dZ) .

Processos termodinamicos quase-estaticos sao transformagées de contato: difeomorfismos
f:M — M, f:mr n tais que f*(n)f(n) = A(m)f(m), onde A(m) é uma fungao real
arbitraria nao nula. Quando A(m) = 1, o difeomorfismo é chamado de transformacao de contato
estrita.
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Referéncias:

V. Arnold [15, apéndice 4], referéncia obrigatéria sobre geometria de contato;

L. Mistura [16], aplicagdo da geometria de contato & Termodinamica;

L. A. Saeger [17], dissertacao de Mestrado, envolve geometria de contato e contém aplicagoes
a Termodinamica e & Mecanica Cléssica. O

Exercicio 50:
a) Mostre que as transformagoes de Legendre sao transformagoes candnicas de (M,0). Con-
sidere, p. ex., a transformagao (=T, p,s,v, ) — (z,y,2) dada por
dl=s,2’=v,y' =T,y =-p, z=p+Ts—pv
e comprove que 0(x,y,z) = N=T,p, s,v,n)0(=T,p, s,v,n). Identifique a func¢ao A.
Note que i = g e z = u sao, respectivamente, a funcdo de Gibbs e a energia interna molares.
b) Considerando a representagao de 6 na carta referente a representacdio de energia,
0(s,v,T,—p,u) = T'ds — pdv — du, demonstre que a mudanca de coordenadas (s,v, T, —p,u) —
(x,y,z) correspondente a passagem para a representa¢io de entropia, que ndo € uma trans-
formacao de Legendre,
1 p
1 2 1 2
r=u,x=v,y ==,y ==,2=35,
R
€ também uma transformacdo candnica. Identifique A.
¢) A transformagao (=T, p,s,v,u) — (x,y, z) dada por

1
$1:_M7x2:_T795y1:;,UEZ/2: , & =P

é canonica?

<l

Note que p e o sao, respectivamente, o densidade e a entropia volumétricas, p = %, o=
(Veja L. Mistura [16] e L. A. Saeger [17].)

3.4 Tensor Genérico

— Referéncias
Trés Senhoras[l, cap. IIL.B.5]; C. von Westenholz[4, cap. 6]; W. Thirring[11, cap. 2.4];
Abraham-Marsden[2, cap. 1.7]

— Tensor em m € M"™
Encontram-se na literatura duas versoes de tensor.
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Versao 1

Tensor de posto q + p, q-contravariante e p-covariante ou tensor do tipo < g > emme M

¢ uma classe de equivaléncia t,, = [t;,] de conjuntos ¢, constituidos de n?™P niimeros reais,

te, = [t;lﬁlq]p} , (4),(j) = 1,...,n, denominados componentes de ty,.

Dois conjuntos t;, e t;, pertencem a mesma classe de equivaléncia, ¢;, ~ ts,, quando
satisfazem a lei de transformagcao

L n axh axiq axll 3xlp
tlli.“lq. = —B €T e —ﬁ T C‘f T .. OC T tk‘l...k‘q ]
B j1odp (k)%)::l ax’;l( o) ax’;‘l( ")axg;( 8) &Ejﬁp( 8) tay,

tze © tag assim relacionados representam t,, nas cartas a e 3, respectivamente.
Ex : Escalar, vetor tangente e vetor cotangente sao casos particulares de tensor; sao tensores

. 0 1 0 .
. O
do tipo ( 0 >, ( 0 > e < 1 >, respectivamente

Exercicio 51:

a) Demonstre que se as componentes de um tensor misto de posto 2 sio dadas em alguma
carta o por tij = 5;-, onde 5;- € a delta de Kronecker, entdo em outra carta B qualquer elas sao
dadas também pela delta de Kronecker. (Dica: use a lei de transformagao das componentes do
tensor e leve em conta a relagdo apresentada no item a) do Exercicio 24.)

b) Convenca-se de que a propriedade acima ndo se cumpre para tensores de posto 2 com
q=0,p=2o0ucomq=2, p=0 quando a delta de Kronecker é dada sob a forma d;; ou 64,
respectivamante

¢) Demonstre que se as componentes de um tensor totalmente covariante de posto 2 sao
anti-simétricas[simétricas] em alguma carta «, entdo as suas componentes sao também anti-
simétricas[simétricas] em outra carta 8 qualquer, ou seja, demonstre que

taji = Tlaij = lgw = Flpi.

Observagao: forma simplética (pag.101) e tensor métrico (pag. 102), de grande importancia
na Geometria Diferencial e apresentados no prorimo capitulo, sdo tensores com essas proprie-
dades; sao de posto 2, com os dois indices covariantes e sao, respectivamente, anti-simétricos e
simétricos.

d) Serd que as mesmas propriedades de simetria valem para um tensor contravariante de
posto 22 E para um tensor do tipo ¢ = 2 e p = 2 em relacdo aos indices covariantes somente ou
contravariantes somente? E ainda para um tensor com q > 2 ou p > 2 em relagdo a qualquer
par de idices superiores ou inferiores?

Observagdo: as formas diferenciais exteriores, de fundamental importancia no Cdlculo Ez-
terior e que serao apresentados mo proximo capitulo, sdo tensores totalmente covariantes e
anti-simétricos em relacdo a qualquer par de indices.

Versao 2

Tensor do tipo ( Z > em m é um elemento do espago T (m) a seguir apresentado.
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— Espago tensorial T} (m) ou T,/ (M)
E o conjunto das aplicacoes ou formas multilineares

Ti(m) = LYP(T3 M, .., T M, T,y M, ..., T, M;R") .

q cépias p copias
Um elemento de Tj/(m) é uma aplicagao

ton TEM X - X TEM X TpypM X - Ty M— R, t(0h1, 0, 03,01, ooy Ump) = 12

q fatores p fatores
linear em cada um dos g + p argumentos 0}, ..., 0%, Vi1, ..., Ump,

tin (covy Qs + Bbmien) = Aty (cony @iy o) + Bty by, ), Vi, Vo, B €RY.

n
Ex : Um elemento t,, € T3 (m) é dado na carta a por tu, (v, um) = 3. tamviul,. 0
k=1

Ex : TY(m) = L(T,,M;R") é T}, M, o espaco cotangente em m € M.

Ta(m) = L(T;, M;RY) é T*M, o bidual algébrico de Tp, M.

Para M de dimensao finita estd garantido que T,,M é reflexivo (veja pag. 66), isto é,
Tol(m) =T M =T,,M. Neste caso, uma aplicagao linear ¢,, : T), M — R', que em principio
pertence a T3* M, é identificada com um vetor tangente v, € T,, M. O

Exercicio 52:
Demonstre que as componentes tor da funcdo bilinear t,, € TQO(m) dada no peniltimo Fx

. . 0 .
obedecem a lei de transformacao de um tensor do tipo < 9 > sequndo a versdo 1 de temsor.

T#(m) forma espago vetorial de dimensao n?*? perante as operagoes

i) adigao: (tm + um)(...) ==t (...) + um(...) ,
i7) multiplicac@o por real a: (aty,)(...) := atp(...) .

— Produto tensorial ® e base de Ty (m)

Casos particulares

Sejam 0., w, € T3 M € vy, Uy, € T, M.
a) O, @ wy, é a aplicacdo O, @ wy, : Ty M X T, M — R' definida por

(O @ win) (Vs Urm) 1= O (U)W (W) 5 YUy, Uy

Observe que 6, ® wy, ¢ uma forma bilinear, ou seja, ¢ um tensor do tipo ( 9

Na versao 1 de tensor, o produto 6,, ® w,, é definido numa carta a qualquer pela classe de
equivaléncia
Om @ Wi = [Gza] Jaij = eaiwaj , g =1,...,n.

b) vy, ® Uy, é o tensor do tipo ( 2 > definido por

0

(Vm @ Upn) Oy Win) = V(O ) (W) 5 YOy Wi
= O (Vi ) Wi (U
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ou, na versao 1, por

Vm @ Uy = [tz,] » tH =il , i,5=1,...,n.

C) U ® Oy, € o tensor do tipo < i ) definido por

(Um ® em)(wma um) = Um(wm)em(um) 5 vwm: Um
ou por ' '
U @ O := [Sz,] 5 Saj =vaba; , 47 =1,.,n.
d) 0,, ® vy, é o tensor do tipo ( i > definido por
(O @ V) (Umy Om) := O (Ui Vi (Wi) 5 VU, Wiy
ou por ' '
Om @ Vm = [Tr,] 5 Toj =0ajve  4,J5=1,..,n.
Caso geral

O produto tensorial de T;,, € Tj#(m) por Sy, € T (m) é o tensor T, @ Sy, € Tg:;(m) definido
por

1 q 1 r 1 P 1 s\ .
(T @ Sin) Oy <ovs Oy Wiy s ey W Vs ey Uy Uy ooy Uiy) =
— 1 q 1 1 Pl
=T (s ey Oy Wiy s ey Wiy ) St (Vg s oy Uiy Uy oy U )

para quaisquer O,,, wy, € T¥ M, Uy, Uy, € T, M, ou, na versao 1 de tensor, por

T ® S = [tan] o ta 270 = Ty 10008, R (0), (), (1), (k) = 1,

]1----jpll---ls @ g1 gp Xyl ’

Exercicio 53:

Serd que o produto tensorial de dois tensores € mesmo um tensor? Demonstre que sim, mos-
trando, por ezemplo, para o caso particular de Ty, € Tg(m) e Sy, € TP (m), que as componentes
tij = TéSaj e t’f%l = TgSgl de Ty, ® Sy, estao relacionadas pela lei de transformacgao de um

tensor do tipo ( 1 >

Exercicio 54:
Dados 6},,02%,,03 € T M, mostre que

a) ® ¢ associativo: (0L, ® 6%)® 03, = 0L ® (02, ® 63)).

b) ® € distributivo: 0}, ® (ab2, + B63) = a(0), ® 62,) + B0, ® 62) , Va,B € R

¢) ® ndo é comutativo: 0 ® 0, # 0}, @ an.

O conjunto de todos os produtos tensoriais com ¢ fatores pertencentes a T,,M e p fatores
pertencentes a 1, M,

QIT, M PFTr M=T, M®..0T,MT M®&..T,M,

q fatores p fatores
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coincide com T}l (m).
Se em = {em1,em2, -, €mn } 6 uma base vetorial de T}, M, e 0,, = {6} ,02,,...,6" }, a respec-
tiva base dual, o conjunto dos n¢*? produtos tensoriais

Cmis @ o ® emi, @O @ @O (i), () =1,.yn
constitui uma base vetorial de T (m).

— Representacao de tensores

Vide versao 1 de tensor.

Com respeito a versao 2, sejam e, e 6, a base e cobase naturais de 7,, M e Ty M na carta
«, representadas por {%, vy %} e {dzl,...,dx"}, respectivamente.

A base natural de Tj(m) é representada na carta o por

0
®..®

8xi1 o iq ® dl‘g @ ... & dng’ ) (Z)7 (]) =1,..,n,
(0% ':L'm

e um tensor t,,, por

n
;) B, : :
tea = Y o ®...® ®dell @ ... dvdl.

Qg --Jp 11 ig
(i), () =1 Oxa

Lo

Mudando a carta de a para f3, {a%} e {dzl,} transformam-se conforme

) LY\ o ol
_ N~ P 9 dely =" —Ldad | i=1,.m
@ j=1

e tojjl___‘;-p, segundo a lei dada na versao 1 de tensor.

— Algebra graduada (graded algebra) dos tensores em m € M

Considere o conjunto de todos os tensores, de qualquer tipo ( Z >, emm € M.

Este conjunto forma uma algebra graduada com as operacoes de adicao e de multiplicacao
por real dados na péagina 74 e com o produto interno dado pelo produto tensorial.

A algebra é dita graduada (graded) porque a adigao sé estd definida para tensores do mesmo
tipo em ¢q e p.

A algebra é associativa, certo? A algebra ndo é algebra de Lie. Confere?

— Contragao
Contra¢ao de um tensor, ou de um indice contravariante com um indice covariante de um
4 seacia 1 .4 q—1 :
tensor, ¢ uma aplicagao linear C': Ty (m) — T]"; (m) definida por

n

g O 4o k...
ta...i... Z ta...k... :
k=1

— Produto contraido

Eo produto tensorial de dois tensores seguido de uma contragao de indices do tensor resul-
tante, no qual o indice contravariante origina-se de um dos dois tensores e o indice covariante,
do outro.
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Ex : Dados vp, € Tg(m) e wy € T)(m), um produto contraido possivel entre vy, e wp, é
Om € Tl?_l(m) dado por
n
. . L
(Vo Wasfz..p) = Valayija...jp '_>Z VaWakjz...jp = Oaja...jp -
k=1

Se w é uma 1-forma 6(m), o produto contraido de v, = v(m) e 6,, = 6 (m) em todos os m
produz um campo escalar. Certo?

No caso de ser w uma p-forma com p = 1,2,...,n qualquer, a ser apresentada mais adiante
(veja pag. 82), o produto contraido exemplificado acima é a base do produto interior (veja pag.
108), simbolizado por i,w (v e w sdo campos tensoriais, e i,w é o campo que resulta do produto
contraido em cada m. O

— Imagens de tensores induzidas por f: M — N

Uma aplicacdo f : M" — N% | : m —— n = f(m) diferencidvel em m € M induz sobre
T (n) e Ty (m) aplicagoes analogas a fr e f/,:

a) QP fr: QTYN — @PTy M, definida por

[(fa @ @) (0n ® - @ wp)|m(Vmy oo Um) =
= (0 @ @wn)(f Vmy ey flum)
= en(fr/nvm)n i wm(fr/num)n
= (f;;en X ® f;wn)m(vmy 7um) .
b) @1f! : @9T,,M — @71, N, definida por

[(fro @@ 1) (@ @ um)]n(Ons .oy wp) =
= (U @ -+ @ Upn) ([ Ony -y [riwn)
= (fr/nvm PR fr/num)(ena vy Wn) -
®Pfre @1f] também sdo simbolizadas, abreviadamente, por f e f! | respectivamente.
Seja f : M™ — N™ uma aplicacao difeomdrfica em m € M™ — lembre-se, f : M" — N*
difeomérfica implica r = s = n.
f induz a aplicacdo ®4f, Y ®P f}: @IT,N @ TN — ®9T,,M ®P T* M definida por
(fV @ @ff@ ) (0n @ @0, @) (Wi ey Uny o) =
= n ® - @0, @) Wiy ey [, .
= ({0, @ @ f0, @) Wiy vy Uy o) -

A imagem reciproca S,, de um tensor 7}, do tipo < Z ) é representado num par de cartas

(U,p) e (W,4p) de M e N, tais que m € U, n= f(m) € W, z = ¢(m) — y = ¢(n), por

n . .
i1 ozx" oxla Oyl oytr k1. k
91...0 . 1.
S:Ejl...qu - Z 8yk1 (y) e 8ykq Y it (.Z') e 8a:jp ( )Cryll...l;Z .
(k),()=1
Exercicio 55:

n .
Dados M =TQ" e o tensor Sy, representado por S, ;) => % ®dq" nas coordenadas natu-
i=1

rais (q,v) = (¢4, ..., ¢, v, ...,v™), mostre que a imagem reciproca de Sy, perante o difeomorfismo
f:R"xR" — R" xR", (q,0) — (q,v) referente a uma mudanga de coordenadas naturais é
o)

n .
representada por Sz = > 2 Rdy.
j=1

o7
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— Fibrado tensorial T (M)
E o conjunto de todos os tensores (m,t,,), m € M, t,, € Tg(m) ou

T#(M™) nao é espago vetorial, mas é uma variedade diferencidvel de dimensao n+n?*?, com
estrutura diferenciavel (C*~1) gerada pelo atlas induzido sobre T} (M™) pela estrutura (C*) de
M™, do mesmo modo que as estruturas induzidas sobre TM e T* M.

As coordenadas naturais de (m,t,,) € T3(M) induzidas por uma carta o qualquer de M
sobre T#(M) sdo (xq,ts, ), onde z, representa m e t,_ sdo as componentes de t,, na carta «.

Exercicio 56:
Escreva a lei de transformagdo das coordenadas naturais de (m,t,,) € T3(M) perante mu-
dancas de carta induzidas por o« — 3 em M.

T#(M) admite a estrutura de fibrado diferencidvel gerada pelo fibrado coordenado

(TH(M), M, 7f; F, G, {$}) ,
onde:

e TH(M) — M, wl: (m,ty,) — m;

« F', a fibra tipica, é R"ﬁp;

« G, o grupo de estrutura, é GL(n,R);

e {0} = {(Un, ¢a)} é uma familia de trivializagoes locais induzidas pelas cartas de um atlas
admissivel A de M. Como no caso de fibrados diferencidveis, os abertos U, sdo os abertos
das cartas de A, mas ¢, sdo as aplicacdes dadas por ¢q : ()" (Uy) — Uy x R", (mp)~1 -
(m,ty,) — (m,ty), onde t, representa t,, na carta a.

O grupo GL(n,R) age sobre a fibra tipica através do grupo de matrizes

; l
Ozl ozl

“ axg( 2 83:]57’

(

— B (24) -

8:17%1 ' axgl
dx E?xgq

(:EB)] ’ (Z)7 (])7 (k)7 (l) = 1, ey T
que caracterizam a lei de transformacao das componentes de t,, perante mudangas de carta.

— Campo tensorial do tipo < Z )

E uma aplicagao que associa a cada m € M um tensor t,, € Tj(m) do tipo < Z >, ou seja,

é uma secao transversal

o:M-—THM) , oc:m+——=>o(m)=t(m) , tloo=id.

— Médulo X7 (M)
Eo conjunto dos campos tensoriais diferencidveis do tipo < Z >
Xp (M) forma médulo sobre o anel F(M) perante as operacdes
i) adigao: (t+ u)zlllf;(:n) = t;llz‘;(x) + uzllz‘;(:n) ;
i1) multiplicagdo por fun¢ao g: (gt);llz‘;(:n) = g(m)t;;‘;(:n) .
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O conjunto dos campos vetoriais diferenciaveis, X} (M), é usualmente denotado por X (M)
(veja pag. 63).

— Derivada de Lie, £,

A derivada de Lie é uma generalizagdo do conceito de derivada direcional de fungao real.
Vide, por exemplo, Trés Senhoras [1, cap. 111.2].

L, é um instrumento importante no estudo de simetrias de campos tensoriais. Dados um
campo vetorial v e um campo tensorial T" sobre M, se, p. ex., L,T = 0, o campo v é gerador de
uma transformacao infinitesimal de M em M que deixa invariante o campo 7.

Seja 0y : M — M uma familia de difeomorfismos locais parametrizados por t € I ¢ R!,

dO’t (m)

ev(m) = =4 i’ o campo vetorial que d4 a direcéo e *

‘velocidade” do mapeamento o; em

cada m € M. v(m) é o campo gerador das transformacoes oy : M — M.
As imagens de um m € M qualquer perante o; descrevem uma curva geométrica sobre M a
medida que ¢ varia em 1.

Por outro lado, a um campo vetorial diferencidvel qualquer v(m) corresponde (localmente,
pelo menos) um mapeamento oy relacionado as curvas integrais de v(m).
. —17 . . .
ot induz mapeamentos @90, @Po; e @0, Y @P oF de campos tensoriais g-contravariantes,

p-covariantes e de campos mistos, do tipo < Z ), respectivamente.

L£,T(m) indica o quanto a imagem de T'(m) € X (M) perante o mapeamento ®%0; V' QP o}
gerado por v(m) difere de T'(m).

L,T(m) é um campo tensorial do mesmo tipo que o de T'(m).

A derivada de Lie de um campo tensorial T'(m) € X (M) qualquer em relagao ao (na diregao
do) campo vetorial v(m) é uma aplicagao

Ly (M) — XI(M)
definida como segue.

Casos particulares fundamentais

a) Fungao real g(m) :

(Log)(m) :=lim %[Q(Ut(m)) —g(m)] = v(g)(m).

b) Campo vetorial tangente u(m) :

(o) (m) =lim ~[o7 Y (u(oy(m))) — u(m)].

t—0 t
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c¢) Campo vetorial cotangente w(m) :
(Lue0)(m) =lim < (o (w(on(m)) — w(m)].

t—0 t

w(n)

n = oy(m)

Caso geral
Campo tensorial T'(m) € X (M) :

(£,T)(m) =l +[(0; " @ o7 (T(oy(m)) — T(m)].

t—0

Propriedades
1) £, é um operador local:
Se T'= S em uma vizinhanca U(m) de m € M, entao L, T = L£,S em U(m). Se
v1 = v9 em U(m), entdo L, T = L,,T em U(m).

2) L, é aditiva:

L,(T+S)=L,T+L,S.
3) L, satisfaz a regra de Leibniz:

L,(T®S)=(LT)®S+T®(L,S).

Representacoes basicas
a) Fungao real g(z): L,g(x) :'21 v (z) gxgi (x) =v(g)(x).

n .
0 0 ovJ 0
b) Base natural 5771 Lyz57 = — -21 O () 52
j:
c) Cobase natural dz' :  Lydz' =) %(z)dmﬂ .
i=1

As propriedades e representactes basicas acima permitem calcular com facilidade a derivada
de Lie de qualquer campo vetorial.

n . .
Ex : Dado um tensor do tipo < i ) representado por T'(x) :”Z:l T;(a:)aii ®@dx?, L,T é
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obtido usando as propriedades 2) e 3) acima,

n

(L)) =3 (LTH@) e @ da + THa) (L

9 .
7 Jrie) - j
e 83:") @ da? +Tj(x) 75— @ (Loda?)]

oz?

i.j=1
e substituindo nesta expressao as representagoes bésicas a), b) e c). O

Exercicio 57:
a) Dado um campo vetorial u(m), mostre que Lyu € representada numa carta de coordenadas
T por
n . .
L ou! N 0
(Lou)@) =3 () S () — i) S (@) s

i,j=1

b) Comprove que L,u = [v,u], onde [v,u] € o paréntese de Lie dos campos v e u (pdg. 62).
¢) Obtenha a representac¢ao de L,0 para uma 1-forma 8(m) nas coordenadas x.

d) Para um campo tensorial t(m) genérico, do tipo < Z >, mostre que as componentes de

Lyt nas coordenadas x sao dadas por

oxk ireip Ok ieip Gk kip 9in

n J1--dq . . & &

(copyidn =S ok L g 00k O g O g, OO

v9 iy iy T % i1...k 8$ip .
k=1

e) Para v e u campos vetoriais e f funcdo real (diferencidveis), use o item anterior para
mostrar que

Ly(fu) = Lo(flu+ fLyu,

relagdo que também pode ser obtida do demonstrando do Ezercicio 44, ao ser usado o item a)
acima, ou, ainda, de uma das trés propriedades (qual delas?) apresentadas anteriormente para
a derivada de Lie.

— Simetria de um campo tensorial

Dado um campo vetorial diferencidvel v(m), seja m = o(t,mg), representada por z' =
2 (t,mg), i = 1,...,m, a curva integral (pag. 62) de v(m) que passa por m = mg no “instante”
t=0.

A variagdo de uma funcao real f(m) ao longo de m = o(t,mg) em mg é dada por

Fmo) = Lo (t.mo))

dt

> 12 ) Bt o) =3 2 (o) (w0) = (£uf)mo).

=0 ;=1 i=1

Se f = L,f =0, f é invariante, permanece constante, ao longo das curvas integrais de v.

Analogamente, a variagdo de um campo tensorial qualquer T'(m) ao longo de m = o(t, my)
é dada por T'= L, T.

Teorema : T ¢é invariante perante o grupo (local, ou pseudo-grupo) oy de transformacoes
de M em M gerado por v se, e somente se, £,T = 0. (Vide Trés Senhoras [1, cap. I11.C.2].)

Quando £,T = 0, diz-se que v é uma simetria de T.
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