
Caṕıtulo 2

VARIEDADES DIFERENCIÁVEIS

2.1 Introdução

Os objetos básicos sobre os quais se apóia a Geometria Diferencial são as variedades dife-
renciáveis.

O conceito de variedade generaliza o conceito de superf́ıcie no IR3. A definição não faz, porém,
nenhuma referência a mergulho (embedding) no IRn. Ela se baseia na generalização da idéia de
parametrização de superf́ıcies.

Uma representação paramétrica parcial ou global de uma superf́ıcie dada é uma aplicação
bijetora ϕ : U −→ V de uma região U da superf́ıcie, que pode ser uma parte dela ou ela inteira,
em um aberto V do IR2 com a topologia usual, chamado neste contexto de espaço dos parâmetros
ou espaço das coordenadas.
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(x, y, z)

U
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Superf́ıcie Espaço dos
parâmetros

ϕ : U −→ V ; x = x(u, v) , y = y(u, v) , z = z(u, v).

Uma tal representação é denominada carta, mapa ou sistema de coordenadas. U é o domı́nio
do mapa, e os parâmetros (u, v) são as coordenadas do ponto P ∈Superf́ıcie no mapa.

Ex : Esfera S2, com ϕα : Uα −→ Vα dada por
x = sinuα cos vα , y = sinuα sin vα , z = cos uα.

0 < uα < π , 0 < vα < 2π.
Os parâmetros (uα, vα) são as coordenadas esférico–polares (θ, φ) usuais da esfera. Qual é o
domı́nio Uα do mapa? ✷

Repare que neste exemplo – em outros também – a aplicação ϕ : U −→ V é definida em
termos da sua inversa, ϕ−1 : V −→ U , para o que não há nenhum impedimento, visto que ϕ é
bijetora.
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Pode ocorrer que seja posśıvel cobrir a superf́ıcie toda com um único mapa, mas também pode
acontecer que não o seja. A esfera, por exemplo, requer no mı́nimo dois sistemas de coordenadas
– note que a tentativa de cobri–la com um único mapa, modificando, por exemplo, o sistema
de coordenadas apresentado acima mediante a especificação 0 ≤ uα ≤ π , 0 ≤ vα ≤ 2π, não
funciona, pois neste caso Vα deixa de ser subconjunto aberto no IR2.

Os diversos mapas requeridos para cobrir toda a superf́ıcie devem ser compat́ıveis uns com
os outros. Um conjunto qualquer de mapas cujos domı́nios recobrem toda a superf́ıcie e que são
compat́ıveis entre si é denominado atlas.

Ex : Esfera S2 com os mapas formados pelo sistema de coordenadas do Ex anterior e por
ϕβ : Uβ −→ Vβ dado por

x = − sinuβ cos vβ , y = cos uβ , z = sinuβ sin vβ.
0 < uβ < π , 0 < vβ < 2π .

Observe que os domı́nios Uα e Uβ destes dois mapas recobrem realmente a esfera. ✷

Exerćıcio 20: Desenhe sobre Vβ ⊂ IR2 a imagem da interseção Uα ∩ Uβ perante ϕβ. Constate
que ela é um aberto do IR2.

As aplicações correspondentes às mudanças de coordenadas (uα, vα) ⇋ (uβ , vβ) dos pontos
que aparecem na interseção Uα ∩ Uβ dos domı́nios de dois mapas são chamadas de funções de
passagem ou funções de mudança de coordenadas. Elas transformam regiões do IR2 em regiões
do IR2 e são, portanto, pasśıveis de análise em termos do Cálculo Diferencial usual. O que
se entende por compatibilidade de dois mapas diz respeito à continuidade e diferenciabilidade
destas funções e será apresentado mais adiante (pág. 22).

Dois atlas são ditos equivalentes quando a união deles é também um atlas. Neste caso, cada
mapa de um dos atlas é compat́ıvel com cada mapa do outro atlas. Pode-se demonstrar que
atlas equivalentes formam uma classe de equivalência.

Ao considerar classes de equivalência de atlas na descrição de superf́ıcies, tem-se em mente
que não há preferência, em prinćıpio, por nenhum sistema de coordenadas em relação a outros.
Cada atlas é igualmente bom para descrever a superf́ıcie.

Isso não significa que algum sistema de coordenadas não seja mais adequado do que ou-
tro para outros aspectos. Por exemplo, dado um sistema mecânico sujeito a forças centrais e
movendo-se sobre um plano, para descrever o espaço de configuração, o plano, o uso de coorde-
nadas cartesianas ou plano-polares é igualmente bom, mas para obter as simetrias dinâmicas e
resolver as equações de movimento as coordenadas plano-polares são mais adequadas.

O conjunto de todos os mapas de uma classe de equivalência de atlas (são em número infinito)
é denominado atlas maximal ou atlas máximo (maximal atlas). Um dado atlas gera um único
atlas maximal, mas um atlas maximal é gerado por mais de um atlas. Um mapa qualquer de
um atlas maximal chama-se mapa admisśıvel.

Atlas maximais viabilizam a definição, sobre superf́ıcies, de estruturas e instrumentos defi-
nidos originalmente sobre o IR2.

O Cálculo Diferencial usual foi desenvolvido e tem, por conseguinte, seu ambiente de atuação
nos espaços de norma euclidiana IRn, n = 1, 2, 3, . . .. A derivada ou diferencial de uma aplicação

f : IRn −→ IRm é um operador linear, representado pela matriz de derivadas parciais ∂(f1,f2,...,fm)
∂(x1,x2,...,xn)

,

que atua sobre os vetores do IRn e associa a cada um destes um vetor do IRm. Veja, por exemplo,
[1, caṕıtulo II.A] e [2, caṕıtulo 1.3].

Ao ser estendido o Cálculo a uma superf́ıcie qualquer, a derivada de uma aplicação f :
Superf́ıcie −→ IR1 passa a atuar sobre vetores tangentes. Estes são usualmente visualizáveis
no IR3 como flechas que tocam a superf́ıcie em algum ponto e que a tangenciam. Os vetores
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tangentes em um ponto da superf́ıcie especificam um plano no IR3, tangente à superf́ıcie no
ponto, e formam um espaço vetorial, denominado espaço (vetorial) tangente.

Para que a derivada da aplicação tenha sentido num ponto da superf́ıcie, é fundamental que
exista espaço tangente no ponto, pois é sobre os vetores deste espaço que a derivada no ponto
atua como operador linear.

Superf́ıcie diferenciável é uma superf́ıcie que possui plano tangente em cada ponto. Ela serve
de modelo ao conceito de variedade diferenciável.

Ex : A esfera S2 , x2 + y2 + z2 = 1, é o exemplo clássico. O cone x2 − y2 − z2 = 0 , x ≥ 0
é um contra–exemplo, pois não possui plano tangente na origem (x = y = z = 0). ✷

Quando a superf́ıcie é dada por uma relação F (x, y, z) = 0, mesmo que localmente, existe
plano tangente no ponto P0 = (x0, y0, z0) se

(∂F∂x )P0
6= 0 e/ou (∂F∂y )P0

6= 0 e/ou (∂F∂z )P0
6= 0 ; (A)

a equação do plano é (∂F∂x )P0
(x− x0) + (∂F∂y )P0

(y − y0) + (∂F∂z )P0
(z − z0) = 0.

Neste caso, supondo (∂F∂z )P0
6= 0, por exemplo, é posśıvel representar parametricamente a

superf́ıcie em torno de P0 através de x = u , y = v , z = f(x, y) = f(u, v) , onde f(x, y) é
obtida por integração a partir das seguintes expressões: ∂f

∂x = −∂F
∂x /

∂F
∂z , ∂f

∂y = −∂F
∂y /

∂F
∂z , as

quais decorrem do diferencial dF = ∂F
∂x dx+ ∂F

∂y dy +
∂F
∂z dz.

Note que a representação assim obtida satisfaz (B) abaixo.
Por outro lado, dado um mapa ϕ : U −→ V , existe plano tangente em P0 ∈ U se

∣

∣

∣

∂(x,y)
∂(u,v)

∣

∣

∣

P0

6= 0 e/ou
∣

∣

∣

∂(x,z)
∂(u,v)

∣

∣

∣

P0

6= 0 e/ou
∣

∣

∣

∂(y,z)
∂(u,v)

∣

∣

∣

P0

6= 0 . (B)

Neste caso pode-se obter também uma relação F (x, y, z) = 0 que descreve a superf́ıcie
localmente em torno de P0 e que satisfaz (A) acima, do seguinte modo: seja, por exemplo,
∣

∣

∣

∂(x,y)
∂(u,v)

∣

∣

∣

P0

6= 0; isolam-se u e v em função de x e y, o que é posśıvel pelo teorema da função

inversa, e substituem-se u = u(x, y) e v = v(x, y), assim obtidas, em z = z(u, v), o que dá z =
z(u(x, y), v(x, y)) = f(x, y) e, conseqüentemente, a relação desejada, F (x, y, z) = z−f(x, y) = 0.

Do cumprimento da condição (B) para mapas que se superpõem sobre uma superf́ıcie dife-

renciável, conclui-se, das relações entre jacobianos
∣

∣

∣

∂(x,y)
∂(uα,vα)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∂(x,y)
∂(uβ ,vβ)

·
∂(uβ ,vβ)
∂(uα,vα)

∣

∣

∣
, . . ., que as

mudanças de coordenadas devem satisfazer

∣

∣

∣

∂(uβ ,vβ)
∂(uα,vα)

∣

∣

∣
6= 0 e

∣

∣

∣

∂(uα,vα)
∂(uβ ,vβ)

∣

∣

∣
6= 0 , (C)

ou seja, que elas devem ser diferenciáveis, até 1a ordem pelo menos, em todos os pontos de
interseção dos mapas.

Esta propriedade das funções de passagem é muito importante, como será visto adiante. Ela
e a exigência de que os domı́nios das referidas funções (as imagens de Uα ∩ Uβ perante ϕα e
ϕβ) sejam abertos no espaço dos parâmetros IR2 constituem o critério de compatibilidade entre
mapas referido anteriormente (pág. 21).

Estrutura diferenciável é um atlas maximal baseado neste critério de compatibilidade.
Toda superf́ıcie diferenciável possui uma estrutura diferenciável. A estrutura pode, porém,

não ser única, ou, em outras palavras, a superf́ıcie pode admitir mais de uma estrutura. Neste
caso, isso significa que os atlas de uma estrutura não são equivalentes aos atlas de outra estru-
tura, ou seja, que o critério de compatibilidade é violado para mapas admisśıveis de estruturas
diferenciáveis distintas. Confere?
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Considere, por exemplo, o plano (X,Y ) no IR3, dado por F (x, y, z) = z = 0. Trata–se de
uma superf́ıcie diferenciável, pois a condição (A) (pág. 22) cumpre-se em todos os pontos do
plano.

Aprecie agora os atlas (1), (2) e (3) do plano em questão, constitúıdos, cada um deles, de
um único mapa:

(1) ϕα : plano (X,Y ) −→ IR2 ; x = uα , y = vα ; z = 0 .

Uα =todo o plano , ϕα é bijetora , Vα = IR2 é aberto.
Note que (B) (pág. 22) cumpre-se em todos os pontos do plano. Confira.
A estrutura diferenciável usual do plano é formada por todos os mapas (são em número

infinito) compat́ıveis com este atlas.

Exerćıcio 21: Considere o sistema de coordenadas plano–polares :
ϕ : U −→ V ; x = r cos θ , y = r sin θ , z = 0 ; 0 < r , −π < θ < +π

a) Identifique U e V (faça um desenho).
b) Determine os domı́nios das funções de passagem referentes a este mapa e o atlas (1), ou

seja, desenhe sobre Vα e sobre V a imagem de Uα ∩ U perante ϕα e ϕ, respectivamente.
d) Constate que o sistema de coordenadas plano–polares é um mapa admisśıvel à estrutura

diferenciável usual do plano, ou seja, mostre que as regiões determinadas no item b) são abertos
do IR2 e que os jacobianos de transformação das funções de passagem satisfazem (C).

(2) ϕβ : plano (X,Y ) −→ IR2 ; x = u
1/3
β , y = v

1/3
β , z = 0 .

Uβ =todo o plano, ϕβ é bijetora e Vβ = IR2 é aberto.
Note que este mapa é um mapa leǵıtimo, que satisfaz a definição de mapa (pág. 20). Confira

os valores dos determinantes (B) em todo o plano. O que acontece sobre os eixos X e Y ? Por
acaso a condição (A) deixa de cumprir-se sobre estes eixos?

As funções de passagem (uβ = u3α , vβ = v3α) e (uα = u
1/3
β , vα = v

1/3
β ) referentes aos mapas

(1) e (2) não satisfazem uma das duas condições para compatibilidade, a condição (C), sobre

os eixos X e Y . Confira. Os atlas (1) e (2) não são, portanto, equivalentes e geram estruturas
diferenciáveis distintas!

Exerćıcio 22: Considere o atlas

(3) ϕγ : plano (X,Y ) −→ IR2 ; x = u3γ , y = v3γ , z = 0 .

Uγ =todo o plano, ϕγ é bijetora e Vγ = IR2 é aberto.
a) Verifique se (B) se cumpre em todo o plano, sem esquecer os eixos X e Y .
b) Este atlas é equivalente a algum dos atlas anteriores, ou ele gera mais outra estrutura

diferenciável?

O conceito de variedade diferenciável generaliza o conceito de superf́ıcie com estrutura
diferenciável.

Se uma estrutura é formada por um atlas maximal no qual a condição (C) é substitúıda pela
condição de que as funções de passagem sejam somente cont́ınuas, temos uma variedade simples,
sem o adendo diferenciável.

Exerćıcio 23: Verifique se os atlas (1), (2) e (3) do plano (X,Y ) pertencem a uma mesma
estrutura quando (C) é substitúıda pela condição de continuidade das funções de passagem.
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Superf́ıcie com estruturas diferenciáveis distintas, o plano (X,Y ) com as estruturas geradas
pelos atlas (1), (2), ..., por exemplo, são consideradas variedades diferenciáveis distintas. À
esfera S7 estão associadas 28 variedades diferenciáveis diferentes; para as esferas S8, S9 etc. este
número entra rapidamente na casa dos milhões! Veja, por exemplo, a referência [7].

A estrutura diferenciável é a alma das variedades diferenciáveis. É ela que viabiliza a definição
intŕınsica de vetor tangente, conforme será visto no próximo caṕıtulo, e dá, conseqüentemente,
suporte à extensão do Cálculo Diferencial a espaços que não são necessariamente espaços lineares
com norma.

Nem todo espaço topológico admite estrutura diferenciável (um conjunto discreto, por exem-
plo), de modo que estudar variedades diferenciáveis implica uma restrição. Esta restrição é,
porém, compensada enormemente pelo acesso a um novo universo, riqúıssimo em estruturas
matemáticas decorrentes da existência de estrutura diferenciável e que estão, portanto, fora do
alcance da Topologia sozinha.

Este universo é a Geometria Diferencial.

– Variedades em geral

Na literatura não há padronização quanto à conceituação de variedade, variedade dife-
renciável e variedade topológica diferenciável; o mesmo nome é dado a objetos concebidos de
maneira diferente. Não há, porém, perigo de confusão, porque nos contextos onde aparecem
esses elementos o significado é sempre claro.

No que segue serão apresentadas as duas principais concepções desses elementos, não só
porque, dependendo do emprego, ora uma, ora outra conceituação é mais prática, mas, também,
porque por comparação reforça-se a própria compreensão dos conceitos.

Primeiro, de modo superficial, alguns aspectos gerais; depois, com mais cuidado, uma dis-
criminação mais detalhada.

– Variedade Ck (Ck–manifold)
É um par (Conjunto M , Estrutura Ck).
O atributo Ck quer dizer que todas as funções de passagem viabilizadas pela estrutura são

no mı́nimo de classe Ck nas respectivas regiões de definição.
Funções f : IRn −→ IRm são ditas de classe Ck em U ⊂ IRn se suas derivadas (derivadas

parciais) de k-ésima ordem existem e são cont́ınuas em todos os pontos de U .
Quando k ≥ 1, temos uma estrutura diferenciável de classe Ck, e a variedade Ck é neste caso

uma variedade diferenciável de classe Ck.
Uma variedade C0 na qual as funções de passagem não são todas diferenciáveis é denominada

variedade simples.
Se algumas das funções de passagem possuem derivadas de 1a ordem não-cont́ınuas, o que

significa uma propriedade intermediária entre C0 e C1, a variedade não é variedade C1, mas é
variedade C0, apesar de não ser variedade simples. Mesmo não sendo de classe C1, ela costuma
também ser chamada de variedade diferenciável.

A estrutura Ck (k ≥ 0) permite induzir sobre M uma topologia. A variedade torna-se
neste caso um espaço topológico localmente euclidiano, no sentido topológico, e não métrico. A
topologia induzida pode, porém, não ser Hausdorff.

Para a Geometria Diferencial são de interesse variedades Ck nas quais a topologia induzida
seja Hausdorff e enumerável, as quais podem, portanto, ser encaradas estaticamente como pares
constitúıdos de espaço topológico de Hausdorff enumerável e de estrutura diferenciável de classe
Ck, devendo, porém, ser notado que a topologia emM é definida nesta concepção posteriormente,
depois de introduzida a estrutura diferenciável.
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Em geral, saber o valor exato de k em Ck não é muito importante, e por isso k não costuma
ser explicitado, subentendendo-se ser ele suficientemente grande para os propósitos a que se
destinam as variedades. Freqüentemante k é considerado igual a infinito.

– Variedade topológica de classe Ck

É um par (Espaço topológico Hausdorff e enumerável M , Estrutura Ck) .
Aparece também na literatura sob o nome abreviado de variedade Ck.
A topologia sobre M é considerada neste caso desde o ińıcio, ou seja, antes da introdução

da estrutura Ck.
Quanto à denominação das variedade quando k = 0, k ≥ 1, etc., valem as mesmas observações

anteriores, com o adendo de que se trata de variedades topológicas (M é um espaço topológico).
As duas formas de variedades, a de variedade Ck com topologia induzida e a de variedade

topológica de classe Ck, costumam receber, ambas, o nome genérico de variedade diferenciável
ou, simplesmente, variedade.

As suas concepções diferem quanto às definições de carta, mapa ou sistema de coordenadas
e de compatibilidade de cartas e requerem apresentação mais detalhada em separado.

2.2 Variedade C
k

– Referências

A presente concepção de variedades encontra–se, por exemplo, nas seguintes referências:
a) Três Senhoras [1, cap. 7]; a matéria está resumida; refere–se a variedades de dimensão

infinita.
b) Abraham-Marsden [2, cap. 1.4]; a matéria está bem detalhada; o livro é um clássico,

possui muito material e é muito referido na literatura.
c) R. D. Richtmyer [8, cap. 23.1, 2, 3 e 4]; apresentação detalhada da matéria; ótima

discussão sobre a vantagem desta concepção de variedades para uso na F́ısica; possui muito
material sobre grupos.

d) W. L. Burke [9, cap. II.7]; a matéria encontra–se espalhada; o estilo de apresentação é
mais informal do que nos outros livros; possui boas observações e idéias; é estimulante e motiva
o leitor.

– Ponto de partida

Seja M um conjunto.
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– Carta ou mapa ou sistema de coordenadas locais

É um par (U,ϕ) onde
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M

IRn

xj
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ϕ

a) U ⊂ M é denominado domı́nio da carta;
b) ϕ : U −→ V ⊂ IRn , ϕ : m 7−→ x é uma bijeção
de U em V , na qual V é um aberto do IRn munido da
topologia usual (baseada em bolas abertas);
c) n, em IRn, chama-se dimensão da carta;
d) x ≡ (x1, x2, . . . , xn) é dita a representação de m ∈ M
e xi, a i–ésima coordenada de m ∈ M na carta.

O conceito de carta aplica–se não só a superf́ıcies mergulhadas no IRn, mas também a con-
juntos mais abstratos, como, por exemplo, um grupo de Lie.

O usuário de variedades diferenciáveis não constrói cartas. Ele as admite dadas.
Em F́ısica, os elementos de um conjunto de interesse são em geral definidos através de cartas,

explicita ou implicitamente.
Ex :

Estados de equiĺıbrio termodinâmico de um sistema termodinâmico simples. Segundo Callen [10,
pág. 12], postulado I, são particulares estados termodinâmicos completamente caracterizados
macroscopicamente pelos valores da energia interna U , do volume V e dos números de mols
N1, N2, . . . , Nr dos componentes qúımicos do sistema. ✷

Neste exemplo, como em outros, considera–se um conjunto de grandezas mensuráveis rele-
vantes a uma situação de interesse f́ısico (U, V,N1, N2, . . . , Nr, no presente caso), entendem-se
estas como coordenadas dos pontos de um aberto V do espaço dos parâmetros IRn (n = r + 2)
e definem–se os elementos do conjunto U ⊂ M associado à situação em questão (conjunto dos
estados de equiĺıbrio termodinâmico) como sendo as pré–imagens dos pontos de V ⊂ IRn perante
uma aplicação bijetora, ϕ : U ⊂ M −→ V ⊂ IRn, cuja existência é admitida por hipótese.

Se o espaço dos parâmetros, IRn, é entendido como Terra, o conjunto M pode ser entendido
como Céu.

– Ck–compatibilidade de cartas

Duas cartas (Uα, ϕα) e (Uβ , ϕβ) são ditas Ck–compat́ıveis se Uα ∩ Uβ = ∅ (trivialmente
compat́ıveis) ou, no caso de Uα ∩ Uβ 6= ∅, se

1) ϕα(Uα ∩ Uβ) e ϕβ(Uα ∩ Uβ) são abertos em IRn.
2) as aplicações, denominadas funções de passagem ou funções de mudança de coordenadas,

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ) ,

isto é,
xiβ = xiβ(x

1
α, . . . , x

n
α)

xjα = xjα(x1β, . . . , x
n
β) , i, j = 1, . . . , n

são, cada uma delas, funções de classe Ck em todos os pontos das respectivas regiões de definição,
isto é, nas imagens de Uα ∩ Uβ perante ϕα e ϕβ .
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....
....
.....
.....
.....
.....
.....
......
......
......
.......
.......
.........
..........
.............

............................................................................................................................................................
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
..
.
.
.
..
.
..
.
..
.
..
.
..
..
.
..
..
..
..
.
..
..
.
..
.
..
..
..
..
..
.
..
..
..
...
....
....
....
....
....
....
.....
.....
.....
.....
......
.......
........
..........
..............

................................................................................................................................................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

..

.

..

.

..

.

..

..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

..
.
..
..
.
..
..
.
..
..
.
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
...
..
...
...
....
....
....
.....
.....
.......
............................................

....
..
..
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

.

..

...
...
................................................

......
....
....
...
...
...
...
...
...
...
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

..

..

..

..

..

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
..
...
...
...
...
....
....
.............................................

..

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

...
.............................................

........
.....
....
...
...
...
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
..
.
..
.
..
.
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

M •

m

Uα

Uβ

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

..

..

.

..
..
.
..
..
..
..
...
...
....
.........
.......................................

.....
..
..
..
..
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..

...
...........................................

.....
.....
...
....
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

..

.

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
...
..
...
...
...
...
....
........
...............................

..
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

...........................................
.....
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

..

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

.

. .

. .

.

. .

.

. .

.

• •xα xβ

Vα

Vβ

...
...
...
...
...
..
...
..
...
...
...
...
...
...
...
...
...
....
....
...
....
....
.....
.....
.....
......
......
........
...........
............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

...........
........
......
......
.....
.....
.....
....
....
....
...
....
...
...
...
...
...
...
...
..
...
..
...
..
...
..
..
...
..
..
..

........

..
...
..
.

..
...
..
.

........

ϕβ ◦ ϕ−1
α

ϕα ◦ ϕ−1
β

IRn IRn

ϕα(Uα ∩ Uβ) ϕβ(Uα ∩ Uβ)
✁
✁
✁✕

✁
✁
✁✕

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. .

. .

.

.

.........
.....
....
...
...
...
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
..
..
..
.
..
..
.
..
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
..
.
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
...
...
....
....
.......
.................................

....
...
..
..
..
..
.
.
..
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
..
.
.
..
.
..
..
.
..
...
..
....
....
...
...
..
..
..
..
.
..
.
..
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
..
..
.
..
..
...
....
.......................

.

.

.

..

.

.

..

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

........ϕα ϕβ

Uα ∩ Uβ

ϕα(Uα ∩ Uβ) ⊂ IRn

ϕβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ IRn

ϕβ ◦ ϕ−1
α ϕα ◦ ϕ−1

β

ϕα

ϕβ

..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.

.................................................................................................................

........

.

.

.

.

.

.

.

.

.

........

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O determinante da matriz formada pelas derivadas parciais das funções de passagem,

Jαβ(xα) :=

∣

∣

∣

∣

∣

∂(x1β , ..., x
n
β)

∂(x1α, ..., x
n
α)

∣

∣

∣

∣

∣

,

chama-se jacobiano de transformação da mudança de cartas α −→ β (subentedido Ck, k 6= 0).

Exerćıcio 24: Mostre que, para Ck, k 6= 0:
a) as funções de passagem satisfazem as relações

n
∑

l=1

∂xiβ
∂xlα

(xα)
∂xlα

∂xjβ
(xβ(xα)) = δij i, j = 1, ..., n ;

onde δij é a delta de Kronecker, que assume os valores 1, se i = j, ou 0, se i 6= j.

(Note que
∂xi

β

∂xj
β

= δij , pois as coordenadas xiβ, i = 1, ..., n são funções independentes umas das

outras.)
b) os jacobianos de transformação Jαβ(xα) e Jβα(xβ) estão relacionados através de

Jαβ(xα)Jβα(xβ(xα)) = 1.

(Use as relações obtidas no item anterior e propriedades do produto e do determinante de
matrizes.)

Pode ocorrer facilmente que duas cartas que satisfazem a condição de compatibilidade 1)
não satisfaçam a condição 2).
Ex : As cartas (1) e (2) (pág. 23) referentes ao plano (X,Y ), apresentadas na Introdução,
satisfazem 1), mas não 2), sobre os eixos X e Y . ✷

Elas não são, portanto, compat́ıveis.
Pode acontecer também que duas cartas obedeçam à condição 2) sem obedecer à condição

1).
Ex : Seja M a união dos eixos X e Y no IR2. As cartas

Uα = {(x, y) | x = 0} , ϕα(x, y) = y ,
Uβ = {(x, y) | y = 0} , ϕβ(x, y) = x
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satisfazem 2) trivialmente, mas não satisfazem 1), pois Uα ∩ Uβ = {(0, 0)} é composto de um
único ponto, que não é subconjunto aberto em nenhuma das duas cartas. ✷

A compatibilidade implica a igualdade das dimensões das cartas, nα = nβ (Uα ∩ Uβ 6= 0).
Por quê?

As funções de passagem de cartas compat́ıveis são homeomórficas. Confira.
Para k ≥ 1, elas são mais do que homeomórficas; elas são difeomórficas de classe Ck. Veja

no que segue o significado disso.
Uma aplicação f : IRn −→ IRn qualquer é difeomórfica ou um difeomorfismo de classe Ck

quando f é bijetora e f e f−1 são, ambas, de classe Ck (k ≥ 1).

Exerćıcio 25: Qual é a classe Ck de compatibilidade entre a carta (1) e o sistema de coorde-
nadas plano-polares, dado no Exerćıcio 21 ?

– Atlas Ck

É uma famı́lia {(U1, ϕ1), . . . , (Uα, ϕα), . . .} de cartas cujos domı́nios constituem um recobri-
mento de M (veja pág. 13) e que são mutuamente Ck–compat́ıveis.
Ex :

Considere M = S2, formada pelos pontos do IR3 que obedecem à equação x2 + y2 + z2 = 1.
As projeções estereográficas dos pólos Norte e Sul de S2 sobre o plano z = 0 do IR3 formam um
atlas.

Carta α
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N

x

y

z

xα

yα

(xα, yα)

�
�✠

m = (x, y, z)
Uα = S2 − {N} , Vα = IR2 , ϕα : Uα −→ Vα

ϕα : (x, y, z) 7−→ (xα, yα),
xα = x

1−z , yα = y
1−z ;

ϕ−1
α : (xα, yα) 7−→ (x, y, z),

x = 2xα

1+x2
α+y2α

, y = 2yα
1+x2

α+y2α
, z = − (1−x2

α−y2α)
1+x2

α+y2α
.

Carta β
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..

xβ

yβ

�
�✠

m = (x, y, z)
Uβ = S2 − {S} , Vβ = IR2 , ϕβ : Uβ −→ Vβ

ϕβ : (x, y, z) 7−→ (xβ, yβ),
xβ = x

1+z , yβ = y
1+z ;

ϕ−1
β : (xβ, yβ) 7−→ (x, y, z),

x =
2xβ

1+x2

β
+y2

β

, y =
2yβ

1+x2

β
+y2

β

, z =
1−x2

β
−y2

β

1+x2

β
+y2

β

.

✷
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Exerćıcio 26:

a) Quais são as coordenadas do pólo Norte nas cartas α e β? Idem para o pólo Sul.
b) Verifique se as cartas satisfazem a condição 1) para compatibilidade de cartas.
c) Mostre que as funções de mudança de coordenadas são dadas por

xβ = xα

x2
α+y2α

yβ = yα
x2
α+y2α

e
xα =

xβ

x2

β
+x2

β

yα =
yβ

x2

β
+x2

β

d) Verifique se as cartas obedecem à condição 2) para compatibilidade de cartas. Qual é a
classe Ck do atlas?

e) Verifique se os jacobianos de transformação J ≡
∣

∣

∣

∂(xβ ,yβ)
∂(xα,yα)

∣

∣

∣
e J−1 ≡

∣

∣

∣

∂(xα,yα)
∂(xβ ,yβ)

∣

∣

∣
são positivos

em todos os pontos de Uα ∩ Uβ. Se forem, está demonstrado que S2 é orientável, conforme a
definição de orientabilidade dada na pág. 35. Se não forem, isso não significa que S2 não é
orientável.

Ex :

Considere novamente M = S2, definida por x2 + y2 + z2 = 1 no IR3. Um outro atlas de S2,
com 6 cartas, é dado pelas projeções, paralelas aos eixos coordenados, das calotas esféricas sobre
os respectivos planos equatoriais, deixando de fora os elementos das linhas equatoriais.

Carta c (cima)
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X

Z

Y

•
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.
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...
..
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.

..
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..
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...
..

xc

yc

�
�✠

m = (x, y, z)

Uc = {(x, y, z) | z > 0} , Vc = {(xc, yc) | x
2
c + y2c < 1}

ϕc : Uc −→ Vc , ϕc : (x, y, z) 7−→ (xc, yc),
xc = x , yc = y ;

ϕ−1
c : (xc, yc) 7−→ (x, y, z),

x = xc , y = yc , z = +
√

1− x2c − y2c .

Carta b (baixo)

...................................................................................................
......
....
...
..
...
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
.
..
.
.
..
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
..
.
.
..
.
.
..
.
..
.
..
..
..
..
..
..
..
...
...
...
....
....................................................................................................................

.......
......
....
....
....
...
...
...
...
..
...
...
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
.
..
.
..
.
..
..
.
..
..
.
..
..
..
.
..
.
..
.
.
..
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
..
.
.
.
.
.
..
.
.
.
..
.
..
.
..
.
..
..
.
..
..
..
..
..
.
..
..
.
..
..
..
..
.
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
..
...
..
...
...
...
...
...
...
...
....
...
....
.....
......
..........

........

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

..

..
....
..................................................................................................................................................................

............
.........
........
......
......
.....
.....
....
....
....
...
....
...
...
...
...
..
...
..
..
...
..
..
..
..
..
..
..
..
..
.
..
..
..
.
.
..
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

..
..
..
..
..
..
.

...
..
...
...
..

....
....
.....

.....
.......

.
.............

..........................
.............

.............

.............

.............

..

..

.

..

.

.

.

.

.

.

.............................................................................................................................................................................................................................................................................................

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

..
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
...
..
...
...
...
...
...
..
...
...
.

X

Z

Y

•

............. ............. ............. ..............
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.

yb

xb

❅
❅■

m = (x, y, z)

Ub = {(x, y, z) | z < 0} , Vb = {(xb, yb) | x
2
b + x2b < 1}

ϕb : Ub −→ Vb , ϕb : (x, y, z) 7−→ (xb, yb),
xb = y , yb = x;

ϕ−1
b : (xb, yb) 7−→ (x, y, z),

x = yb , y = xb , z = −
√

1− x2b − y2b .
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Note que xb e yb não são x e y, mas, sim, y e x, respectivamente. Compare com a carta c.
Essa escolha leva à demonstração de que a esfera é orientável.

Carta d (direita)
ϕd : {(x, y, z) | y > 0} −→ {(xd, yd) | x

2
d + y2d < 1} ; ϕd : (x, y, z) 7−→ (xd = z , yd = x)

ϕ−1
d : (xd, yd) 7−→ (x = yd , y = +

√

1− x2d − y2d , z = xd) .

Carta e (esquerda)
ϕe : {(x, y, z) | y < 0} −→ {(xe, ye) | x

2
e + y2e < 1} ; ϕe : (x, y, z) 7−→ (xe = x , ye = z)

ϕ−1
e : (xe, ye) 7−→ (x = xe , y = −

√

1− x2e − y2e , z = ye) .
Carta f (frente)

ϕf{(x, y, z) | x > 0} −→ {(xf , yf ) | x
2
f + y2f < 1} ; ϕf : (x, y, z) 7−→ (xf = y , yf = z)

ϕ−1
f : (xf , yf ) 7−→ (x = +

√

1− x2f − y2f , y = xf , z = yf ) .

Carta a (atrás)
ϕa : {(x, y, z) | x <)} −→ {(xa, ya) | x

2
a + y2a < 1} ; ϕa : (x, y, z) 7−→ (xa = z , ya = y)

ϕ−1
a : (xa, ya) 7−→ (x = −

√

1− x2a − y2a , y = ya , z = xa) . ✷

Exerćıcio 27:

a) Quais são os pares de cartas, dentre as cartas do Ex anterior, que são trivialmente
compat́ıveis?

b) Comprove que ϕc(Uc ∩ Ud) e ϕd(Uc ∩ Ud), por exemplo, são abertos.
c) Mostre que as funções de passagem referentes às cartas c e d são

xc = yd , yc =
√

1− x2d − y2d
xd =

√

1− x2c − y2c , yd = xc.

d) Constate que os jacobianos de transformação Jcd ≡
∣

∣

∣

∂(xd,yd)
∂(xc,yc)

∣

∣

∣
e Jbd ≡

∣

∣

∣

∂(xb,yb)
∂(xd,yd)

∣

∣

∣
, por exem-

plo, são positivos. Este atlas é formado por cartas em que todos os jacobianos de transformação
de cartas que se superpõem são positivos. A esfera, portanto, é orientável. Qual seria, porém,
o sinal do jacobiano Jbd se a carta b fosse dada por

ϕb : (x, y, z) 7−→ (xb = x , yd = y)

ϕ−1
b : (xb, yb) 7−→ (x = xb , y = yb , z = −

√

1− x2b − y2b ?

e) Qual você acha que é a classe Ck do presente atlas?

– Atlas Ck–equivalentes

Dois atlas Ck, A e A′, são ditos Ck–equivalentes ou, simplesmente, equivalentes se
a) a união A ∪A′ é um atlas Ck,

ou, equivalentemente, se
b) cada carta α ∈ A é Ck–compat́ıvel com cada carta β ∈ A′.

Exerćıcio 28: Mostre que atlas equivalentes formam uma classe de equivalência.

Exerćıcio 29: No livro das Três Senhoras [1], página 192, é dito que os dois atlas referentes à
esfera S2, apresentados nos dois últimos Exs, são C∞–equivalentes. Confira isso parcialmente,
analisando a compatibilidade das cartas α e b.

– Estrutura Ck, atlas maximal e carta admisśıvel

Estrutura Ck , simbolizada simplesmente por E ,
a) é uma classe de equivalência de atlas Ck,

ou, equivalentemente,
b) é um atlas maximal.
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Atlas maximal ou atlas máximo é um atlas tal que qualquer carta Ck–compat́ıvel com cada
carta dele pertence a ele.

Carta admisśıvel é uma carta pertencente a um atlas maximal.
Dado um atlas Ck, a união de todos os atlas Ck–equivalentes ao atlas dado é a estrutura Ck

gerada por ele.
Dado um atlas Ck, existe só uma única estrutura Ck à qual pertence o atlas dado.
Estrutura diferenciável de classe Ck é uma estrutura Ck com k ≥ 1.

– Topologia induzida por uma carta

A topologia induzida pela carta ϕ : U −→ V em U ⊂ M
a) é a topologia menos fina (pág. 8) que torna a aplicação (bijetora) ϕ homeomórfica,

ou, equivalentemente,
b) é o sistema de subconjuntos de U formados pelas pré–imagens dos abertos em V ⊂ IRn

perante ϕ (veja a definição de topologia induzida na pág. 8).

– Topologia induzida por duas cartas compat́ıveis

A topologia induzida por duas cartas compat́ıveis (Uα, ϕα) e (Uβ, ϕβ) é a topologia que declara
abertos em Uα ∪ Uβ ⊂ M todos os subconjuntos abertos nas topologias induzidas pelas cartas
α e β e as uniões arbitrárias destes abertos.

Exerćıcio 30: No caso de Uα∩Uβ 6= 0, demonstre que as condições 1) e 2) para compatibilidade
de cartas garantem que a topologia induzida pela carta α coincide com a topologia induzida pela
carta β na região Uα ∩ Uβ, e vice-versa.

Será que as condições 1) e 2) garantem que a topologia induzida em Uα∪Uβ seja Hausdorff?
Não necessariamente, conforme exemplo a seguir.

Ex :

Considere o conjuntoM composto de três cópias do IR1. Os elementos deM são representáveis
por (x, r), onde x é um número real e r indica uma das três cópias, a, b ou c, do IR1. Considere
as duas cartas

Uα = {(x, a) | x ≥ 0} ∪ {(x, b) | x < 0} , ϕα(x, r) = x ,
Uβ = {(x, c) | x ≥ 0} ∪ {(x, b) | x < 0} , ϕβ(x, r) = x .

Cada carta é homeomórfica ao IR1, mas os pontos P = (0, a) e Q = (0, c) não são separados,
pois não possuem vizinhanças disjuntas; qualquer par de vizinhanças de P e Q possui pontos de
{(x, b) | x < 0} em comum. A topologia induzida pelas duas cartas não é, portanto, Hausdorff.
✷

– Topologia induzida pela estrutura diferenciável.

A topologia induzida por uma estrutura diferenciável em M é a topologia que declara abertos
em M os subconjuntos abertos nas topologias induzidas por todas as cartas pertencentes à
estrutura e as uniões arbitrárias destes abertos.

– Variedade Ck de dimensão n
Repetitio est mater studiorum1: Variedade Ck é um par (M, E) constitúıdo de um conjunto

M e de uma estrutura Ck E (veja pág. 24).
Para trazer à luz o universo riqúıssimo da Geometria Diferencial, é conveniente que a topolo-

gia induzida em M seja Hausdorff e enumerável. Neste caso, mesmo que ela tenha sido definida
em M posteriormente, e não de ińıcio, o resultado final da presente concepção também pode ser

1 Significado: repetição é a mãe dos estudos. Abreviação para uso futuro: R.E.M.S.
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entendido como um par composto de um espaço topológico de Hausdorff enumerável e de uma
estrutura diferenciável.

Todas as cartas de uma estrutura diferenciável possuem a mesma dimensão n. Por quê?
Chama–se dimensão da variedade a dimensão das cartas e exibe–se esta caracteŕıstica da

variedade na representação desta denotando–a, a variedade, por Mn.

2.3 Variedade topológica de classe C
k

– Referências

A presente concepção encontra–se, por exemplo, nas referências seguintes:
a) Três Senhoras [1, cap. 3]; a matéria é apresentada de modo detalhado e conciso; este livro

é ótimo para consultas em geral; possui exelente ı́ndice remissivo; é muito referido na literatura;
é um bom investimento acostumar–se com ele.

b) C. von Westenholz [4, cap. 3]; encontra–se o assunto bem detalhado e com exemplos;
possui farto material de interesse geral.

c) W. Thirring [11, cap 2.1]; os conteúdos são expostos detalhadamente, e com exemplos;
possui exelentes observações.

d) Curtis-Miller [12, cap. 3, pág. 23]; a matéria é apresentada com detalhes; possui riqúısimo
material de interesse geral, com muitos exemplos e aplicações modernas.

e) Nash-Sen [3, cap. 2.1, 2.2]; a matéria é exposta resumidamente; é um livro informal e
motivador; bom complemento aos outros.

– Ponto de partida

Seja M um espaço topológico Hausdorff e enumerável.

– Carta, mapa, sistema de cooredenadas locais

É um par (U,ϕ) .
a) U ⊂ M , denominado domı́nio da carta, é um aberto de M .
b) ϕ : U −→ V é um homeomorfismo de U em V , onde V é um aberto do IRn munido da

topologia usual.
c) n é a dimensão da carta.
d) ϕ(m) = x, x ≡ (x1, . . . , xn) é a representação do elemento m ∈ M na carta, e xi é sua

i–ésima coordenada.
Note que ϕ aqui é um homeomorfismo, e não uma bijeção, como na definição anterior (pág.

26). Naquela definição não fazia sentido exigir que ϕ fosse homeomórfica, pois M não era de
ińıcio espaço topológico.

Exerćıcio 31: Conclua que é supérfluo declarar que U seja um aberto de M quando se declara
que ϕ é homeomórfica e V é um aberto de IRn.

– Ck–compatibilidade de cartas

Duas cartas (Uα, ϕα) e (Uβ , ϕβ) são ditas Ck–compat́ıveis se Uα ∩ Uβ = 0 (trivialmente
compat́ıveis) ou, no caso de Uα ∩Uβ 6= 0, se as aplicações, denominadas funções de passagem ou
de mudança de coordenadas,
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ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) −→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

ϕα ◦ ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ) −→ ϕα(Uα ∩ Uβ) ,

são, cada uma delas, de classe Ck em todos os elementos das respectivas regiões de definição.

Exerćıcio 32: Conclua que as imagens de Uα ∩ Uβ perante ϕα e ϕβ são abertas em IRn. Não
é, portanto, necessário declarar explicitamente que elas o sejam, como foi feito na definição
anterior de compatibilidade de cartas, referente à concepção alternativa de variedade. (Tanto
neste como no exerćıcio anterior, o teorema importante da pág. 6 mostra seu valor).

– Atlas Ck, atlas Ck equivalentes e estrutura Ck

As definições destes conceitos são as mesmas que as que dão suporte a variedades Ck (pág.
24), subentendedo–se, é claro, que no presente caso a definição de Ck–compatibilidade de cartas
seja a considerada acima.

– Variedade topológica Ck

R. E. M. S.2: variedade topológica Ck é um par (M, E) constitúıdo de um espaço topológico
de Hausdorff enumerável M e de uma estrutura Ck, denotada por E (veja pág. 25).

Na Geometria Diferencial interessam somente variedades com k ≥ 1, denominadas variedades
diferenciáveis.

Ex :

a) O conjuntoM = IRn com topologia usual transforma–se em variedade diferenciável quando
é munido da estrutura C∞ gerada pela carta (U = IRn , ϕ = id), onde id denota a aplicação
identidade, que no presente caso é representada por

id : IRn −→ IRn , id : x 7−→ x.

As coordenadas dos elementos do conjuntoM = IRn nesta carta são denominadas coordenadas
naturais do IRn; e a estrutura gerada por ela, estrutura diferenciável usual do IRn. É esta a
estrutura subentendida normalmente para o IRn.

b) Adaptando a situação genérica acima para o caso n = 1, temos a estrutura diferenciável
usual do IR1.

Encontram–se na literatura outras estruturas para o IR1, como, por exemplo, a estrutura C∞

gerada pela carta ϕ : U = IR1 −→ V = IR1 , ϕ : x 7−→ x3.
Esta é diferente da estrutura anterior, pois as cartas que geram as duas não são compat́ıveis:

as funções de passagem não são diferenciáveis no ponto x = 0 (veja as estruturas do plano
(X,Y ) apresentadas na introdução referente às variedades diferenciáveis). IR1 com esta estrutura
é, portanto, outra variedade diferenciável.

c) Um subconjunto abertoM ⊂ IRn e com estrutura gerada por (U = M , ϕ = id) é, também,
um exemplo de variedade diferenciável n–dimensional, assim como o é, no caso de uma variedade
diferenciável Mn qualquer, o domı́nio U ⊂ M de qualquer carta admisśıvel ϕ : U −→ V com a
estrutura gerada por esta.

d) Considere M = S2 ⊂ IR3 com a topologia relativa (pág. 9). As aplicações ϕα , ϕβ e
ϕc , ϕb , . . . dos atlas referentes a S

2, dados nos Exs junto às páginas 28 e 29, são homeomórficas
e cumprem as condições para que os referidos atlas sejam também atlas na presente concepção.

Comparando com o exemplo c), note que esfera a S2, aberta na topologia relativa, não é
subconjunto aberto em IR3 e, conseqüentemente, não admite estrutura diferenciável gerada por
(U = S2, id). Ela admite, porém, a estrutura induzida pelos atlas mencionados acima.

e) Seja f : IRn −→ IR1 de classe C1, pelo menos, e M = {x ∈ IRn | f(x) = 0 , ∃j tal que ∂f
∂xj 6=

2 Veja ao pé da página 31
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0 ∀x}. O teorema da função impĺıcita [1] garante a existência de cartas apropriadas que levam
M a ser uma variedade diferenciável de dimensão n− 1.

A esfera S2, caracterizada por {(x, y, z) ∈ IR3 | x2+y2+z2−1 = 0}, é um exemplo particular
de variedades desse tipo, bem como as esferas Sn ⊂ IRn+1.

f) Considere o conjunto de todas as matrizes m×m de números reais. Os m2 elementos de

cada uma das matrizes, ordenados segundo um preceito qualquer, definem um ponto no IRm2

, de
modo que o conjunto em questão pode ser identificado com o IRm2

e herda deste sua estrutura
diferenciável.

O grupo GL(m, IR) das transformações lineares de IRm em IRm é representado por matrizes

com inversa (determinante não nulo), é um subconjunto aberto de IRm2

e constitui uma variedade
diferenciável m2–dimensional no sentido do exemplo c) acima.

As matrizes unimodulares (determinante igual a 1) são caracterizadas pela condição do
exemplo e) e também formam uma variedade diferenciável, de dimensão, porém, igual a m2− 1.

g) Duas variedades Mn1

1 e Mn2

2 induzem sobre o conjunto M = M1 ×M2 uma estrutura de
variedade. Se (U1, ϕ1) e (U2, ϕ2) são cartas de M1 e M2, respectivamente, elas induzem sobre M
a carta, chamada carta produto , (U1, ϕ1)× (U2, ϕ2) = (U1×U2, ϕ1×ϕ2) , ϕ1×ϕ2 : (m1,m2) ∈
(U1, U2) 7−→ (ϕ1(m1), ϕ2(m2)) ∈ IRn1+n2 . A topologia em M é a topologia produto. A variedade
M assim concebida é denominada variedade produto de M1 e M2, e sua dimensão é n1 + n2.

h) Contra–exemplo: M = {(x, y) ∈ IR2 | |y| = |x|} não é variedade, pois toda vizinhança
do ponto (0, 0) decompõe M , sem este ponto, em quatro partes, em vez de duas, e não pode,
conseqüentemente, ser levada homeomorficamente sobre um aberto do IR1. ✷

Como se vê nos exemplos acima, nem todos os subconjuntos do IRn podem ser usados como
variedades diferenciáveis. Eles não precisam ser necessariamente abertos, mas devem poder
admitir estrutura diferenciável.

2.4 Propriedades e estruturas adicionais

– Paracompacticidade

A partir do conceito de estrutura diferenciável, tanto numa como noutra concepção, constata–
se que as variedades são localmente homeomórficas ao IRn (veja págs. 19, 31 e 32). Confira. Esta
propriedade é um dos elos de uma cadeia de argumentos que conduzem ao seguinte teorema:

Teorema : Toda variedade, simples ou diferenciável, é paracompacta.

Exerćıcio 33: Demonstre–o. (É fácil quando se percebe a sugestão impĺıcita no comentário
feito ao final da apresentação do conceito de paracompacto, pág. 14.)

O fato de serem paracompactas as variedades é importante, porque garante sobre elas a
existência de uma estrutura denominada partição da unidade subordinada a um atlas. Esta é
uma peça fundamental para a formulação do Cálculo Integral sobre variedades diferenciáveis,
e de outros elementos importantes, que não poderiam ser implementados se as variedades não
fossem paracompactas.
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– Variedades orientáveis

Encontram–se na literatura duas definições de orientabilidade de variedades diferenciáveis,
e demonstra–se que são equivalentes, demonstração essa que envolve a partição da unidade
acima referida. Uma das definições, que invoca diretamente a estrutura diferenciável, pode
ser apresentada logo em seguida, mas a outra deve aguardar ainda a conceituação de formas
diferenciais exteriores e a definição de elemento de volume sobre uma variedade (veja pág. 84).
Antes, porém, da apresentação da primeira definição, seguem alguns exemplos intuitivos de
orientabilidade, que envolvem superf́ıcies mergulhadas no IR3.

Ex :

a) A esfera é orientável, pois admite em cada ponto os sentidos para dentro e para fora de
um vetor normal à sua superf́ıcie. Idem para o toro.

b) Um plano qualquer também é orientável, pois admite em cada ponto os sentidos para
“cima” e para “baixo” de um vetor normal a ele. IRn é orientável.

c) Contra–exemplos: a faixa de Möbius e a garrafa de Klein não são orientáveis.
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Faixa de Möbius
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Garrafa de Klein
✷

Uma variedadeMn é dita orientável se a sua estrutura admite um atlas tal que para qualquer
par de cartas α e β com Uα ∩ Uβ 6= 0 o jacobiano de transformação, o determinante da matriz
composta das derivadas parciais das funções de passagem, é positivo.

Diz–se que um atlas com esta propriedade define uma orientação e que a variedade, quando
descrita por ele, está orientada.

Quando se passa de uma carta para outra em uma variedade orientável e o jacobiano de
transformação é negativo, muda–se de orientação.

Ex :

Volte aos exerćıcios 26–e) e 27–d) e comprove que a esfera S2 é, de fato, orientável (as
demais esferas, Sn, também o são). Constate, portanto, que o jacobiano de transformação de
uma dada mudança de coordenadas ser negativo não significa que a variedade é necessariamente
não–orientável. ✷

Quanto à relevância da orientabilidade, diga–se que alguns conceitos muito apreciados nas
aplicações da Geometria Diferencial, como, por exemplo, o conceito de divergente de um campo
vetorial (pág. 85) e a teoria da integração, só valem para variedades diferenciáveis orientáveis.

– Subvariedades (submanifolds)
Surge agora a questão de saber quando um subconjunto de uma variedade herda a estrutura

diferenciável desta, situação em que é considerada uma subvariedade da variedade original.
Um subconjunto N de Mn é uma subvariedade de Mn se para todo e qualquer elemento

p ∈ N existe uma carta (U,ϕ) de Mn tal que
p ∈ U , ϕ : U ∩N −→ IRr × a e ϕ(p) = (x1, . . . , xr, a1, . . . , an−r) ,

onde a ≡ (a1, . . . , an−r) é um elemento fixo do IRn−r.
Não é dif́ıcil de entender que o conjunto {(U,ϕ)}, onde U = U ∩N e ϕ : U −→ IRr , ϕ(p) =

(x1, . . . , xr), forma sobre N r um atlas de mesma classe Ck que o atlas {(U,ϕ)} de Mn. A
dimensão da subvariedade N é r.
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A estrutura gerada por {(U,ϕ)} em N é a estrutura induzida pela estrutura de M sobre N .
Se N já possui alguma estrutura, então N , munida desta, é subvariedade de M se a estrutura
já existente coincide com a estrutura induzida por M sobre N .

Ex :

a) Um subconjunto aberto N de Mn é o caso trivial de subvariedade de dimensão r = n de
Mn.

b) IR1 é uma subvariedade de IR3.
c) Sejam M = IR3, N = S2 e (x, y, z) as coordenadas naturais do IR3. Considere a carta

(U,ϕ) de M cujo domı́nio são os elementos m ∈ M com x2 + y2 < 1, z > 0 e cujas coordenadas
ϕ(m) = (xc, yc, zc) estão relacionadas às coordenadas (x, y, z) através das funções de passagem

xc = x , yc = y , zc = z −
√

1− x2 − y2 .
Nesta carta – note que ela pertence à estrutura diferenciável usual do IR3 – vale ϕ(p) =

(xc, yc, 0) para todo elemento p ∈ U ∩ S2 , de onde se constata que a calota superior da esfera
S2 (pontos com z > 0) é uma subvariedade do IR3. A carta (U,ϕ) gerada por (U,ϕ) é a carta c
apresentada no exemplo de atlas da esfera S2 dado na pág. 29.

Para os demais elementos de S2, pode–se verificar a existência de cartas análogas à carta
(U,ϕ) considerada acima, e que conduzem às demais cartas do atlas da pág. 29.

A esfera S2 toda é, portanto, uma subvariedade diferenciável do IR3.
Um modo mais simples de constatar que S2 é uma subvariedade do IR3 vale-se de um teorema

enunciado na página 53, o qual aborda subvariedades definidas por um sistema de equações.
S2 bem como as esferas Sn−1 são apresentadas como exemplos de subvariedades do IR3 e IRn,
respectivamente, junto ao teorema citado.

d) Contra–exemplo: dado M = IR2, o subconjunto N = {(x, y) ∈ IR2 | y = |x|} com
a estrutura gerada pelo atlas (U = N,ϕ : (x, y) ∈ N 7−→ x) é uma variedade, mas não é
subvariedade de IR2.

Note que a carta cujo domı́nio U é IR2 e cujas coordenadas (xc, yc) estão relacionadas às
coordenadas naturais do IR2, (x, y), via xc = x, yc = y − |x|, não funciona, pois não pertence
à estrutura diferenciável usual do IR2 – as funções de passagem não são diferenciáveis no ponto
x = 0, y = 0.

A estrutura gerada pelo atlas (U,ϕ) acima não é, portanto, recebida por indução da estrutura
diferenciável usual do IR2.

e) Veja as possibilidades de formação de subvariedades (pág. 53) viabilizadas pelo conceito
de mergulho (embedding) (pág. 53) e pelo teorema referido no exemplo c) acima, a serem
apresentados no próximo caṕıtulo. ✷

– Variedades com contornos (manifolds with boundaries)

a) Preliminares

A definição de variedade baseia–se, como foi visto, em cartas que são bijeções, ou homeo-
morfismos, de partes de um conjunto em abertos no IRn. Em muitas aplicações, no emprego do
teorema de Stokes, no Cálculo Integral, e no estudo de problemas de contorno na F́ısica, por
exemplo, este conceito de carta é muito restritivo e pede um relaxamento, o qual, quando é feito
nos moldes do que é apresentado a seguir, leva à concepção de variedades mais abrangentes, as
variedades com contorno.

Sejam IRn
+ = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ IRn | xn ≥ 0} e ∂IRn

+ = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ IRn | xn = 0}. IRn
+

é denominado semi–espaço superior do IRn.
Seja V um aberto em IRn

+ (na topologia relativa), e f : V −→ IRr, uma aplicação qualquer.

Diz–se que f é diferenciável de classe Ck sobre V se existem um aberto Ṽ ⊂ IRn contendo V
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e uma aplicação f̃ : Ṽ −→ IRr de classe Ck tal que sua restrição ao aberto V coincide com f ,
f̃ |V = f .

xnIRn

IRn
+

IRr
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f̃✻

V

V não necessita ser aberto no IRn e pode conter partes do ∂IRn
+.

IRn
+ não é subvariedade do IRn, mas ∂IRn

+ é.

b) Variedade com contorno

Da mesma forma que para as variedades apresentadas anteriormente, uma variedade com
contorno é um par (M, E), onde M é um espaço topológico de Hausdorff enumerável e E é uma
estrutura composta de um atlas maximal cujas cartas são pares (U,ϕ) nas quais ϕ são aplicações
homeomórficas de U ⊂ M em abertos V de IRn

+, ϕ : U −→ V . O critério de compatibilidade
entre cartas é o mesmo de antes, referente a variedades (sem contorno), só que o conceito de
diferenciabilidade é o apresentado acima, nas preliminares.

c) Contorno e interior (boundary and interior)
Seja M uma variedade com contorno.
O contorno de M , denotado por ∂M , é o conjunto ∂M = {mc ∈ M | existe uma carta (U,ϕ)

na estrutura E de M tal que ϕ(U) é um aberto em IRn
+ e ϕ(mc) ∈ ∂IRn

+}.
Variedades com contorno são mais gerais do que variedades (sem contorno). Se M é uma

variedade (sem contorno), vale ∂M = ∅.
Denomina–se interior de M , e representa–se–o por IntM , o conjunto IntM = M − ∂M =

M\∂M . Se (U,ϕ) é uma carta em torno de mi ∈ IntM , então, ou ϕ(U) é aberto em IRn, ou, se
ϕ(U) é aberto em IRn

+, ϕ(mi) não pertence a ∂IRn
+.
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Teorema : ∂M e IntM são, ambos, variedades (sem contornos). A dimensão de ∂Mn é
n− 1, e a de IntMn, n.

O que acontece quando a dimensão de M é n = 1? Neste caso ∂M é um conjunto discreto,
cujos elementos são encarados como uma variedade não diferenciável e de dimensão n = 0. Veja
exemplos logo a seguir.

Conclui–se do teorema acima que o contorno do contorno de uma variedade qualquer, com
contorno ou sem contorno, é vazio, ∂(∂M) = ∅ ; ∂2 = 0, e que o interior do interior coincide
com o interior, Int(IntM)= IntM ; Int2 = Int.

O contorno ∂M não deve ser confundido com uma fronteira topológica (pág. 12), a qual
depende do espaço do qualM é subconjunto. ParaM = ∂IRn

+, por exemplo, o contorno é ∂M = ∅,
ao passo que, encarando M como subconjunto do espaço topológico IRn, vale b(M) = M , ou,
encarando–o como subconjunto do IRn−1, b(M) = ∅. E quanto ao interior, será que vale a mesma

observação para IntM e o interior topológico (pág. 12),
◦

M? Parece que sim. Confira.
Ex :

a) M = [a, b] ∈ IR1 com o atlas U1 = [a, b) , ϕ1 : x 7−→ x− a ; U2 = (a, b] , ϕ2 : x 7−→ b− x.
Têm–se ∂M = {a}∪ {b} e Int M = (a, b). Este é um exemplo que mostra que ∂M pode não ser
conexo mesmo que M o seja.

b) M = [a, b) ∪ (b, c). ∂M = {a} e M = (a, b) ∪ (b, c). Aqui se verifica uma situação
reversa à do exemplo anterior: ∂M pode ser conexo sem que M o seja. Verifica–se também que
uma variedade com contorno não necessita ser compacta. Por outro lado, que uma variedade
compacta também pode não ter contorno atesta–o a esfera.

c) M = bola fechada = {(x, y, z) ∈ IR3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1} com a estrutura gerada pelo atlas
composto da carta U1 = {x2 + y2 + z2 < 1} , ϕ1 : (x, y, z) 7−→ (x, y, z + 1) e das cartas produto
induzidas sobre U = {1

2 < x2 + y2 + z2 ≤ 1} = S2 × (12 , 1]} pelas cartas de S2 (veja pág. 28,
p. ex.) e de (12 , 1] (veja exemplo a) acima) nos moldes da definição dada no exemplo g) da pág.
34. ∂M = S2 e IntM = bola aberta = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 < 1}.

d) Contra–exemplo: M = {(x, y) ∈ IR2 | |x| ≤ 1 , |y| ≤ 1} não é subvariedade com contorno
do IR2, pois possui cantos. ✷

2.5 Fibrados

– Referências

a) N. E. Steenrod [13, parte I]; é uma referência clássica, muito citada na literatura;
b) Três Senhoras [1, cap. III.B.2];
c) M. Nakahara [14, cap. 9];
d) Nash-Sen [3, cap. 7];
e) C. von Westenholz [4, cap. 6].

– Introdução

Fibrados (fibre bundles) são obras de engenharia topológica das mais fascinantes, e de grande
aplicabilidade à F́ısica. Por exemplo, os cenários dos formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano da
Mecânica Clássica, quais sejam, os espaços de fases de velocidade e de momentum, são fibrados
constrúıdos sobre o espaço de configuração dos sistemas dinâmicos. As teorias de calibre (gauge
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field theories), que incluem, p. ex., o campo eletromagético, são tratadas de modo natural em
termos de fibrados principais.

Por serem estruturas baseadas eminentemente em espaços topológicos, poderiam já ter sido
apresentados antes, imediatamente após espaços topológicos, como seria natural. No entanto, o
lugar mais apropriado parece-nos ser aqui, após variedades diferenciáveis, não só porque podem
incluir, como caso particular, a conceituação dos fibrados de maior interesse à F́ısica, os fibrados
diferenciáveis, mas, principalmente, porque a sua compreensão fica facilitada quando se constata
que a sua concepção é semelhante à de variedades diferenciáveis: está estruturada em termos
de conceitos que, mutatis mutandis, são os conceitos de carta, compatibilidade de cartas, atlas,
atlas equivalentes, estrutura diferenciável, etc.

– Fibrados (fibre bundles)
Adotando o estilo carreta-na-frente-dos-bois, fibrado é um quinteto (E,M, π;F,G) comple-

mentado por uma classe de equivalência de famı́lias constitúıdas de trivializações locais.
Os componentes do quinteto (E,M, π;F,G) são um feixe (E,M, π), uma fibra t́ıpica F e um

grupo de estrutura G, cujos significados, bem como os dos demais elementos que compõem os
fibrados, passam a ser apresentados.

– Feixe (bundle)
Fibrados fundamentam-se sobre feixes, e estes, sobre a idéia de multi in unum — não con-

fundir com multi in uno.
Feixe (bundle) é um trio (E,M, π), onde E e M são, respectivamente, espaços topológicos e

π é uma aplicação sobrejetora cont́ınua,

π : E −→ M.

E é denominado espaço total, ou espaço das fibras, e é usado muitas vezes para representar
o trio inteiro.

M e π chamam-se, respectivamente, espaço base e projeção.
Para que um feixe seja interessante, π deve ser não-

injetora, isto é, deve ser tal que cada elemento de M seja
imagem de mais de um elemento de E. Muitos elementos
p ∈ E são levados (are mapped) em um único e mesmo ele-
mento m ∈ M ; dáı multi in unum, que quer dizer “muitos
em um”.

A pré-imagem de m ∈ M , ou seja, o conjunto Fm =
π−1(m) formado por aqueles elementos de E que têm por
imagem m, π(Fm) = m, é denominado fibra em m ou fibra
sobre m (fibre over m).
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Obs. A notação π−1(m) não significa que existe aplicação inversa π−1, pois quando π é
não-injetora a inversa não existe.

O espaço E pode ser entendido como um feixe ou punhado composto de fibras, uma para
cada m ∈ M ;

E = ∪
m∈M

Fm .

Os elementos de cada fibra Fm constituem uma classe de equivalência Fm = [p], na qual
p ∼ p

′

se π(p) = π(p
′

) = m.
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Ex :

a) Dado um feixe — no sentido usual da palavra —, de n colares de pérolas rotulados com
os números 1, 2, ...,n, sejam E o conjunto de todas as pérolas que compõem os n colares e M
o conjunto dos rótulos dotado de uma das muitas topologias posśıveis – a propósito, se n = 3,
quantas topologias existem? (Veja o Exerćıcio 8.)

A aplicação π : E −→ M que associa a cada pérola o rótulo do colar ao qual ela pertence é
sobrejetora e, considerando para topologia em E a topologia induzida por π a partir da topologia
em M (veja pág. 8), é cont́ınua. Conseqüentemente, o trio (E,M, π) é um feixe segundo a
definição acima.

As pérolas de cada colar constituem uma fibra.
Se neste exemplo os conceitos de feixe e de fibra estão próximos dos significados quotidianos

destes termos, já nos exemplos que seguem, nem tanto.
b) Considere o conjunto E composto de todas as frutas em um pomar – maçãs, peras,

pêssegos, etc. –, juntamente com o conjunto M formado por todas as árvores que as sustentam.
O trio (E,M, π), onde π : E −→ M é a aplicação que associa a cada fruta a árvore que a sustenta,
forma um feixe no sentido matemático do termo (supondo que π seja cont́ınua), apesar de a
disposi̧cão das frutas no pomar não dar a idéia de feixe no sentido usual da palavra.

Dentre todas as frutas, aquelas que pertencem ou estão em uma mesma árvore – aqui, sim,
cabe dizer multi in uno, que também quer dizer “muitos em um” – formam uma fibra segundo a
definição acima; isso por que elas são levadas em um mesmo elemento, a árvore à qual pertencem
– multi in unum!

c) Sejam E = {z = x+iy ‖ |z| = 1} e M = {w = u+iv ‖ |w| = 1} duas cópias do conjunto de
números complexos de módulo unitário e seja π a aplicação caracterizada por π : z 7−→ w = zn.
Note que E e M são o mesmo espaço, a esfera S1. π : E −→ M é sobrejetora e cont́ınua,
segundo a topologia usual, e (E,M, π) é, portanto, um feixe.

De quantos elementos é composto cada uma das fibras Fw no caso de n = 2? E no caso de
um inteiro n qualquer?

d) Considere um cilindro liso, de raio e altura unitários e orientado ao longo do eixo Z do IR3.
Sejam E o cilindro, M a circunferência (esfera S1) obtida pela projeção do cilindro sobre o plano
(X,Y ) e π a aplicação que associa a cada ponto p ∈ E o ponto m ∈ M obtido pela projeção de
p sobre (X,Y ). Suponha E e M dotados da topologia relativa com respeito à topologia usual
do IR3 (veja pág. 9). O trio (E,M, π) é um feixe.

Apesar de um cilindro liso não dar esta impressão, podemos imaginá-lo como um feixe de
retas paralelas e de mesmo comprimento, desempenhando o papel de fibras no sentido usual da
palavra, coladas umas às outras de modo a formar o cilindro.

e) E se em vez do cilindro liso E tivermos um cilindro amassado, E′? Este é homeomorfo a
E, e, se considerarmos a aplicação π′ : E′ −→ S1 que associa a cada p′ ∈ E′ a projeção sobre
(X,Y ) do ponto p ∈ E homeomorfo a p′ ∈ E′, o trio (E′, S1, π′) é também um feixe. ✷

– Feixe produto (product bundle)
Feixes produto costumam ser os primeiros exemplos de feixe apresentados na literatura

introdutória a fibrados.
Sejam M e F dois espaços topológicos e E = M × F o correspondente produto cartesiano

dotado da topologia produto (veja pág. 10). Seja π = π1, a projeção canônica que associa a
cada par ordenado (m, f) ∈ M × F o elemento m ∈ M .

Um feixe (E,M, π) assim constitúıdo é denominado feixe produto.
Ex :

a) (IR2 = IR1 × IR1, IR1, π1).
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b) O feixe envolvendo o cilindro liso no Ex. anterior é na realidade o trio (S1 × I, S1, π1),
onde I é um segmento de reta de comprimento unitário, e é um exemplo de feixe produto.

c) Contra-exemplos: os feixes envolvendo as pérolas, as frutas e o cilindro amassado no Ex.
anterior.

d) Contra-exemplo clássico: a faixa de Möbius, cujo espaço total, diferentemente do cilindro,
não pode ser escrita como um produto do tipo S1 × I e nem sequer é homeomórfica a S1 × I. ✷

– Feixe trivial (trivial bundle)
Pode ocorrer que um feixe (E,M, π) não seja feixe produto mas que exista um homeomor-

fismo (global) entre E e um espaço topológico M × F .
(E,M, π) é neste caso chamado de feixe trivial.
Ex :

a) Feixe produto – caberia chamar este de feixe trivial trivial.
b) O feixe que envolve o cilindro amassado no penúltimo Ex. ✷

– Secção (section)
Dado um feixe (E,M, π), secção transversal ou, simples-

mente, secção, é uma aplicação σ : M −→ E tal que

π ◦ σ = idM ,

ou seja, tal que π(σ(m)) = m, ∀m ∈ M .
σ associa a m ∈ M um elemento σ(m) pertencente a

Fm ⊂ E.
Podemos visualizar o contradomı́nio de σ como uma

curva geométrica sobre E que corta cada fibra em um único
ponto.
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Ex:

a) Dada uma aplicação f : X −→ Y , f : x 7−→ y, o conjunto formado pelos pares ordenados
{(x, y)||y = f(x), x ∈ X} em X × Y é denominado gráfico de f .

A aplicação σ : X −→ X × Y que associa a cada x o elemento (x, f(x)) do gráfico de f é
um exemplo de secção constrúıda em termos do feixe (X × Y,X, π1), que na presente situação
é um feixe produto, mas que em outros casos pode não sê-lo.

b) Campos tensorias (pág. 78), de grande importância na Geometria Diferencial, são também
exemplos de secções. Eles são aplicações que associam a um elemento m de alguma variedade
diferenciável Mn um elemento da fibra Fm de um fibrado tensorial que tem Mn por espaço base.
✷

– Morfismo de feixe (bundle morphism)
Dados dois feixes (E,M, π) e (E′,M ′, π′) e uma aplicação

g : E −→ E′ ,

se g preserva fibra, isto é, se g associa a cada fibra de E uma fibra de E′, o que pode não se
cumprir para uma g qualquer, g é denominada morfismo de feixe.

Neste caso g induz a aplicação ḡ : M −→ M ′ que associa a m = π(p) o elemento m′ = π′(p′)
quando g(p) = p

′

.
Um morfismo de feixe pode ser caracterizado como um par (g, ḡ) que satisfaz a relação

π′ ◦ g = ḡ ◦ π .
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– Fibra t́ıpica (typical fibre)
Há feixes em que todas as fibras Fm são homeomórficas a um espaço topológico F , que é

chamado de fibra t́ıpica.
A topologia considerada em cada fibra é a topologia relativa.
Ex :

a) Em (M × F,M, π1) a fibra t́ıpica é F .
b) Tanto no cilindro liso como no cilindro amassado apresentados anteriormente, o segmento

de reta I desempenha o papel de fibra t́ıpica.
c) Contra-exemplo: qualquer feixe cujas fibras não possuem o mesmo número de elementos.

Por quê? ✷

Fibrados — o que será que os destaca dentre os feixes? — em que a fibra t́ıpica é um espaço
vetorial são denominados fibrados vetoriais. Os espaços de fases de velocidade e de momentum
na Mecânica são exemplos de fibrados vetoriais.

– Feixes =⇒ fibrados

Feixes passam a ser chamados de fibrados quando, além de fibra t́ıpica, possuem ainda uma
estrutura adicional intimamente ligada a um grupo topológico, denominado grupo de estrutura,
que atua sobre a fibra t́ıpica.

– Grupo de estrutura (structure group)
Antes de apresentá-lo, alguns conceitos preliminares.
Sejam G e F um grupo e um espaço topológicos.
Grupo de transformações {σg} de F é um conjunto de aplicações

σg : F −→ F ,

uma para cada g ∈ G, com as seguintes propriedades:
a) cada σg é um homeomorfismo de F sobre si mesmo — difeomorfismo (págs. 28, 51), se G

e F são variedades diferenciáveis;
b) a correspondência σ : G −→ {σg}, σ : g 7−→ σg é tal que

σgh = σg ◦ σh , ∀g, h ∈ G
σe = id ,

de onde segue
σg−1 = (σg)

−1 .

σ é, portanto, um homomorfismo, podendo ser na realidade um isomorforfismo, se for bije-
tora.

Chama-se σ de realização de G.
Diz-se que G opera ou age de maneira efetiva, ou efetivamente, sobre F se

σg : f 7−→ f, ∀f ∈ F =⇒ g = e ,

onde e é o elemento neutro de G. Desta propriedade decorre que σ é bijetora.
O grupo de estrutura de um fibrado (E,M, π;F,G) é um grupo topológico (veja pág. 10),

G, que opera de maneira efetiva sobre a fibra t́ıpica, F , através de um grupo de transformações
{σg} de F .

Em vista dos conceitos preliminares, resulta que em cada fibrado os grupos {σg} e G são
isomorfos e podem ser identificados um com o outro,

{σg} ≈ G .



Caṕıtulo 2. Variedades Diferenciáveis 43

Obs. Em fibrados distintos com mesmo G e F , os conjuntos de aplicações {σg}, apesar de
formarem grupos isomorfos a G, podem, porém, ser distintos. Isso ocorre, por exemplo, com a
garrafa de Klein e o toro torcido (pág. 47).

A presença de G nos fibrados está ligada a uma famı́lia de trivializações locais.

– Trivialização local (local trivialization)
Num fibrado, mesmo que não o seja globalmente, E é localmente homeomórfico a M ×F , o

que dá suporte a um conceito semelhante ao de carta no contexto de variedades diferenciáveis,
o conceito de trivialização local.

Trivialização local é um par (U,ϕ) com as seguintes caracteŕısticas:
1) U é um aberto de M .

Conseqüentemente, π−1(U) ⊂ E é um aberto de E, pois π : E −→ M é cont́ınua;
2) ϕ é uma aplicação homeomórfica

ϕ : π−1(U) −→ U × F , ϕ : p 7−→ (π(p),
∧

ϕ (p)) = (m, f),

denominada função coordenada. (m, f) são chamadas de coordenadas de p ∈ E.
π−1(U) é o espaço das fibras de um feixe trivial.

Da definição de ϕ observa-se que π1 ◦ ϕ = π, pois π1(ϕ(p)) = π1(π(p),
∧

ϕ (p)) = π(p) para
qualquer p ∈ π−1(U). Se p ∈ Fm, então (π1 ◦ ϕ)(p) = π(p) = m.

Tem-se também que
∧

ϕm: Fm −→ F ,

onde
∧

ϕm é a restrição de
∧

ϕ a uma fibra Fm ⊂ π−1(U) qualquer (
∧

ϕm=
∧

ϕ

∣

∣

∣

∣

Fm

), é uma aplicação

homeomórfica.
ϕ é o análogo à aplicação ϕ : U −→ V ⊂ IRn, ϕ : m 7−→ x no contexto das variedades

diferenciáveis.

– Famı́lia de trivializações locais

Um fibrado admite uma famı́lia de trivializações locais {ϕ} ≡ {(Uα, ϕα)}, α ∈ Λ — infinitas
familias, na realidade —, onde os abertos {Uα} recobrem M , M = ∪

α∈Λ
Uα, o mesmo acontecendo,

conseqüentemente, com os abertos {π−1(Uα)} em relação a E.
{ϕ} é o análogo a atlas nas variedades diferenciáveis; tal como as cartas de um atlas, as

trivializações obedecem a um critério de compatibilidade, que, no presente caso, envolve um
grupo topológico, G.

– Compatibilidade de trivializações locais

Sejam (Uα, ϕα) e (Uβ , ϕβ) duas trivializações quaisquer.
Se Uα ∩ Uβ = ∅, as trivalizações são ditas trivialmente compat́ıveis.
Se Uα ∩ Uβ 6= ∅, o critério de compatibilidade baseia-se na aplicação

gβα(m) ≡
∧

ϕβ,m ◦
∧

ϕ
−1

α,m: F −→ F , fα 7−→ fβ ,

onde
∧

ϕα,m e
∧

ϕβ,m são, respectivamente, as restrições de
∧

ϕα e
∧

ϕβ à fibra Fm e m ∈ Uα ∩ Uβ .
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Exerćıcio 34: Conclua que:
a) gβα(m) é um homeomorfismo de F em F ;
b) a aplicação

∧

ϕ β ◦
∧

ϕ
−1

α : Uα × F −→ Uβ × F , (m, fα) 7−→ (m, fβ)

pode ser expressa em termos de gβα(m) conforme
∧

ϕβ ◦
∧

ϕα

−1
= (id, gβα(m)).

As trivializações α e β são ditas compat́ıveis se:
1) gβα(m), para cada m ∈ Uα ∩ Uβ e cada par α, β ∈ Λ, é elemento do grupo {σg} ≈ G;
2) as aplicações

gβα : Uα ∩ Uβ −→ G −→ {σg} , m 7−→ g 7−→ gβα(m) ,

denominadas funções de transição ou transformações de coordenadas, são cont́ınuas.
Conseqüentemente, seguem da definição de gβα(m) as seguintes propriedades:
a) gβα(m)gαγ(m) = gβγ(m), m ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ ;
b) gαα(m) = σe ≈ e, m ∈ Uα ;
c) gαβ(m) = [gβα(m)]−1, m ∈ Uα ∩ Uβ , ∀α, β, γ ∈ Λ,

onde (em a)) não há convenção de soma sobre ı́ndices repetidos, e denota o elemento neutro de
G e [gβα(m)]−1 é o elemento inverso de gβα(m) ∈ {σg}.

As funções gβα(m) desempenham aqui papel análogo ao das funções de passagem ϕβ ◦ ϕ−1
α

nas variedades diferenciáveis e estão presentes — suas propriedades — no seguinte conceito:

– Sistema de transformações de coordenadas

Sejam G e M , respectivamente, um grupo e um espaço topológicos, não necessariamente
referentes a um fibrado.

Diz-se que um recobrimento aberto {Uα}, α ∈ Λ de M e uma coleção de aplicações cont́ınuas

gβα : Uβ ∩ Uα −→ G , α, β ∈ Λ

que satisfazem as propriedades a), b) e c) acima constituem um sistema de transformações de
coordenadas em M com valores em G.

– Fibrado coordenado (coordinate bundle)
Um sexteto (E,M, π;F,G, {ϕ}), onde E, M , π, F e G possuem os significados apresentados

anteriormente e {ϕ} denota uma famı́lia de trivializações locais, aparece na literatura sob o
nome de fibrado coordenado.

– Famı́lias de trivializações equivalentes; estrutura de fibrado

Duas famı́lias de trivializações {ϕ} e {ϕ
′

} referentes a um quinteto (E,M, π;F,G) são ditas
equivalentes se a união delas, {ϕ} ∪ {ϕ

′

} ≡ {(Uα ∪ U
′

β, ϕα ∪ ϕ
′

β)}, é também uma famı́lia de
trivializações, ou, em outros termos, se cada trivialização pertencente a uma das famı́lias é
compat́ıvel com cada trivialização da outra famı́lia.

Famı́lias de trivializações equivalentes formam classe de equivalência. Uma classe desse tipo
é o análogo à estrutura diferenciável no contexto das variedades diferenciáveis, e é aqui chamada
de estrutura de fibrado.

Uma dada famı́lia de trivializações locais gera uma estrutura de fibrado única, que é a classe
de equivalência à qual a famı́lia pertence; uma estrutura de fibrado pode, porém, ser gerada por
diferentes famı́lias de trivializações locais.
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Pode-se também chamar uma estrutura de fibrado de famı́lia de trivializações maximal,
analogamente a atlas maximal no contexto das variedades diferenciáveis.

– Fibrados coordenados equivalentes

Dois fibrados coordenados (E,M, π;F,G, {ϕ}) e (E,M, π;F,G, {ϕ
′

}) são ditos equivalentes
se {ϕ} e {ϕ

′

} são equivalentes.
Fibrados coordenados equivalentes formam classe de equivalência.
Cada fibrado coordenado gera uma classe de equivalência única, isto é, um fibrado único,

mas cada fibrado pode ser gerado por diferentes fibrados coordenados.

– Fibrado

R. E. M. S.: fibrado é um quinteto (E,M, π;F,G) acompanhado de uma estrutura de fibrado.
Dito de outro modo, fibrado é uma classe de equivalência de fibrados coordenados.
Na literatura o nome “fibrado” aparece muitas vezes dado ao que na realidade é somente um

fibrado coordenado, em geral quando não são de interesse as diferentes possibilidades de famı́lias
de trivializações locais; fica subentendido, nesses casos, que o fibrado envolvido é na realidade
aquele gerado pelo fibrado coordenado em apreço.

– Fibrado principal (principal fibre bundle)
Há fibrados, denominados fibrados principais, nos quais a fibra t́ıpica coincide com o grupo

de estrutura, F = G.
Neles, G atua não somente sobre F (= G), por translação esquerda (left translation) (veja,

p. ex., [1, cap.III.D.1]), conforme

gβα(m) =
∧

ϕβ,m ◦
∧

ϕ
−1

α,m= σg ≡ Lg , Lg : G −→ G , Lg : h 7−→ gh , g ∈ G ,

mas também sobre cada fibra Fm em E por ação pela direita (right action),
∼

Rg, (veja [1], pág.
129), definida com referência a uma trivialização local (Uα, ϕα) qualquer por

(
∼

Rg p)α :=
∧

ϕ
−1

α,m (gαg) , m ∈ Uα , p ∈ Fm , gα =
∧

ϕα,m (p) ∈ G , g ∈ G .

Demonstra-se que (
∼

Rg p)α = (
∼

Rg p)β para p = π−1(Uα ∩ Uβ) (veja [1], pág. 130), ou seja,

que
∼

Rg não depende da escolha dos abertos Uα contendo π(p).

Verifica-se que
∼

Rg1

∼

Rg2 p =
∼

Rg1g2 p, ou seja, que {
∼

Rg} é um grupo (anti-)isomorfo a G.
∼

Rg desempenha papel importante na definição de conexão sobre um fibrado principal (veja
[1, Caṕıtulo Vbis.A.1], conceito fora do escopo destas notas.

– Construção de um fibrado

Qualquer fibrado com espaço base M e grupo de estrutura G determina um sistema de
transformações de coordenadas em M com valores em G.

Reversamente, dados um sistema de transformações de coordenadas em M com valores em
G e um espaço topológico F sobre o qual G age de modo efetivo, será que existe um fibrado que
tem estes elementos como ingredientes? — se existir, isso implica encontrar de modo uńıvoco
π, E e {ϕ}.

A resposta é sim, conforme teorema a seguir.
Teorema da construção [13, §3]
Se M e F são espaços topológicos, G um grupo topológico que age efetivamente sobre F e

{Uα}, {gβα} um sistema de transformações de coordenadas em M com valor em G, então existe
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um fibrado (E,M, π;F,G) que tem M como espaço base, F como fibra t́ıpica, G como grupo
de estrutura e {Uα}, {gβα} como sistema de funções de transição.

Para a construção do fibrado em questão, considere:
a) X =∪

α
Uα × F ;

b) a relação de equivalência entre (m, fα) ∈ Uα × F e (m′, fβ) ∈ Uβ × F definida por
(m, fα) ∼ (m′, fβ) se, e somente se, m′ = m, fβ = gβα(m)fα.

Os componentes do fibrado, além dos elementos apresentados no enunciado do teorema, são
dados por:

Espaço total E: é o espaço formado por todas as classes de equivalência [(m, f)] em X,
E = X/ ∼ ;

Projeção π: é a aplicação π : E −→ M definida por π : [(m, f)] 7−→ m;
Famı́lia de trivializações locais {ϕ}: é o sistema {(Uα, ϕα)} definido por

ϕα : π−1(Uα) −→ Uα × F , ϕα : [(m, f)] 7−→ (m, f) .

O teorema nos dá a informação mı́nima requerida para a construção de um fibrado: um
espaço base, uma fibra t́ıpica, um grupo que atua de modo efetivo sobre a fibra e um sistema
de transformações de coordenadas.

O teorema também sugere a possibilidade de construção de novos fibrados a partir de um
fibrado (E,M, π;F,G) dado: associado a este pode-se, por exemplo, conceber um fibrado que
possui o mesmo espaço base M , o mesmo grupo de estrutura G, o mesmo sistema de funções de
transformação de coordenadas, mas fibra t́ıpica F ′ 6= F ou, no caso de F ′ = F , atuação de G
sobre F , através de {σg}, diferente.

– Alguns exemplos de fibrados

Exemplo trivial: fibrado produto

Fibrado produto é um fibrado gerado pelo fibrado coordenado (M×F,M, π1;F,G, {ϕ}), onde
o grupo é composto unicamente do elemeto neutro, G = {e}, e {ϕ} é dada por (U1 = M,ϕ1 = id).

As funções de transição gβα(m) reduzem-se neste caso unicamente a g11(m) = e.
São exemplos espećıficos o cilindro de raio e altura unitários, M = S1, F = [0, 1] ⊂ IR1, e o

toro dado por M = S1, F = S1.
Note que, de acordo com o teorema da construção, o toro pode ser constrúıdo a partir do

cilindro, e vice-versa, pois possuem ambos os mesmos M , G e sistema de transformações de
coordenadas.

Exemplos não triviais clássicos: faixa de Möbius, garrafa de Klein

Considere fibrados coordenados com espaço base M = S1, grupo de estrutura G = {e, g},
dotado da toplogia discreta (veja Exerćıcio 13), e sistema de transformação de coordenadas
composto dos seguintes elementos:

a) recobrimento aberto de S1 formado por dois arcos abertos, U1 e U2, cuja interseção é dada
nesta situação por dois abertos disjuntos, A e B; U1 ∩ U2 = A ∪B;

b) funções de transição dadas por

g11(m) = g22(m) = e

g12(m) = g−1
21 (m) =

{

e , m ∈ A
g , m ∈ B .

Em vista do teorema da construção, dada uma fibra F e definida uma ação de G sobre F , via
grupo de aplicações {σe, σg} de F em F , decorre dos elementos acima um fibrado coordenado,
e deste, um fibrado.
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Quando a fibra t́ıpica é o segmento de reta
F = [0, 1] ⊂ IR1 e σg é a rotação de F por um
ângulo de 180◦ em torno do seu ponto médio,
0,5, — a aplicação σe = id deixa obviamente
qualquer fibra F intacta — o fibrado é a faixa
de Möbius de raio e largura unitários, disse-
cada em termos de seus componentes na fi-
gura ao lado.

Quando, porém, F = S1 e σg é a rotação
da circunferência S1 por um ângulo de 180◦

em torno de um eixo que coincide com uma
reta contida no plano da circunferência e que
passa pelo centro desta (reflexão de S1 em
relação a uma reta diâmetro), o fibrado ge-
rado é a garrafa de Klein de raios unitários.
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De modo semelhante ao que ocorre no exemplo anterior, a garrafa de Klein pode ser cons-
trúıda a partir da faixa de Möbius, e vice-versa.

Toro torcido

O que acontece se a aplicação σg na concepção da garrafa de Klein é mudada para rotação
da circunferência F = S1 de um ângulo de 180◦ em torno do eixo desta?

O fibrado resultante é o toro torcido, que não é fibrado produto, mas que é homeomórfico
(globalmente) a um fibrado deste tipo, o toro, e é, portanto, um exemplo de fibrado trivial.

Note que na garrafa de Klein e no toro torcido o espaço base, o grupo estrutural, o sistema
de transformações de coordenadas e a fibra t́ıpica são os mesmos. O que muda de um para o
outro é o conjunto de aplicações {σg}.

Você saberia dar um exemplo de dois fibrados, um deles trivial e o outro não trivial, que
podem ser constrúıdos um a partir do outro segundo o teorema da construção?

– Fibrado diferenciável Ck

O fibrado gerado por um fibrado coordenado (E,M, π;F,G, {φ}) diz-se que é um fibrado
diferenciável Ck quando:

• E, M e F são variedades (topológicas) Ck;
• π é uma aplicação diferenciável de classe Ck;
• G é um grupo de Lie;
• os abertos Uα na famı́lia de trivializações {φ} são os domı́nios das cartas (Uα, ϕα) de um

atlas amisśıvel de M ;
• as funções de transição gβα são diferenciáveis de classe Ck.
G é um grupo de Lie quando é uma variedade com estrutura diferenciável compat́ıvel com a

estrutura de grupo, isto é, com estrutura tal que a operação

G×G −→ G , (x, y) 7−→ xy−1 ,

dada em termos das operações definitórias do grupo (produto e inverso dos seus elementos, pág.
10), é uma aplicação diferenciável.

Surge naturalmente a questão: o que é uma aplicação genérica f : M r −→ N s diferenciável?
Não urge uma resposta imediata; por isso a questão fica suspensa até o momento apropriado,
página 51.

Os exemplos de fibrados diferenciáveis a seguir citados são da mais alta relevância na Geo-
metria Diferencial.
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Ex :

a) Fibrado tangente. Veja págs. 58 e 59.
b) Fibrado cotangente. Veja pág. 68 e 69.
c) Fibrado tensorial genérico, que contempla, como casos particulares, os dois anteriores.

Veja pág. 78. ✷

Por que não apresentá-los com detalhes aqui? Isso, de fato, poderia ser feito, como o é na
referência [13, §6], mas convém fazê-lo mais adiante, após a introdução de elementos que não só
lhes são relevantes mas que tornam a apresentação mais natural e transparente, além de darem
suporte à afirmação feita acima, antes da citação dos exemplos.

Que elementos serão estes?
Siga em frente e aprecie-os; são os habitantes do Céu, mas que possuem representantes na

Terra.
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