Capitulo 2

VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

2.1 Introducao

Os objetos basicos sobre os quais se apdia a Geometria Diferencial sdo as variedades dife-
rencidveis.

O conceito de variedade generaliza o conceito de superficie no R®. A definicdo nao faz, porém,
nenhuma referéncia a mergulho (embedding) no R™. Ela se baseia na generalizacao da idéia de
parametrizagao de superficies.

Uma representacao paramétrica parcial ou global de uma superficie dada é uma aplicacao
bijetora ¢ : U — V de uma regiao U da superficie, que pode ser uma parte dela ou ela inteira,
em um aberto V do R? com a topologia usual, chamado neste contexto de espaco dos pardmetros
ou espaco das coordenadas.

3
Z R Superficie Espaco dos
parametros

0:U—V ; z=zx(uv), y=y(uv) , z==z(u,v).

Uma tal representacao é denominada carta, mapa ou sistema de coordenadas. U é o dominio
do mapa, e os parametros (u,v) sdo as coordenadas do ponto P €Superficie no mapa.

Ex : Esfera S2, com Yo : Uy — V, dada por

T =8INUqg COSVy , Y =SINUGSINV, , 2 = COS Uqy.
O<ug <m, 0<vy <27

Os parametros (uq,vq) s@o as coordenadas esférico—polares (0, ¢) usuais da esfera. Qual é o
dominio U, do mapa? O

Repare que neste exemplo — em outros também — a aplicaggo ¢ : U —> V é definida em
termos da sua inversa, ¢! : V — U, para o que nao ha nenhum impedimento, visto que ¢ é
bijetora.
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Pode ocorrer que seja possivel cobrir a superficie toda com um tinico mapa, mas também pode
acontecer que nao o seja. A esfera, por exemplo, requer no minimo dois sistemas de coordenadas
— note que a tentativa de cobri-la com um tnico mapa, modificando, por exemplo, o sistema
de coordenadas apresentado acima mediante a especificacdo 0 < uo < 7, 0 < v, < 27, nao
funciona, pois neste caso V,, deixa de ser subconjunto aberto no R.

Os diversos mapas requeridos para cobrir toda a superficie devem ser compativeis uns com
os outros. Um conjunto qualquer de mapas cujos dominios recobrem toda a superficie e que sao
compativeis entre si é denominado atlas.

Ex : Esfera S? com os mapas formados pelo sistema de coordenadas do Ex anterior e por
g : Ug — Vz dado por
T = —slnugcosvg , Yy =cosug , z = sinugsinuvg.
O<ug<m , 0<wg <2m.
Observe que os dominios U, e Ug destes dois mapas recobrem realmente a esfera. O

Exercicio 20: Desenhe sobre Vg C R? a imagem da intersecao Uy N Ug perante pg. Constate
que ela é um aberto do R?.

As aplicagdes correspondentes as mudangas de coordenadas (uq,va) = (ug,vg) dos pontos
que aparecem na intersecao U, N Ug dos dominios de dois mapas sao chamadas de funcoes de
passagem ou funcées de mudanca de coordenadas. Elas transformam regides do R? em regides
do R? e sdo, portanto, passiveis de andlise em termos do Célculo Diferencial usual. O que
se entende por compatibilidade de dois mapas diz respeito a continuidade e diferenciabilidade
destas funcoes e serd apresentado mais adiante (pdg. 22).

Dois atlas sao ditos equivalentes quando a uniao deles é também um atlas. Neste caso, cada
mapa de um dos atlas é compativel com cada mapa do outro atlas. Pode-se demonstrar que
atlas equivalentes formam uma classe de equivaléncia.

Ao considerar classes de equivaléncia de atlas na descricdo de superficies, tem-se em mente
que nao ha preferéncia, em principio, por nenhum sistema de coordenadas em relagdo a outros.
Cada atlas ¢ igualmente bom para descrever a superficie.

Isso nao significa que algum sistema de coordenadas nao seja mais adequado do que ou-
tro para outros aspectos. Por exemplo, dado um sistema mecanico sujeito a forcas centrais e
movendo-se sobre um plano, para descrever o espago de configuragdo, o plano, o uso de coorde-
nadas cartesianas ou plano-polares é igualmente bom, mas para obter as simetrias dinamicas e
resolver as equagoes de movimento as coordenadas plano-polares sao mais adequadas.

O conjunto de todos os mapas de uma classe de equivaléncia de atlas (sdo em nimero infinito)
¢ denominado atlas mazimal ou atlas mdzimo (maximal atlas). Um dado atlas gera um unico
atlas maximal, mas um atlas maximal é gerado por mais de um atlas. Um mapa qualquer de
um atlas maximal chama-se mapa admissivel.

Atlas maximais viabilizam a defini¢ao, sobre superficies, de estruturas e instrumentos defi-
nidos originalmente sobre o R

O Célculo Diferencial usual foi desenvolvido e tem, por conseguinte, seu ambiente de atuacao
nos espacos de norma euclidiana R"™, n = 1,2,3,.... A derivada ou diferencial de uma aplicacao
f:R" — R™ é um operador linear, representado pela matriz de derivadas parciais W,
que atua sobre os vetores do R" e associa a cada um destes um vetor do R™. Veja, por éxén&plo,
[1, capitulo II.A] e [2, capitulo 1.3].

Ao ser estendido o Calculo a uma superficie qualquer, a derivada de uma aplicacdo f :
Superficie —» R' passa a atuar sobre vetores tangentes. Estes sdo usualmente visualizdveis
no R? como flechas que tocam a superficie em algum ponto e que a tangenciam. Os vetores



Capitulo 2. Variedades Diferenciaveis 22

tangentes em um ponto da superficie especificam um plano no R?, tangente & superficie no
ponto, e formam um espago vetorial, denominado espaco (vetorial) tangente.

Para que a derivada da aplicagdo tenha sentido num ponto da superficie, é fundamental que
exista espaco tangente no ponto, pois é sobre os vetores deste espaco que a derivada no ponto
atua como operador linear.

Superficie diferencidvel é uma superficie que possui plano tangente em cada ponto. Ela serve
de modelo ao conceito de variedade diferencidvel.

Ex : A esfera S?, 224+ 9% + 22 =1, é 0 exemplo classico. O cone 22 —y?> —22=0, 2 >0
é um contra—exemplo, pois nao possui plano tangente na origem (z =y = z = 0). O

Quando a superficie é dada por uma relagdo F(x,y,z) = 0, mesmo que localmente, existe
plano tangente no ponto Py = (z0, Yo, 20) se

(B £0  efou  (E)m A0 efou  (E)m A0  (A)

a equacao do plano é (%i)po(x —x0) + (%1;)po(y yo) + (%I:)po(z —2p) =0.

Neste caso, supondo (% or ~)p, # 0, por exemplo é possivel representar parametricamente a
superficie em torno de B através de z = u ,y=v, z= f(z,y) = f(u,v) , onde f(z,y) é

: : 5 : : = aae _ _ 0 OF of _ _OF jOF
obtida por integracao a partir das segulntes expressoes: #y = —5- / 55 8—5 = By / 55 » as
quais decorrem do diferencial dF' = 89: E + %5 9F dy + %f dz.

Note que a representacao assim obtida satlsfaz (B) abaixo.

Por outro lado, dado um mapa ¢ : U — V| existe plano tangente em Py € U se

‘ a(z.y)
o) | p

#0 e/ou ‘8(1“)
0

#0 e/ou ‘8(1“) #0. (B)
Neste caso pode-se obter também uma relacao F(x,y,z) = 0 que descreve a superficie
localmente em torno de Py e que satisfaz (A) acima, do seguinte modo: seja, por exemplo,

‘ggg; ’ = 0; isolam-se u e v em fungéo de x e y, o que é possivel pelo teorema da funcao
’ (o

inversa, e substituem-se u = u(z,y) e v = v(x,y), assim obtidas, em z = z(u,v), o que dd z =
z(u(z,y),v(z,y)) = f(z,y) e, conseqiientemente, a relacao desejada, F(z,y,2) = z— f(x,y) = 0.
Do cumprimento da condigao (B) para mapas que Se Superpéem Sobre uma superficie dife-

.. . ~ . . 0 I ug,v
renciavel, conclui-se, das relacoes entre jacobianos ‘ a(u v = ‘ ig’gﬁ . uﬁ Uﬁ ; , ..., que as
Oé Vo
mudancas de coordenadas devem satisfazer
ug,vg (Ua,va)
‘8(ua,va ?é 0 € ‘ O(ug,vg) ?é 0, (C)

ou seja, que elas devem ser diferencidveis, até 12 ordem pelo menos, em todos os pontos de
intersecao dos mapas.

Esta propriedade das fungoes de passagem é muito importante, como serd visto adiante. Ela
e a exigéncia de que os dominios das referidas funcoes (as imagens de U, N Ug perante ¢, e
) sejam abertos no espaco dos parametros R? constituem o critério de compatibilidade entre
mapas referido anteriormente (pdg. 21).

Estrutura diferencidvel é um atlas maximal baseado neste critério de compatibilidade.

Toda superficie diferencidvel possui uma estrutura diferencidvel. A estrutura pode, porém,
nao ser unica, ou, em outras palavras, a superficie pode admitir mais de uma estrutura. Neste
caso, isso significa que os atlas de uma estrutura nao sao equivalentes aos atlas de outra estru-
tura, ou seja, que o critério de compatibilidade é violado para mapas admissiveis de estruturas
diferencidveis distintas. Confere?



Capitulo 2. Variedades Diferenciaveis 23

Considere, por exemplo, o plano (X,Y’) no R3, dado por F(z,y,z) = z = 0. Trata—se de
uma superficie diferencidvel, pois a condi¢ao (A) (pag. 22) cumpre-se em todos os pontos do
plano.

Aprecie agora os atlas (1), (2) e (3) do plano em questao, constituidos, cada um deles, de
um utnico mapas:

1 o plano (X,Y) — R? ; z=ug,y=uva; 2=0.
( ”

U, =todo o plano , ¢, é bijetora , V,, = R? é aberto.

Note que (B) (pag. 22) cumpre-se em todos os pontos do plano. Confira.

A estrutura diferencidvel usual do plano é formada por todos os mapas (sdo em numero
infinito) compativeis com este atlas.

Exercicio 21: Considere o sistema de coordenadas plano—polares :
p:U—V ; z=rcosf,y=rsinf, z2=0; 0<r, 7n<0<+m

a) Identifique U e V' (faga um desenho).

b) Determine os dominios das funcgées de passagem referentes a este mapa e o atlas (1), ou
seja, desenhe sobre V,, e sobre V' a imagem de U, NU perante p, € p, respectivamente.

d) Constate que o sistema de coordenadas plano—polares é um mapa admissivel a estrutura
diferencidvel usual do plano, ou seja, mostre que as regioes determinadas no item b) sao abertos
do R* e que os jacobianos de transformacdo das fungoes de passagem satisfazem (C).

(2) ¢p : plano (X,Y) — R* x:u;/g,y:vé/g,z:O.

Us =todo o plano, g é bijetora e V3 = R? é aberto.

Note que este mapa é um mapa legitimo, que satisfaz a defini¢ao de mapa (pdg. 20). Confira
os valores dos determinantes (B) em todo o plano. O que acontece sobre os eixos X e Y'? Por
acaso a condigao (A) deixa de cumprir-se sobre estes eixos?

As fungdes de passagem (ug = ul , vg =v3) e (ug = u;/ 3 , Vo = vé/ 3) referentes aos mapas
(1) e (2) nao satisfazem uma das duas condigoes para compatibilidade, a condi¢ao (C), sobre
os eixos X e Y. Confira. Os atlas (1) e (2) nao sao, portanto, equivalentes e geram estruturas
diferenciaveis distintas!

Exercicio 22: Considere o atlas
3 @ :plano (X,Y) —R? ; z=ul,y=v3,2=0.
v y v

U, =todo o plano, ¢, € bijetora e V, = R? ¢ aberto.

a) Verifique se (B) se cumpre em todo o plano, sem esquecer os eizos X e Y.

b) Este atlas € equivalente a algum dos atlas anteriores, ou ele gera mais outra estrutura
diferencidvel?

O conceito de wvariedade diferencidvel generaliza o conceito de superficie com estrutura
diferencidvel.

Se uma estrutura é formada por um atlas maximal no qual a condi¢ao (C) é substituida pela
condicao de que as fungoes de passagem sejam somente continuas, temos uma variedade simples,
sem o adendo diferenciavel.

Exercicio 23: Verifique se os atlas (1), (2) e (3) do plano (X,Y) pertencem a uma mesma
estrutura quando (C) € substituida pela condigdo de continuidade das fungoes de passagem.
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Superficie com estruturas diferencidveis distintas, o plano (X,Y’) com as estruturas geradas
pelos atlas (1), (2), ..., por exemplo, sao consideradas variedades diferencidveis distintas. A
esfera S7 estdo associadas 28 variedades diferencidveis diferentes; para as esferas S8, S? etc. este
nimero entra rapidamente na casa dos milhoes! Veja, por exemplo, a referéncia [7].

A estrutura diferencigvel é a alma das variedades diferencigveis. E ela que viabiliza a definicao
intrinsica de vetor tangente, conforme serd visto no préximo capitulo, e da, conseqiientemente,
suporte a extensao do Céalculo Diferencial a espagos que nao sao necessariamente espacos lineares
com norma.

Nem todo espago topolégico admite estrutura diferencidvel (um conjunto discreto, por exem-
plo), de modo que estudar variedades diferencidveis implica uma restricdo. Esta restrigao é,
porém, compensada enormemente pelo acesso a um novo universo, riquissimo em estruturas
matematicas decorrentes da existéncia de estrutura diferencidvel e que estao, portanto, fora do
alcance da Topologia sozinha.

Este universo é a Geometria Diferencial.

— Variedades em geral

Na literatura nao ha padronizacao quanto a conceituacao de variedade, variedade dife-
rencidvel e variedade topolégica diferenciavel; o mesmo nome é dado a objetos concebidos de
maneira diferente. Nao hd, porém, perigo de confusao, porque nos contextos onde aparecem
esses elementos o significado é sempre claro.

No que segue serao apresentadas as duas principais concepcoes desses elementos, nao s
porque, dependendo do emprego, ora uma, ora outra conceituagao é mais pratica, mas, também,
porque por comparagao reforca-se a prépria compreensao dos conceitos.

Primeiro, de modo superficial, alguns aspectos gerais; depois, com mais cuidado, uma dis-
criminacao mais detalhada.

— Variedade C* (C*manifold)

E um par (Conjunto M , Estrutura C*).

O atributo C* quer dizer que todas as funcoes de passagem viabilizadas pela estrutura sao
no minimo de classe C* nas respectivas regides de definicao.

Funcoes f : R® — R™ sao ditas de classe C* em U C R" se suas derivadas (derivadas
parciais) de k-ésima ordem existem e sdo continuas em todos os pontos de U.

Quando k > 1, temos uma estrutura diferencidvel de classe C*, e a variedade C* é neste caso
uma variedade diferencidvel de classe C*.

Uma variedade C na qual as funcdes de passagem nao sao todas diferencidveis é denominada
variedade simples.

Se algumas das fungoes de passagem possuem derivadas de 1% ordem néao-continuas, o que
significa uma propriedade intermediaria entre C° e C', a variedade nio é variedade C', mas é
variedade C?, apesar de ndo ser variedade simples. Mesmo nao sendo de classe C', ela costuma
também ser chamada de variedade diferencidvel.

A estrutura C* (k > 0) permite induzir sobre M uma topologia. A variedade torna-se
neste caso um espaco topoldgico localmente euclidiano, no sentido topoldgico, e nao métrico. A
topologia induzida pode, porém, nao ser Hausdorff.

Para a Geometria Diferencial sao de interesse variedades C* nas quais a topologia induzida
seja Hausdorff e enumeravel, as quais podem, portanto, ser encaradas estaticamente como pares
constituidos de espago topoldgico de Hausdorff enumeravel e de estrutura diferencidvel de classe
C*, devendo, porém, ser notado que a topologia em M ¢é definida nesta concepcio posteriormente,
depois de introduzida a estrutura diferencidvel.
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Em geral, saber o valor exato de k em C* nao é muito importante, e por isso k nao costuma
ser explicitado, subentendendo-se ser ele suficientemente grande para os propdsitos a que se
destinam as variedades. Freqlientemante k é considerado igual a infinito.

— Variedade topolégica de classe C*

E um par (Espaco topoldgico Hausdorff e enumerdvel M, Estrutura C*) .

Aparece também na literatura sob o nome abreviado de variedade C*.

A topologia sobre M é considerada neste caso desde o inicio, ou seja, antes da introducao
da estrutura C*.

Quanto a denominacao das variedade quando k = 0, k > 1, etc., valem as mesmas observacoes
anteriores, com o adendo de que se trata de variedades topoldgicas (M é um espago topolégico).

As duas formas de variedades, a de variedade C* com topologia induzida e a de variedade
topoldgica de classe C*, costumam receber, ambas, o nome genérico de variedade diferencidvel
ou, simplesmente, variedade.

As suas concepgoes diferem quanto as definicGes de carta, mapa ou sistema de coordenadas
e de compatibilidade de cartas e requerem apresentacao mais detalhada em separado.

2.2 Variedade C*

— Referéncias

A presente concepcao de variedades encontra—se, por exemplo, nas seguintes referéncias:

a) Trés Senhoras [1, cap. 7|; a matéria estd resumida; refere-se a variedades de dimensao
infinita.

b) Abraham-Marsden [2, cap. 1.4]; a matéria estd bem detalhada; o livro é um cléssico,
possui muito material e é muito referido na literatura.

c¢) R. D. Richtmyer [8, cap. 23.1, 2, 3 e 4]; apresentacao detalhada da matéria; 6tima
discussao sobre a vantagem desta concepcao de variedades para uso na Fisica; possui muito
material sobre grupos.

d) W. L. Burke [9, cap. IL.7]; a matéria encontra—se espalhada; o estilo de apresentagao é
mais informal do que nos outros livros; possui boas observagoes e idéias; é estimulante e motiva
o leitor.

— Ponto de partida
Seja M um conjunto.
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— Carta ou mapa ou sistema de coordenadas locais
E um par (U, ¢) onde

M a) U C M é denominado dominio da carta;
b)p:U— V CR", ¢:m+— x éuma bijecao

de U em V, na qual V é um aberto do R" munido da
topologia usual (baseada em bolas abertas);

c) n, em R", chama-se dimensdo da carta;

xJ d) z = (2',2%,...,2") é dita a representa¢io de m € M
e z', a i-ésima coordenada de m € M na carta.

O conceito de carta aplica—se nao s6 a superficies mergulhadas no R™, mas também a con-
juntos mais abstratos, como, por exemplo, um grupo de Lie.

O usudrio de variedades diferencidveis nao constréi cartas. Ele as admite dadas.

Em Fisica, os elementos de um conjunto de interesse sao em geral definidos através de cartas,
explicita ou implicitamente.

Ex :
Estados de equilibrio termodindmico de um sistema termodindmico simples. Segundo Callen [10,
pag. 12], postulado I, sdo particulares estados termodindmicos completamente caracterizados
macroscopicamente pelos valores da energia interna U, do volume V e dos nimeros de mols

N1, Na, ..., N, dos componentes quimicos do sistema. O
Neste exemplo, como em outros, considera—se um conjunto de grandezas mensuraveis rele-
vantes a uma situagao de interesse fisico (U, V, N1, Na,..., N,, no presente caso), entendem-se

estas como coordenadas dos pontos de um aberto V' do espago dos parametros R" (n = r + 2)
e definem-se os elementos do conjunto U C M associado a situagado em questao (conjunto dos
estados de equilibrio termodinamico) como sendo as pré-imagens dos pontos de V' C R" perante
uma aplicagdo bijetora, o : U C M — V C R", cuja existéncia é admitida por hipdtese.

Se o espago dos parametros, R", é entendido como Terra, o conjunto M pode ser entendido
como Céu.

— C*—compatibilidade de cartas

Duas cartas (Ua,¢a) e (Us,¢p) sao ditas C¥—compativeis se U, N Uz = 0 (trivialmente
compativets) ou, no caso de U, N Upg # 0, se

1) ¢a(Ua NUg) e pg(Uy N Ug) sdo abertos em R™.

2) as aplicagoes, denominadas fungdes de passagem ou fungéoes de mudanga de coordenadas,

¥B O‘P;i t0a(Ua N Uﬁ) — (Pﬁ(er N Uﬁ)
Pa oy 1 pa(UaNUpg) — wa(Ua NUp) ,

isto é,
i i (ol
$’@—$’@($a,...,xg)
Jo_ (o1 A
Ta = 2a(zg,...,25) , L,j=1....n

sdo, cada uma delas, funcoes de classe C* em todos os pontos das respectivas regides de definicao,
isto ¢, nas imagens de U, N Ug perante ¢, e ¢g.
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0a(UaNUg) CR"

Ua NUp g oyt Pa © 05"

¥B
ng(Ua N UB) CR"

R" R
(Pa(Ua N Uﬁ) wﬁ(Ua N Uﬁ)

O determinante da matriz formada pelas derivadas parciais das fungoes de passagem,

a(azé, s )

Jap(a) = 'm

chama-se jacobiano de transformacdo da mudanca de cartas o — 3 (subentedido CF, k # 0).

Exercicio 24: Mostre que, para C*, k # 0:
a) as fungoes de passagem satisfazem as relagoes

=1 « B

onde 6; € a delta de Kronecker, que assume os valores 1, sei =7, ou 0, sei # j.
ox? ; . P . ~ .
(Note que &C—f = 5;-, pois as coordenadas azlﬁ, 1=1,...,n sdo funcoes independentes umas das
B

outras.)
b) os jacobianos de transformagdio Jos(xa) e Jgo(xg) estao relacionados através de

Jaﬁ(fna)Jﬁa(xﬁ(xa)) =1L

(Use as relagdes obtidas no item anterior e propriedades do produto e do determinante de
matrizes. )

Pode ocorrer facilmente que duas cartas que satisfazem a condigdo de compatibilidade 1)
nao satisfagam a condigao 2).
Ex : As cartas (1) e (2) (pag. 23) referentes ao plano (X,Y), apresentadas na Introdugao,
satisfazem 1), mas nao 2), sobre os eixos X e Y. 0
Elas nao sao, portanto, compativeis.
Pode acontecer também que duas cartas obedegam & condigdo 2) sem obedecer & condicao
1).
Ex : Seja M a unido dos eixos X e Y no R?. As cartas
Ua = {($7y) | L= 0} ’ Soa($,y) =Y,
Us={(z,y) ly=0} , @s(z,y) =2
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satisfazem 2) trivialmente, mas nao satisfazem 1), pois U, N Uz = {(0,0)} é composto de um
tnico ponto, que nao é subconjunto aberto em nenhuma das duas cartas. O

A compatibilidade implica a igualdade das dimensoes das cartas, no = ng (U, NUg # 0).
Por qué?

As fungoes de passagem de cartas compativeis sao homeomorficas. Confira.

Para k > 1, elas sdo mais do que homeomorficas; elas sdo difeomérficas de classe C*. Veja
no que segue o significado disso.

Uma aplicacdo f : R® — R"™ qualquer é difeomdrfica ou um difeomorfismo de classe C*
quando f é bijetora e f e f~! sdo, ambas, de classe C* (k> 1).

Exercicio 25: Qual € a classe C* de compatibilidade entre a carta (1) e o sistema de coorde-
nadas plano-polares, dado no Exercicio 21 ¢

— Atlas CF

E uma familia {(U1,¢1),. .., (Ua,®a),-- -} de cartas cujos dominios constituem um recobri-
mento de M (veja pag. 13) e que sdo mutuamente C*—compativeis.
Ex :

Considere M = 52, formada pelos pontos do R® que obedecem & equacgéo z2 + y2 4 2% = 1.
As projecoes estereograficas dos pélos Norte e Sul de S? sobre o plano z = 0 do R?® formam um
atlas.

Carta o

_ _(-z2-y2)
Lo P AT T TR
X
Carta
U5=S2—{S} s V5=R2 5 (pg:Ug—)Vﬁ
vt (7,y,2) — (28, Yp),
T6 =Tz 5 Y8 = T
w5 (2g,y8) — (2,9, 2),
_ 23 _ 2y B - i )
= ad+ys y= 4a+ys = a3 +yg
X
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Exercicio 26:
a) Quais sao as coordenadas do pdlo Norte nas cartas o e 2 Idem para o pdlo Sul.

b) Verifique se as cartas satisfazem a condi¢ao 1) para compatibilidade de cartas.
¢) Mostre que as fungées de mudanca de coordenadas sio dadas por

z T, = —B

— (07 pu—

T8 = 22442 e “ %Jr 5
_ Yo _ Ys

Ys = 22142 Ya = 2213

d) Verifique se as cartas obedecem a condi¢ao 2) para compatibilidade de cartas. Qual é a

classe C* do atlas?
e) Verifique se os jacobianos de transformagdo J = ‘aiﬁizﬁ)) eJ 1= ‘g(z‘;’za

em todos os pontos de Uy, N Ug. Se forem, estd demonstrado que S? ¢ orientdvel, conforme a
definicao de orientabilidade dada na pdg. 35. Se ndo forem, isso ndo significa que S* ndo €

orientdvel.

5a0 positivos

Ex :
Considere novamente M = S2, definida por 22 + y? 4+ 22 = 1 no R>. Um outro atlas de S2,

com 6 cartas, é dado pelas projecoes, paralelas aos eixos coordenados, das calotas esféricas sobre
os respectivos planos equatoriais, deixando de fora os elementos das linhas equatoriais.

Carta ¢ (cima)

z UC:{(‘Tayaz)‘Z>0}7 %:{(xCayc)’xz+yz<1}
(pc:Uc_>‘/; ) Sﬁci(ﬂcayaz)'—ch’yc),
[ Te=T , Ye=1Y;
Te (pc_l : (wcayc) — (957%2’)7
T=Tc , Y=Y , 2=+ xg_yg

X
Carta b (baixo)
Z Up = {(z.9,2) | 2 <0}, Vs = {(wp, ) | 2} + 3 < 1}
(pb:Ub—>% 5 (pb:($7y7z)'—>(xb7yb)v
R Tp =Y , Yp = T
—1 .
b Y Py - ($b7yb) — ($,y,2§),
| T=yy , Yy=ap , 2=/l —yp
X
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Note que zp e yp ndo sdo x e y, mas, sim, y e x, respectivamente. Compare com a carta c.
Essa escolha leva a demonstragao de que a esfera é orientavel.
Carta d (direita)
sod {(:v y,2) |y >0} — {(z4,ya) de+yd < 1} ;oeas (@,y,2) — (®a=2 , ya=1)
) —

Carta e (esquerda)
Pe {(:v Y. 2) |y <0} — {(ze,ye) | 22 +ye <1} e (@, 2) = (Te =3 5 Yo = 2)
Pe (mevye) (LZ'—JIE, y__\/1 e ye ) Z:ye)‘

Carta f (frente)
cpf{(rc y,2) |2 >0} — {(zf,yp) |27 +u7 <1} 5 @f:(x,y,2)— (zr=y , yr=2)

ol (wpyp) — (= 1—22 =y}, y==zp , 2=yy).

Carta a (atrés)
Pa {(x Y,z ) ’ T <)} — {(xaaya) ’ xg"i_yg < 1} 5 Pat (x7y7z) — (J}a =25 Ya :y)
@al'(l‘aaya)’—>($:_vl_$g_yg7y:yay z:':UCL)' U
Exercicio 27:

a) Quais sao os pares de cartas, dentre as cartas do Ex anterior, que sao trivialmente
compativeis?

b) Comprove que p.(U.NUy) € oq(U. NUy), por exemplo, sao abertos.

¢) Mostre que as fungoes de passagem referentes as cartas ¢ e d sdo

Te=1Ya yczx/l—wi—yﬁ
rg=+/1—a2—y2 , yqs=xc.

9(za,ya) O(xb,yb)
(e ye) 9(xd,yd)

plo, sdo positivos. Este atlas € formado por cartas em que todos os jacobianos de transformacao
de cartas que se superpoem sao positivos. A esfera, portanto, € orientavel. Qual seria, porém,
o sinal do jacobiano Jyq se a carta b fosse dada por

o (T,y,2) — (Tp =2, Ya=1y)

o (@) (k= , y=up z=—\l—aj—y; ?

e) Qual vocé acha que € a classe C* do presente atlas?

, por exem-

d) Constate que os jacobianos de tmnsformagao Jed = ‘ e Jpg = ‘

— Atlas C*—equivalentes
Dois atlas C*, A e A’, sao ditos CF-equivalentes ou, simplesmente, equivalentes se
a) a unido AU A’ é um atlas C*,

ou, equivalentemente, se
b) cada carta a € A é C*-compativel com cada carta 3 € A’

Exercicio 28: Mostre que atlas equivalentes formam uma classe de equivaléncia.

Exercicio 29: No livro das Trés Senhoras [1], pdagina 192, € dito que os dois atlas referentes a
esfera S2, apresentados nos dois ultimos Exs, sdo C*® -equivalentes. Confira isso parcialmente,
analisando a compatibilidade das cartas o e b.

— Estrutura C*, atlas maximal e carta admissivel
Estrutura C* | simbolizada simplesmente por &,
a) é uma classe de equivaléncia de atlas Ck,

ou, equivalentemente,
b) é um atlas maximal.
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Atlas mazimal ou atlas mdzimo é um atlas tal que qualquer carta C*—compativel com cada
carta dele pertence a ele.

Carta admissivel é uma carta pertencente a um atlas maximal.

Dado um atlas C*, a unido de todos os atlas C*—equivalentes ao atlas dado é a estrutura C*
gerada por ele.

Dado um atlas C*, existe s6 uma tnica estrutura C* & qual pertence o atlas dado.

Estrutura diferencidvel de classe C* é uma estrutura C* com k > 1.

— Topologia induzida por uma carta

A topologia induzida pela carta p : U — V em U C M

a) é a topologia menos fina (pag. 8) que torna a aplicacao (bijetora) ¢ homeomorfica,
ou, equivalentemente,

b) é o sistema de subconjuntos de U formados pelas pré-imagens dos abertos em V C R"
perante ¢ (veja a definigdo de topologia induzida na pag. 8).

— Topologia induzida por duas cartas compativeis

A topologia induzida por duas cartas compativeis (Uq, o) € (Ug, pg) € a topologia que declara
abertos em U, U Ug C M todos os subconjuntos abertos nas topologias induzidas pelas cartas
« e B e as uniodes arbitrarias destes abertos.

Exercicio 30: No caso de U,NUg # 0, demonstre que as condigoes 1) e 2) para compatibilidade
de cartas garantem que a topologia induzida pela carta o coincide com a topologia induzida pela
carta 3 na regiao U, NUpg, e vice-versa.

Serd que as condicoes 1) e 2) garantem que a topologia induzida em U, UUg seja Hausdorff?
Nao necessariamente, conforme exemplo a seguir.

Ex :

Considere o conjunto M composto de trés cépias doR'. Os elementos de M sao representéveis
por (x,7), onde 2 é um niimero real e r indica uma das trés cépias, a, b ou ¢, do R*. Considere
as duas cartas

Uo = {(ZE,&) | x> O}U{(:Evb) | T < 0} ) Spa(:EvT) =T,
Usg=A{(z,c) | x>0} U{(z,b) |2 <0} , pplz,r)=z.

Cada carta é homeomdrfica ao R', mas os pontos P = (0,a) e @ = (0,¢) ndo sdo separados,
pois nao possuem vizinhancas disjuntas; qualquer par de vizinhancas de P e () possui pontos de
{(z,b) | z < 0} em comum. A topologia induzida pelas duas cartas nao é, portanto, Hausdorff.
Od

— Topologia induzida pela estrutura diferenciavel.

A topologia induzida por uma estrutura diferencidvel em M é a topologia que declara abertos
em M os subconjuntos abertos nas topologias induzidas por todas as cartas pertencentes a
estrutura e as unides arbitrarias destes abertos.

— Variedade C* de dimensio n

Repetitio est mater studiorum': Variedade C* é um par (M, E) constituido de um conjunto
M e de uma estrutura C* £ (veja pag. 24).

Para trazer a luz o universo riquissimo da Geometria Diferencial, é conveniente que a topolo-
gia induzida em M seja Hausdorff e enumeravel. Neste caso, mesmo que ela tenha sido definida
em M posteriormente, e nao de inicio, o resultado final da presente concepgao também pode ser

! Significado: repeticdo é a mée dos estudos. Abreviacdo para uso futuro: R.E.M.S.
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entendido como um par composto de um espago topolégico de Hausdorff enumerédvel e de uma
estrutura diferenciavel.
Todas as cartas de uma estrutura diferencidvel possuem a mesma dimensao n. Por qué?
Chama-se dimensdo da variedade a dimensao das cartas e exibe—se esta caracteristica da
variedade na representacao desta denotando—a, a variedade, por M™.

2.3 Variedade topolégica de classe C*

— Referéncias

A presente concepgao encontra—se, por exemplo, nas referéncias seguintes:

a) Trés Senhoras [1, cap. 3]; a matéria é apresentada de modo detalhado e conciso; este livro
¢é 6timo para consultas em geral; possui exelente indice remissivo; é muito referido na literatura;
é um bom investimento acostumar—se com ele.

b) C. von Westenholz [4, cap. 3|; encontra—se o assunto bem detalhado e com exemplos;
possui farto material de interesse geral.

c¢) W. Thirring [11, cap 2.1]; os conteddos sdo expostos detalhadamente, e com exemplos;
possui exelentes observagoes.

d) Curtis-Miller [12, cap. 3, pag. 23|; a matéria é apresentada com detalhes; possui riquisimo
material de interesse geral, com muitos exemplos e aplicagoes modernas.

e) Nash-Sen [3, cap. 2.1, 2.2]; a matéria é exposta resumidamente; é um livro informal e
motivador; bom complemento aos outros.

— Ponto de partida
Seja M um espaco topoldgico Hausdorff e enumeravel.

— Carta, mapa, sistema de cooredenadas locais

E um par (U, @) .

a) U C M, denominado dominio da carta, é um aberto de M.

b) ¢ : U — V é um homeomorfismo de U em V, onde V é um aberto do R™ munido da
topologia usual.

c) n é a dimensao da carta.

d) p(m) = 2, x = (x,...,2") é a representacio do elemento m € M na carta, e x° é sua

i—ésima, coordenada.

Note que ¢ aqui é um homeomorfismo, e ndo uma bije¢ao, como na definigdo anterior (pag.
26). Naquela definicdo nao fazia sentido exigir que ¢ fosse homeomérfica, pois M nao era de
inicio espaco topoldgico.

Exercicio 31: Conclua que € supérfluo declarar que U seja um aberto de M quando se declara
que @ € homeomorfica e V é um aberto de R™.

— C*—compatibilidade de cartas

Duas cartas (Ua,¢a) e (Us,¢p) sao ditas C¥—compativeis se U, N Uz = 0 (trivialmente
compativeis) ou, no caso de U, NUg # 0, se as aplicagoes, denominadas funcoes de passagem ou
de mudanca de coordenadas,
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¥p o 90(;1 t0a(Ua N Uﬁ) — (Pﬁ(er N Uﬁ)
Pa oy 1 pa(UaNUpg) — wa(UaNUp) ,
sdo, cada uma delas, de classe C* em todos os elementos das respectivas regides de definico.

Exercicio 32: Conclua que as imagens de U, N Ug perante po e pg sao abertas em R"™. Nao
€, portanto, necessdrio declarar explicitamente que elas o sejam, como foi feito na definicao
anterior de compatibilidade de cartas, referente a concepgao alternativa de variedade. (Tanto
neste como no exercicio anterior, o teorema importante da pdg. 6 mostra seu valor).

— Atlas C*, atlas C* equivalentes e estrutura C*

As definicoes destes conceitos sdo as mesmas que as que dao suporte a variedades C* (pag.
24), subentendedo-se, é claro, que no presente caso a definicio de C*—compatibilidade de cartas
seja a considerada acima.

— Variedade topolégica C*

R. E. M. S.2: variedade topoldgica C* é um par (M, &) constituido de um espaco topolégico
de Hausdorff enumeravel M e de uma estrutura C*, denotada por £ (veja pag. 25).

Na Geometria Diferencial interessam somente variedades com k > 1, denominadas variedades
diferencidveis.

Ex :

a) O conjunto M = R" com topologia usual transforma-se em variedade diferenciavel quando
¢ munido da estrutura C*° gerada pela carta (U = R" , ¢ = id), onde id denota a aplicagao
identidade, que no presente caso é representada por

d:R*"—R", id:z+— .

As coordenadas dos elementos do conjunto M = R™ nesta carta sdo denominadas coordenadas
naturais do R™; e a estrutura gerada por ela, estrutura diferencidvel usual do R™. E esta a
estrutura subentendida normalmente para o R™.

b) Adaptando a situagao genérica acima para o caso n = 1, temos a estrutura diferencidvel
usual do R'.

Encontram—se na literatura outras estruturas para o Rl, como, por exemplo, a estrutura C'*°
gerada pela carta o : U =R' — V =R' | ¢:z+— 25

Esta é diferente da estrutura anterior, pois as cartas que geram as duas nao sao compativeis:
as fungoes de passagem nao sdo diferencidveis no ponto z = 0 (veja as estruturas do plano
(X,Y) apresentadas na introdugao referente as variedades diferencidveis). R' com esta estrutura
é, portanto, outra variedade diferencidvel.

¢) Um subconjunto aberto M C R" e com estrutura gerada por (U = M , ¢ = id) é, também,
um exemplo de variedade diferencidvel n—dimensional, assim como o é, no caso de uma variedade
diferencidvel M" qualquer, o dominio U C M de qualquer carta admissivel ¢ : U — V com a
estrutura gerada por esta.

d) Considere M = S% C R® com a topologia relativa (pag. 9). As aplicacdes pq , g e
Ve s Pp 5 ... dos atlas referentes a S2, dados nos Exs junto as paginas 28 e 29, sio homeomérficas
e cumprem as condigoes para que os referidos atlas sejam também atlas na presente concepcao.

Comparando com o exemplo c), note que esfera a S2, aberta na topologia relativa, nio é
subconjunto aberto em R? e, conseqiientemente, nio admite estrutura diferencidvel gerada por
(U = §2,id). Ela admite, porém, a estrutura induzida pelos atlas mencionados acima.

e) Seja f : R® — R' de classe C", pelo menos, e M = {x € R" | f(x) =0, 3j tal que % #

2 Veja ao pé da pagina 31
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0 Vz}. O teorema da funcao implicita [1] garante a existéncia de cartas apropriadas que levam
M a ser uma variedade diferencidvel de dimensao n — 1.

A esfera S2, caracterizada por {(x,y,z) € R? | 22+ 92+ 22 —1 = 0}, é um exemplo particular
de variedades desse tipo, bem como as esferas S™ C R"H!.

f) Considere o conjunto de todas as matrizes m x m de nimeros reais. Os m? elementos de
cada uma das matrizes, ordenados segundo um preceito qualquer, definem um ponto no ijQ, de
modo que o conjunto em questdao pode ser identificado com o R™ e herda deste sua estrutura
diferencidvel.

O grupo GL(m,R) das transformagoes lineares de R™ em R™ é representado por matrizes
com inversa (determinante nao nulo), é um subconjunto aberto de R™ e constitui uma variedade
diferencidvel m?2-dimensional no sentido do exemplo c) acima.

As matrizes unimodulares (determinante igual a 1) sdo caracterizadas pela condigdo do
exemplo e) e também formam uma variedade diferencidvel, de dimenséao, porém, igual a m? — 1.

g) Duas variedades M e M,* induzem sobre o conjunto M = M) x M, uma estrutura de
variedade. Se (Uy, 1) e (Uz, p2) s@o cartas de My e My, respectivamente, elas induzem sobre M
a carta, chamada carta produto , (U1, p1) X (Usz,p2) = (Up x Ua, o1 X 02) , w1 X @2 : (my, mg) €
(Ur,Usz) — (p1(m1), p2(m2)) € R™ ™. A topologia em M é a topologia produto. A variedade
M assim concebida é denominada variedade produto de My e Mo, e sua dimensao é nq + no.

h) Contra-exemplo: M = {(x,y) € R* | |y| = |z|} ndo é variedade, pois toda vizinhanca
do ponto (0,0) decompoe M, sem este ponto, em quatro partes, em vez de duas, e ndo pode,
conseqiientemente, ser levada homeomorficamente sobre um aberto do R'. O

Como se vé nos exemplos acima, nem todos os subconjuntos do R™ podem ser usados como
variedades diferencidveis. Eles nao precisam ser necessariamente abertos, mas devem poder
admitir estrutura diferencidvel.

2.4 Propriedades e estruturas adicionais

— Paracompacticidade
A partir do conceito de estrutura diferenciavel, tanto numa como noutra concepcao, constata—
se que as variedades sao localmente homeomoérficas ao R" (veja pags. 19, 31 e 32). Confira. Esta
propriedade é um dos elos de uma cadeia de argumentos que conduzem ao seguinte teorema:
Teorema : Toda variedade, simples ou diferenciavel, é paracompacta.

Exercicio 33: Demonstre—o. (E facil quando se percebe a sugestdo implicita no comentdrio
feito ao final da apresentagdo do conceito de paracompacto, pag. 14.)

O fato de serem paracompactas as variedades é importante, porque garante sobre elas a
existéncia de uma estrutura denominada particdo da unidade subordinada a um atlas. Esta é
uma peca fundamental para a formulagdo do Célculo Integral sobre variedades diferencidveis,
e de outros elementos importantes, que nao poderiam ser implementados se as variedades nao
fossem paracompactas.
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— Variedades orientaveis

Encontram—se na literatura duas defini¢oes de orientabilidade de variedades diferencidveis,
e demonstra—se que sao equivalentes, demonstracao essa que envolve a particao da unidade
acima referida. Uma das definicGes, que invoca diretamente a estrutura diferencidvel, pode
ser apresentada logo em seguida, mas a outra deve aguardar ainda a conceituacdo de formas
diferenciais exteriores e a definigdo de elemento de volume sobre uma variedade (veja pag. 84).
Antes, porém, da apresentacdo da primeira definicdo, seguem alguns exemplos intuitivos de
orientabilidade, que envolvem superficies mergulhadas no R3.

Ex :

a) A esfera é orientavel, pois admite em cada ponto os sentidos para dentro e para fora de
um vetor normal a sua superficie. Idem para o toro.

b) Um plano qualquer também é orientdvel, pois admite em cada ponto os sentidos para
“cima” e para “baixo” de um vetor normal a ele. R™ é orientdvel.

c) Contra—exemplos: a faixa de Mdbius e a garrafa de Klein nao sao orientdveis.

Faixa de Mobius arrafa de Klein

Uma variedade M™ é dita orientdvel se a sua estrutura admite um atlas tal que para qualquer
par de cartas a e f com U, NUg # 0 o jacobiano de transformacao, o determinante da matriz
composta das derivadas parciais das funcoes de passagem, é positivo.

Diz—se que um atlas com esta propriedade define uma orientacao e que a variedade, quando
descrita por ele, estd orientada.

Quando se passa de uma carta para outra em uma variedade orientavel e o jacobiano de
transformacao é negativo, muda—se de orientacao.

Ex :

Volte aos exercicios 26-e) e 27-d) e comprove que a esfera S? é, de fato, orientavel (as
demais esferas, S™, também o sdo). Constate, portanto, que o jacobiano de transformacao de
uma dada mudanca de coordenadas ser negativo nao significa que a variedade é necessariamente
nao—orientavel. O

Quanto a relevancia da orientabilidade, diga—se que alguns conceitos muito apreciados nas
aplicacoes da Geometria Diferencial, como, por exemplo, o conceito de divergente de um campo
vetorial (pag. 85) e a teoria da integracao, sé valem para variedades diferencidveis orientaveis.

— Subvariedades (submanifolds)

Surge agora a questao de saber quando um subconjunto de uma variedade herda a estrutura
diferencidvel desta, situacdo em que é considerada uma subvariedade da variedade original.

Um subconjunto N de M™ é uma subvariedade de M"™ se para todo e qualquer elemento
p € N existe uma carta (U, ¢) de M™ tal que

pelU, o:UNN—R xa e op)=(z',...,2"a',...,a" "),

onde a = (a',...,a™ ") é um elemento fixo do R"".

Nao é dificil de entender que o conjunto {(U,®)},onde U =UNNep:U — R , B(p) =
(z',...,2"), forma sobre N” um atlas de mesma classe C* que o atlas {(U,¢)} de M™. A
dimensao da subvariedade N é r.
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A estrutura gerada por {(U, @)} em N é a estrutura induzida pela estrutura de M sobre N.
Se N ja possui alguma estrutura, entdo IV, munida desta, é subvariedade de M se a estrutura
ja existente coincide com a estrutura induzida por M sobre N.

Ex :

a) Um subconjunto aberto N de M™ é o caso trivial de subvariedade de dimensao r = n de
M™.

b) R* é uma subvariedade de R>.

c) Sejam M = R3, N = S? e (2,9, 2) as coordenadas naturais do R*. Considere a carta

(U, ¢) de M cujo dominio sdo os elementos m € M com x? + y? < 1,z > 0 e cujas coordenadas

w(m) = (¢, Ye, 2c) estao relacionadas as coordenadas (z,vy, z) através das fungdes de passagem
Te=T , Y=Y , Ze=2—/1—a2—9%.

Nesta carta — note que ela pertence & estrutura diferencidvel usual do R — vale o(p) =
(2¢,ye, 0) para todo elemento p € U N S? | de onde se constata que a calota superior da esfera
S? (pontos com z > 0) é uma subvariedade do R?. A carta (U, @) gerada por (U, ¢) é a carta c
apresentada no exemplo de atlas da esfera S? dado na pag. 29.

Para os demais elementos de S?, pode-se verificar a existéncia de cartas andlogas & carta
(U, ) considerada acima, e que conduzem as demais cartas do atlas da pdg. 29.

A esfera S? toda é, portanto, uma subvariedade diferencidvel do R®.

Um modo mais simples de constatar que S? é uma subvariedade do R? vale-se de um teorema
enunciado na pagina 53, o qual aborda subvariedades definidas por um sistema de equagoes.
52 bem como as esferas S"~! sdo apresentadas como exemplos de subvariedades do R® e R",
respectivamente, junto ao teorema citado.

d) Contra-exemplo: dado M = R?, o subconjunto N = {(z,y) € R* | y = |z|} com
a estrutura gerada pelo atlas (U = N,¢ : (z,y) € N — ) é uma variedade, mas nao é
subvariedade de R2.

Note que a carta cujo dominio U é R? e cujas coordenadas (z.,%.) estdo relacionadas as
coordenadas naturais do R?, (z,y), via . = x, y. = y — |z|, ndo funciona, pois nao pertence
A estrutura diferencidvel usual do R? — as funcoes de passagem néo sao diferencidveis no ponto
z=0,y=0.

A estrutura gerada pelo atlas (U, ) acima nao é, portanto, recebida por inducao da estrutura
diferencidvel usual do R2.

e) Veja as possibilidades de formacao de subvariedades (pag. 53) viabilizadas pelo conceito
de mergulho (embedding) (pag. 53) e pelo teorema referido no exemplo ¢) acima, a serem
apresentados no proximo capitulo. O

— Variedades com contornos (manifolds with boundaries)

a) Preliminares

A definicao de variedade baseia—se, como foi visto, em cartas que sao bije¢Oes, ou homeo-
morfismos, de partes de um conjunto em abertos no R". Em muitas aplicacdes, no emprego do
teorema de Stokes, no Célculo Integral, e no estudo de problemas de contorno na Fisica, por
exemplo, este conceito de carta é muito restritivo e pede um relaxamento, o qual, quando é feito
nos moldes do que é apresentado a seguir, leva a concep¢ao de variedades mais abrangentes, as
variedades com contorno.

Sejam R'} = {(x1,%2,...,2,) € R" | x,, > 0} e OR"} = {(x1,22,...,2,) €ER" | x,, =0}. R
é denominado semi—espaco superior do R™.

Seja V um aberto em R} (na topologia relativa), e f : V' — R", uma aplicagao qualquer.
Diz-se que f é diferencidvel de classe C* sobre V se existem um aberto V C R™ contendo V
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e uma aplicacao f : V — R" de classe C* tal que sua restricio ao aberto V coincide com f,

flv=*f.

V' nao necessita ser aberto no R" e pode conter partes do OR'; .
R’} nao é subvariedade do R", mas OR'} é.

b) Variedade com contorno

Da mesma forma que para as variedades apresentadas anteriormente, uma variedade com
contorno é um par (M, &), onde M é um espago topoldgico de Hausdorff enumerdvel e £ é uma
estrutura composta de um atlas maximal cujas cartas sao pares (U, ¢) nas quais ¢ sao aplicagoes
homeomorficas de U € M em abertos V de R"Y, ¢ : U — V. O critério de compatibilidade
entre cartas é o mesmo de antes, referente a variedades (sem contorno), sé que o conceito de
diferenciabilidade é o apresentado acima, nas preliminares.

¢) Contorno e interior (boundary and interior)

Seja M uma variedade com contorno.

O contorno de M , denotado por M, é o conjunto OM = {m. € M | existe uma carta (U, ¢)
na estrutura £ de M tal que ¢(U) é um aberto em R} e p(m.) € OR'} }.

Variedades com contorno sao mais gerais do que variedades (sem contorno). Se M é uma
variedade (sem contorno), vale OM = ().

Denomina-se interior de M, e representa—se—o por IntM, o conjunto IntM = M — OM =
M\OM. Se (U, p) é uma carta em torno de m; € IntM, entao, ou p(U) é aberto em R", ou, se
@(U) é aberto em R}, ¢(m;) ndo pertence a OR'.
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Teorema : OM e IntM sao, ambos, variedades (sem contornos). A dimensao de oM™ é
n—1,eadeIntM", n.

O que acontece quando a dimensao de M é n = 17 Neste caso M é um conjunto discreto,
cujos elementos sao encarados como uma variedade nao diferencidvel e de dimensao n = 0. Veja
exemplos logo a seguir.

Conclui-se do teorema acima que o contorno do contorno de uma variedade qualquer, com
contorno ou sem contorno, é vazio, d(OM) =0 ; 9> =0, e que o interior do interior coincide
com o interior, Int(IntM)= IntM ; Int> = Int.

O contorno M nao deve ser confundido com uma fronteira topoldgica (pag. 12), a qual
depende do espaco do qual M é subconjunto. Para M = OR'!, por exemplo, o contorno é M = ),
ao passo que, encarando M como subconjunto do espago topoldgico R"™, vale b(M) = M, ou,
encarando—o como subconjunto do R" !, b(M) = 0. E quanto ao interior, serd que vale a mesma

observacao para IntM e o interior topolégico (pag. 12), ]\04 ? Parece que sim. Confira.

Ex :

a) M = [a,b] € R' com o atlas Uy = [a,b) , ¢1 :x——x—a ; Us=(a,b], p:2+—b—um.
Tém-se OM = {a}U{b} e Int M = (a,b). Este é um exemplo que mostra que dM pode nao ser
conexo mesmo que M o seja.

b) M = [a,b) U (b,c). OM = {a} e M = (a,b) U (b,c). Aqui se verifica uma situagao
reversa a do exemplo anterior: M pode ser conexo sem que M o seja. Verifica—se também que
uma variedade com contorno nao necessita ser compacta. Por outro lado, que uma variedade
compacta também pode nao ter contorno atesta—o a esfera.

¢) M = bola fechada = {(x,y,2) € R* | 2> + y*> 4+ 22 < 1} com a estrutura gerada pelo atlas
composto da carta Uy = {22 +y? + 22 < 1}, ¢1: (2,9,2) — (2,9,2 + 1) e das cartas produto
induzidas sobre U = {% <2+ P+ 2 <1 =9%x (%, 1]} pelas cartas de S? (veja pag. 28,
p. ex.) e de (3,1] (veja exemplo a) acima) nos moldes da definicdo dada no exemplo g) da pag.
34. OM = S? e IntM = bola aberta = {(z,y,2) | 22 +y? + 22 < 1}.

d) Contra—exemplo: M = {(x,y) € R? | |z| < 1, |y| < 1} ndo é subvariedade com contorno
do R?, pois possui cantos. O

2.5 Fibrados

— Referéncias
a) N. E. Steenrod [13, parte I]; é uma referéncia cldssica, muito citada na literatura;
b) Trés Senhoras [1, cap. II1.B.2];
c) M. Nakahara [14, cap. 9];
d) Nash-Sen [3, cap. 7];
e) C. von Westenholz [4, cap. 6].

— Introdugao

Fibrados (fibre bundles) sao obras de engenharia topoldgica das mais fascinantes, e de grande
aplicabilidade & Fisica. Por exemplo, os cendrios dos formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano da
Mecanica Cléssica, quais sejam, os espacos de fases de velocidade e de momentum, sao fibrados
construidos sobre o espago de configuragao dos sistemas dinamicos. As teorias de calibre (gauge
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field theories), que incluem, p. ex., o campo eletromagético, sao tratadas de modo natural em
termos de fibrados principais.

Por serem estruturas baseadas eminentemente em espagos topoldgicos, poderiam ja ter sido
apresentados antes, imediatamente apds espagos topolégicos, como seria natural. No entanto, o
lugar mais apropriado parece-nos ser aqui, apds variedades diferencidveis, nao sé porque podem
incluir, como caso particular, a conceituagao dos fibrados de maior interesse a Fisica, os fibrados
diferencidveis, mas, principalmente, porque a sua compreensao fica facilitada quando se constata
que a sua concepc¢ao é semelhante & de variedades diferencidveis: estd estruturada em termos
de conceitos que, mutatis mutandis, sao os conceitos de carta, compatibilidade de cartas, atlas,
atlas equivalentes, estrutura diferencidvel, etc.

— Fibrados (fibre bundles)

Adotando o estilo carreta-na-frente-dos-bois, fibrado é um quinteto (E, M, m; F,G) comple-
mentado por uma classe de equivaléncia de familias constituidas de trivializacoes locais.

Os componentes do quinteto (F, M, m; F,G) sdo um feize (E, M, ), uma fibra tipica F' e um
grupo de estrutura G, cujos significados, bem como os dos demais elementos que compoem os
fibrados, passam a ser apresentados.

— Feixe (bundle)

Fibrados fundamentam-se sobre feixes, e estes, sobre a idéia de multi in unum — nao con-
fundir com multi in uno.

Feize (bundle) é um trio (E, M, ), onde E e M sao, respectivamente, espacos topoldgicos e
m é uma aplicagao sobrejetora continua,

Tm: FE — M.

FE é denominado espaco total, ou espaco das fibras, e é usado muitas vezes para representar
o trio inteiro.

M e m chamam-se, respectivamente, espaco base e projecao.

Para que um feixe seja interessante, w deve ser nao- E,
injetora, isto é, deve ser tal que cada elemento de M seja
imagem de mais de um elemento de E. Muitos elementos E
p € E sao levados (are mapped) em um tnico e mesmo ele-
mento m € M; dai multi in unum, que quer dizer “muitos
em um”.

A pré-imagem de m € M, ou seja, o conjunto F,, =
771 (m) formado por aqueles elementos de E que tém por M
imagem m, w(F,,) = m, é denominado fibra em m ou fibra
sobre m (fibre over m).

Obs. A notacdo 7~ 1(m) nfo significa que existe aplicacio inversa 7!, pois quando 7 é
nao-injetora a inversa nao existe.

O espaco E pode ser entendido como um feixe ou punhado composto de fibras, uma para
cada m € M;

E=U F,.
meM
Os elementos de cada fibra F,, constituem uma classe de equivaléncia F,,, = [p], na qual

p~p sen(p)=7(p)=m.
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Ex :

a) Dado um feixe — no sentido usual da palavra —, de n colares de pérolas rotulados com
os numeros 1, 2, ...,n, sejam E o conjunto de todas as pérolas que compoem os n colares e M
o conjunto dos rétulos dotado de uma das muitas topologias possiveis — a propésito, se n = 3,
quantas topologias existem? (Veja o Exercicio 8.)

A aplicacao 7 : E — M que associa a cada pérola o rétulo do colar ao qual ela pertence é
sobrejetora e, considerando para topologia em E a topologia induzida por 7 a partir da topologia
em M (veja pag. 8), é continua. Conseqiientemente, o trio (E, M, ) é um feixe segundo a
definicao acima.

As pérolas de cada colar constituem uma fibra.

Se neste exemplo os conceitos de feixe e de fibra estdao proximos dos significados quotidianos
destes termos, j4 nos exemplos que seguem, nem tanto.

b) Considere o conjunto E composto de todas as frutas em um pomar — magas, peras,
péssegos, etc. —, juntamente com o conjunto M formado por todas as arvores que as sustentam.
O trio (F, M, ), onde  : E — M é a aplicagao que associa a cada fruta a drvore que a sustenta,
forma um feixe no sentido matematico do termo (supondo que 7 seja continua), apesar de a
disposicao das frutas no pomar nao dar a idéia de feixe no sentido usual da palavra.

Dentre todas as frutas, aquelas que pertencem ou estdo em uma mesma arvore — aqui, sim,
cabe dizer multi in uno, que também quer dizer “muitos em um” — formam uma fibra segundo a
definigao acima; isso por que elas sao levadas em um mesmo elemento, a arvore a qual pertencem
— multi in unum)!

c)Sejam E ={z=z+iy | |2| =1} e M = {w = u+iv || |w| = 1} duas cépias do conjunto de
numeros complexos de moédulo unitario e seja 7 a aplicagao caracterizada por 7 : z — w = 2™.
Note que F e M sao o mesmo espaco, a esfera S'. © : E — M é sobrejetora e continua,
segundo a topologia usual, e (E, M, ) é, portanto, um feixe.

De quantos elementos é composto cada uma das fibras F;, no caso de n = 27 E no caso de
um inteiro n qualquer?

d) Considere um cilindro liso, de raio e altura unitarios e orientado ao longo do eixo Z do R>.
Sejam E o cilindro, M a circunferéncia (esfera S') obtida pela projecdo do cilindro sobre o plano
(X,Y) e 7 a aplicagao que associa a cada ponto p € E o ponto m € M obtido pela projegao de
p sobre (X,Y). Suponha E e M dotados da topologia relativa com respeito a topologia usual
do R? (veja pag. 9). O trio (E, M, ) é um feixe.

Apesar de um cilindro liso ndo dar esta impressao, podemos imagind-lo como um feixe de
retas paralelas e de mesmo comprimento, desempenhando o papel de fibras no sentido usual da
palavra, coladas umas as outras de modo a formar o cilindro.

e) E se em vez do cilindro liso F tivermos um cilindro amassado, E'? Este é homeomorfo a
E, e, se considerarmos a aplicacdo 7’ : B/ — S que associa a cada p/ € E’ a projecdo sobre
(X,Y) do ponto p € E homeomorfo a p’ € E’, o trio (E’, S, 7') é também um feixe. O

— Feixe produto (product bundle)

Feixes produto costumam ser os primeiros exemplos de feixe apresentados na literatura
introdutéria a fibrados.

Sejam M e F' dois espagos topoldgicos e E = M x F o correspondente produto cartesiano
dotado da topologia produto (veja pag. 10). Seja m = 71, a projecao canonica que associa a
cada par ordenado (m, f) € M x F o elemento m € M.

Um feixe (E, M, ) assim constituido é denominado feize produto.

Ex :

a) (R* =R' x R*,R', 7).
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b) O feixe envolvendo o cilindro liso no Ex. anterior é na realidade o trio (S* x I, S',7),
onde I é um segmento de reta de comprimento unitario, e é um exemplo de feixe produto.

c¢) Contra-exemplos: os feixes envolvendo as pérolas, as frutas e o cilindro amassado no Ex.
anterior.

d) Contra-exemplo cléssico: a faixa de Mdbius, cujo espago total, diferentemente do cilindro,
nao pode ser escrita como um produto do tipo S' x I e nem sequer é homeomérfica a S x I. O

— Feixe trivial (trivial bundle)

Pode ocorrer que um feixe (E, M, ) nao seja feixe produto mas que exista um homeomor-
fismo (global) entre E e um espaco topolégico M x F'.

(E, M, ) é neste caso chamado de feize trivial.

Ex :
a) Feixe produto — caberia chamar este de feixe trivial trivial.
b) O feixe que envolve o cilindro amassado no penultimo Ex. O

— Secgao (section)
Dado um feixe (E, M, ), sec¢do transversal ou, simples-
mente, sec¢do, é uma aplicacao o : M — F tal que

moo =idyy,

ou seja, tal que w(o(m)) =m, ¥Ym € M.

o associa a m € M um elemento o(m) pertencente a
F, CE.

Podemos visualizar o contradominio de ¢ como uma
curva geométrica sobre E que corta cada fibra em um nico

ponto.
Ex:

a) Dada uma aplicacdo f: X — Y, f : z — y, o conjunto formado pelos pares ordenados
{(z,y)|ly = f(z), z € X} em X XY é denominado grdfico de f.

A aplicagao 0 : X — X x Y que associa a cada z o elemento (z, f(z)) do grafico de f é
um exemplo de sec¢ao construida em termos do feixe (X x Y, X, m), que na presente situacao
¢ um feixe produto, mas que em outros casos pode nao sé-lo.

b) Campos tensorias (pag. 78), de grande importancia na Geometria Diferencial, sdo também
exemplos de secgoes. Eles sao aplicacoes que associam a um elemento m de alguma variedade
diferencidvel M"™ um elemento da fibra F;,, de um fibrado tensorial que tem M™ por espaco base.
O

— Morfismo de feixe (bundle morphism)
Dados dois feixes (F, M, ) e (E', M',7’) e uma aplicagao

g:E— FE,

se g preserva fibra, isto é, se g associa a cada fibra de E uma fibra de E’, o que pode nao se
cumprir para uma g qualquer, g é denominada morfismo de feixe.
Neste caso ¢ induz a aplica¢ao g : M — M’ que associa a m = m(p) o elemento m’ = 7’(p’)

quando g(p) =p .
Um morfismo de feixe pode ser caracterizado como um par (g, g) que satisfaz a relagao

mog=gom.
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— Fibra tipica (typical fibre)

H& feixes em que todas as fibras F}, sao homeomorficas a um espaco topoldgico F', que é
chamado de fibra tipica.

A topologia considerada em cada fibra é a topologia relativa.

Ex :

a) Em (M x F,M,m) a fibra tipica é F.

b) Tanto no cilindro liso como no cilindro amassado apresentados anteriormente, o segmento
de reta I desempenha o papel de fibra tipica.

c¢) Contra-exemplo: qualquer feixe cujas fibras ndo possuem o mesmo nimero de elementos.
Por qué? O

Fibrados — o que sera que os destaca dentre os feixes? — em que a fibra tipica é um espago
vetorial sao denominados fibrados vetoriais. Os espagos de fases de velocidade e de momentum
na Mecanica sao exemplos de fibrados vetoriais.

— Feixes — fibrados

Feixes passam a ser chamados de fibrados quando, além de fibra tipica, possuem ainda uma
estrutura adicional intimamente ligada a um grupo topolégico, denominado grupo de estrutura,
que atua sobre a fibra tipica.

— Grupo de estrutura (structure group)
Antes de apresenté-lo, alguns conceitos preliminares.
Sejam G e F' um grupo e um espago topoldgicos.
Grupo de transformagoes {04} de F' é um conjunto de aplicagoes

og: F— I,

uma para cada g € (G, com as seguintes propriedades:

a) cada 04, ¢ um homeomorfismo de F sobre si mesmo — difeomorfismo (péags. 28, 51), se G
e I sdo variedades diferencidveis;

b) a correspondéncia o : G — {04}, 0 : 9+ 04 € tal que

Ogh = 0400, Vg, h € G
o, =id,

de onde segue
1

g1 =(0g) .
o é, portanto, um homomorfismo, podendo ser na realidade um isomorforfismo, se for bije-
tora.
Chama-se o de realizacao de G.
Diz-se que G opera ou age de maneira efetiva, ou efetivamente, sobre F' se

og: f—f, VfeF=g=e,

onde e é o elemento neutro de G. Desta propriedade decorre que o é bijetora.

O grupo de estrutura de um fibrado (E, M, w; F,G) é um grupo topolégico (veja pag. 10),
G, que opera de maneira efetiva sobre a fibra tipica, F', através de um grupo de transformacoes
{04} de F.

Em vista dos conceitos preliminares, resulta que em cada fibrado os grupos {0y} e G sao
isomorfos e podem ser identificados um com o outro,

{og} = G.
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Obs. Em fibrados distintos com mesmo G e F', os conjuntos de aplicagoes {o,}, apesar de
formarem grupos isomorfos a G, podem, porém, ser distintos. Isso ocorre, por exemplo, com a
garrafa de Klein e o toro torcido (pag. 47).

A presenca de G nos fibrados esté ligada a uma familia de trivializacées locais.

— Trivializacao local (local trivialization)

Num fibrado, mesmo que nao o seja globalmente, ¥ é localmente homeomorfico a M x F'; o
que da suporte a um conceito semelhante ao de carta no contexto de variedades diferencidveis,
o conceito de trivializacao local.

Trivializagao local é um par (U, p) com as seguintes caracteristicas:

1) U é um aberto de M.

Consegqiientemente, 71 (U) C E é um aberto de F, pois 7 : E — M é continua;

2) ¢ é uma aplicacdo homeomorfica

o TN U) — UXF , ¢:ipr—s (x(p),8 () = (m, f),

denominada fun¢ao coordenada. (m, f) sdo chamadas de coordenadas de p € E.
7 1(U) é o espaco das fibras de um feixe trivial.

A
Da defini¢ao de ¢ observa-se que 71 o ¢ = 7, pois 71 (p(p)) = m1(w(p), ¥ (p)) = 7(p) para
qualquer p € 7= H(U). Se p € F,,, entdo (m o )(p) = 7(p) = m.

Tem-se também que

A
Pm: By — F,

A A A A

onde ¥, é a restricio de ¥ a uma fibra F,,, C 7~ }(U) qualquer (¢,,= ¢| ), é uma aplicacio
F’UL

homeomérfica.

@ é o andlogo a aplicagdo ¢ : U — V C R", ¢ : m —— x no contexto das variedades
diferencidveis.

— Familia de trivializagoes locais
Um fibrado admite uma familia de trivializagoes locais {¢} = {(Ua, ¥a)}, @ € A — infinitas
familias, na realidade —, onde os abertos {U, } recobrem M, M = UA U,, o mesmo acontecendo,
ac

conseqiientemente, com os abertos {m~1(U,)} em relagio a E.

{¢} é o andlogo a atlas nas variedades diferencidveis; tal como as cartas de um atlas, as
trivializagoes obedecem a um critério de compatibilidade, que, no presente caso, envolve um
grupo topoldgico, G.

— Compatibilidade de trivializagoes locais
Sejam (U, o) € (U, pp) duas trivializacoes quaisquer.
Se Uy, NUpg = 0, as trivalizacoes sao ditas trivialmente compativeis.
Se Uy, NUg # 0, o critério de compatibilidade baseia-se na aplicacao

A A=l
gga(m)ESD@mOSDmm:F—)F ) fa'—>f5y

A A A A
onde ¥q m € g, sdo, respectivamente, as restrigoes de ¥, e ¢ a fibra F,, e m € U, N Upg.



Capitulo 2. Variedades Diferenciaveis 44

Exercicio 34: Conclua que:
a) gga(m) € um homeomorfismo de F' em F';
b) a aplicagdo
A Al
o, Uy x F—UgxF | (m,fo)r— (m,[fs)
AooaTL
pode ser expressa em termos de ggo(m) conforme pgo v, = (id, gga(m)).
As trivializagoes o e (8 sao ditas compativeis se:

1) gga(m), para cada m € U, N Ug e cada par «, 3 € A, é elemento do grupo {04} = G;
2) as aplicagoes

980 : UaNUg — G — {0y} , m+— g+— gga(m),

denominadas fun¢des de transicdo ou transformacgoes de coordenadas, sdo continuas.
Conseqiientemente, seguem da definicao de ggo(m) as seguintes propriedades:
a‘) gﬁa(m)ga'\/(m) :gﬁ’y(m)v m e UamUﬁmUFyQ
b) gaa(m) =ce x=e, m € Uy;
¢) gap(m) = [gga(m)]™t, m e U, NUg, Va, B,v € A,
onde (em a)) nao hé convengdo de soma sobre indices repetidos, e denota o elemento neutro de
G e [gga(m)]™! é o elemento inverso de ggn(m) € {o,}.
As fungodes ggo(m) desempenham aqui papel andlogo ao das funcoes de passagem g o 0!
nas variedades diferencidveis e estao presentes — suas propriedades — no seguinte conceito:

— Sistema de transformacoes de coordenadas

Sejam G e M, respectivamente, um grupo e um espaco topoldgicos, nao necessariamente
referentes a um fibrado.

Diz-se que um recobrimento aberto {U,}, a € A de M e uma colegao de aplicagbes continuas

gﬁa:UﬁmUaHG , a,BeAN

que satisfazem as propriedades a), b) e c¢) acima constituem um sistema de transformacoes de
coordenadas em M com valores em G.

— Fibrado coordenado (coordinate bundle)

Um sexteto (E, M, m; F,G,{¢}), onde E, M, w, F' e G possuem os significados apresentados
anteriormente e {p} denota uma familia de trivializagoes locais, aparece na literatura sob o
nome de fibrado coordenado.

— Familias de trivializagoes equivalentes; estrutura de fibrado

Duas familias de trivializacoes {¢} e {¢ } referentes a um quinteto (E, M, w; F,G) sdo ditas
equivalentes se a unido delas, {p} U {¢'} = {(U, UU é, ©Ya U gplﬁ)}, é também uma familia de
trivializagbes, ou, em outros termos, se cada trivializagao pertencente a uma das familias é
compativel com cada trivializacao da outra familia.

Familias de trivializacoes equivalentes formam classe de equivaléncia. Uma classe desse tipo
é o0 analogo a estrutura diferencidvel no contexto das variedades diferencidveis, e é aqui chamada
de estrutura de fibrado.

Uma dada familia de trivializagoes locais gera uma estrutura de fibrado tinica, que é a classe
de equivaléncia a qual a familia pertence; uma estrutura de fibrado pode, porém, ser gerada por
diferentes familias de trivializagoes locais.
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Pode-se também chamar uma estrutura de fibrado de familia de trivializa¢cdes maximal,
analogamente a atlas maximal no contexto das variedades diferenciaveis.

— Fibrados coordenados equivalentes

Dois fibrados coordenados (E, M, m; F, G, {¢}) e (E,M,m;F,G,{¢'}) sdo ditos equivalentes
se {¢} e {¢'} sdo equivalentes.

Fibrados coordenados equivalentes formam classe de equivaléncia.

Cada fibrado coordenado gera uma classe de equivaléncia tnica, isto é, um fibrado tunico,
mas cada fibrado pode ser gerado por diferentes fibrados coordenados.

— Fibrado

R. E. M. S.: fibrado é um quinteto (E, M, m; F, G) acompanhado de uma estrutura de fibrado.

Dito de outro modo, fibrado é uma classe de equivaléncia de fibrados coordenados.

Na literatura o nome “fibrado” aparece muitas vezes dado ao que na realidade é somente um
fibrado coordenado, em geral quando nao sao de interesse as diferentes possibilidades de familias
de trivializagoes locais; fica subentendido, nesses casos, que o fibrado envolvido é na realidade
aquele gerado pelo fibrado coordenado em aprego.

— Fibrado principal (principal fibre bundle)

Ha& fibrados, denominados fibrados principais, nos quais a fibra tipica coincide com o grupo
de estrutura, F' = G.

Neles, G atua nao somente sobre F(= G), por translacao esquerda (left translation) (veja,
p. ex., [1, cap.II1.D.1]), conforme

A
98a(m) =Pgm o Poym=0g=Ly , Lg:G—G , Ly:h—gh , g€G,

mas também sobre cada fibra F,,, em F por a¢do pela direita (right action), ]N%g, (veja [1], pag.
129), definida com referéncia a uma trivializacao local (U,, ¢,) qualquer por

~ /\—1 AN
(Rg p)a ::(pa,m (ga.g) 5 meUy, , pEFyn , ga =Pa,m (p) ed , g€ G.

Demonstra-se que (]N%g D)o = (]N%g p)s para p = 7 L(Uy NUp) (veja [1], pdg. 130), ou seja,
que Ry nao depende da escolha dos abertos U, contendo 7(p).
Verifica-se que Ry, Rg, P =Rg.g, P> OU seja, que { Ry} é um grupo (anti-)isomorfo a G.

Iég desempenha papel importante na definicdo de conexdo sobre um fibrado principal (veja
[1, Capitulo Vbis.A.1], conceito fora do escopo destas notas.

— Construcao de um fibrado

Qualquer fibrado com espaco base M e grupo de estrutura G determina um sistema de
transformagoes de coordenadas em M com valores em G.

Reversamente, dados um sistema de transformagcoes de coordenadas em M com valores em
G e um espago topoldgico F sobre o qual G age de modo efetivo, serd que existe um fibrado que
tem estes elementos como ingredientes? — se existir, isso implica encontrar de modo univoco
m, E e {¢}.

A resposta é sim, conforme teorema a seguir.

Teorema da construcgao [13, §3]

Se M e F sao espacos topoldgicos, G um grupo topoldgico que age efetivamente sobre F' e
{Ua}, {98a} um sistema de transformacoes de coordenadas em M com valor em G, entdo existe
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um fibrado (E, M, 7; F,G) que tem M como espago base, F' como fibra tipica, G como grupo
de estrutura e {U,}, {g8o} como sistema de funcoes de transicao.

Para a construcao do fibrado em questao, considere:

a) X =U Uy X F

b) a relagdo de equivaléncia entre (m, fo) € Uy X F e (m/, fg) € Ug x F definida por
(m, fa) ~ (m/, f3) se, e somente se, m' =m, fg = gga(m)fa-

Os componentes do fibrado, além dos elementos apresentados no enunciado do teorema, sao
dados por:

Espaco total E: é o espago formado por todas as classes de equivaléncia [(m, f)] em X,
E=X/r~;

Projegao m: é a aplicagdo 7 : E — M definida por 7 : [(m, f)] — m;

Familia de trivializagoes locais {¢}: é o sistema {(U,, @)} definido por

Yo :m N Uy) — Uy xF | @q:[(m, )] — (m, f).

O teorema nos dd a informacao minima requerida para a construcao de um fibrado: um
espaco base, uma fibra tipica, um grupo que atua de modo efetivo sobre a fibra e um sistema
de transformacoes de coordenadas.

O teorema também sugere a possibilidade de construgao de novos fibrados a partir de um
fibrado (F, M, m; F,G) dado: associado a este pode-se, por exemplo, conceber um fibrado que
possui o mesmo espaco base M, o mesmo grupo de estrutura GG, o mesmo sistema de fungoes de
transformagao de coordenadas, mas fibra tipica F’ # F ou, no caso de F' = F, atuagao de G
sobre F, através de {04}, diferente.

— Alguns exemplos de fibrados

Exemplo trivial: fibrado produto

Fibrado produto é um fibrado gerado pelo fibrado coordenado (M x F, M, 71; F, G, {¢}), onde
o grupo é composto unicamente do elemeto neutro, G = {e}, e {¢} é dada por (U; = M, ¢ = id).

As funcoes de transicao gg,(m) reduzem-se neste caso unicamente a gi1(m) = e.

Séo exemplos especificos o cilindro de raio e altura unitédrios, M = S', F = [0,1] C R}, e o
toro dado por M = S, F = S

Note que, de acordo com o teorema da construgao, o toro pode ser construido a partir do
cilindro, e vice-versa, pois possuem ambos os mesmos M, G e sistema de transformagoes de
coordenadas.

Exemplos nao triviais classicos: faixa de Mobius, garrafa de Klein

Considere fibrados coordenados com espaco base M = S', grupo de estrutura G = {e, g},
dotado da toplogia discreta (veja Exercicio 13), e sistema de transformacdo de coordenadas
composto dos seguintes elementos:

a) recobrimento aberto de S' formado por dois arcos abertos, U; e Us, cuja intersecao é dada
nesta situacao por dois abertos disjuntos, A e B; Uy NU; = AU B;

b) funcoes de transigao dadas por

gi1(m) = gaa(m) = e

g12(m) = g3;} (m) ={ ¢, med

g, mEeBDB.

Em vista do teorema da construcao, dada uma fibra F' e definida uma agao de G sobre F', via
grupo de aplicagoes {o¢, 04} de F' em F, decorre dos elementos acima um fibrado coordenado,
e deste, um fibrado.
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Quando a fibra tipica é o segmento de reta
F =[0,1] C R' e 0, é a rotacio de F por um
angulo de 180° em torno do seu ponto médio,
0,5, — a aplicacao o, = id deixa obviamente
qualquer fibra F' intacta — o fibrado ¢ a faiza
de Mobius de raio e largura unitarios, disse-
cada em termos de seus componentes na fi-
gura ao lado.

Quando, porém, F = S e o4 ¢ a rotacao
da circunferéncia S' por um angulo de 180°
em torno de um eixo que coincide com uma
reta contida no plano da circunferéncia e que
passa pelo centro desta (reflexdo de S' em
relacdo a uma reta diametro), o fibrado ge-
rado é a garrafa de Klein de raios unitérios.

De modo semelhante ao que ocorre no exemplo anterior, a garrafa de Klein pode ser cons-
truida a partir da faixa de Mdobius, e vice-versa.

Uy U2=S1
UiNU=AUB

Toro torcido

O que acontece se a aplicacao o, na concep¢ao da garrafa de Klein é mudada para rotagao
da circunferéncia F' = S' de um angulo de 180° em torno do eixo desta?

O fibrado resultante é o toro torcido, que nao é fibrado produto, mas que é homeomérfico
(globalmente) a um fibrado deste tipo, o toro, e é, portanto, um exemplo de fibrado trivial.

Note que na garrafa de Klein e no toro torcido o espago base, o grupo estrutural, o sistema
de transformacoes de coordenadas e a fibra tipica sao os mesmos. O que muda de um para o
outro é o conjunto de aplicagoes {o,}.

Vocé saberia dar um exemplo de dois fibrados, um deles trivial e o outro nao trivial, que
podem ser construidos um a partir do outro segundo o teorema da construgao?

— Fibrado diferencidvel C*

O fibrado gerado por um fibrado coordenado (E, M, r; F,G,{¢}) diz-se que é um fibrado
diferencidvel C* quando:

« E, M e F sao variedades (topoldgicas) C*:

. m é uma aplicacdo diferencidvel de classe C*;

« (G é um grupo de Lie;

. 0s abertos U, na familia de trivializagoes {¢} sdo os dominios das cartas (Uy, @) de um
atlas amissivel de M;

« as funcoes de transicao gg, sao diferencidveis de classe Ck.

G é um grupo de Lie quando é uma variedade com estrutura diferenciavel compativel com a
estrutura de grupo, isto é, com estrutura tal que a operacao

GxG—G , (r,y)— xy ',
dada em termos das operagoes definitérias do grupo (produto e inverso dos seus elementos, pag.
10), é uma aplicagao diferencidvel.

Surge naturalmente a questdo: o que é uma aplicacao genérica f : M"™ — N diferencidvel?
Nao urge uma resposta imediata; por isso a questao fica suspensa até o momento apropriado,
pagina 51.

Os exemplos de fibrados diferencidveis a seguir citados sao da mais alta relevancia na Geo-
metria Diferencial.
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Ex :
a) Fibrado tangente. Veja péags. 58 e 59.
b) Fibrado cotangente. Veja pag. 68 e 69.

c¢) Fibrado tensorial genérico, que contempla, como casos particulares, os dois anteriores.
Veja pag. 78. O

Por que nao apresenta-los com detalhes aqui? Isso, de fato, poderia ser feito, como o é na
referéncia [13, §6], mas convém fazé-lo mais adiante, apds a introdugao de elementos que nao sé
lhes sao relevantes mas que tornam a apresentagao mais natural e transparente, além de darem
suporte a afirmacao feita acima, antes da citacao dos exemplos.

Que elementos serdo estes?

Siga em frente e aprecie-os; sao os habitantes do Céu, mas que possuem representantes na
Terra.
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