
– Espaço Topológico

Conjunto X com
Topologia:

Sistema U de subconjuntos de X
tais que

1) ∅ (vazio) e X pertencem a U ;
2) a união de qualquer número

de subsistemas de U pertence a U ;
3) a interseção de um número fi-

nito de subsistemas de U pertence a
U .

– Subconjuntos Abertos

Os elementos de U são chamados
abertos de X.

– Base para uma Topologia

Subsistema B de U que satisfaz
as seguintes condições equivalentes:

a) todo elemento U de U é a
união de elementos de B;

b) para cada x ∈ U ∈ U existe
um B ∈ B tal que x ∈ B ⊂ U .

– Grupo topológico

Conjunto com operação interna
de grupo e topologia tais que as
aplicações que definem a estrutura
de grupo, (x, y) 7→ xy e x 7→ x−1,
sejam cont́ınuas.

– Espaço Vetorial Topológico

Espaço vetorial com topologia
tal que a adição e a multiplicação es-
calar, (x, y) 7→ x+ y e (λ, x) 7→ λx,
sejam aplicações cont́ınuas.

– Esp. Vet. Topol. Metrizável

Um Esp. Vet. Topol. é dito ser
metrizável se sua topologia pode ser
induzida por uma métrica tal que

d(x+ z, y + z) = d(x, y).

– Espaço de Fréchet

Espaço vetorial metrizável com
métrica completa.

– Espaço Métrico

Conjunto X com
Métrica:

(x, y) 7−→ d(x, y) ∈ R

1) d(x, y) ≥ 0
2) d(x, y) = 0 sse x = y

3) d(x, y) = d(y, x)
4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

– Seqüência de Cauchy

Seqüência (xn) tal que
limn,m→0 d(xn, xm) = 0.

– Métrica completa

Métrica tal que toda seqüência
de Cauchy converge;

limn→∞ xn = x ∈ X.

– Bola Aberta (open ball )
Bola Aberta Ba(x0) de raio a em

torno de x0 é um conjunto de ele-
mentos x ∈ X tais que d(x, x0) < a.

– Topologia Induzida

Topologia gerada pela classe B
de bolas abertas Ba(x) para todos
x ∈ X e todos raios a como base. Os
abertos são uniões de bolas abertas.

A topologia induzida é Haus-
dorff.

– Norma Induzida

Condições necessárias:
0) X é Espaço Vetorial;
1) d(x+ z, y + z) = d(x, y);
2) d(λx, λy) = |λ| d(x, y).

Neste caso:
||x|| := d(x, 0).

– Espaço com Norma

Espaço vetorial X sobre K com
Norma:

x 7−→ ||x|| ∈ R

1) ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||
2) ||λx|| = |λ| · ||x|| ; λ ∈ K

3) ||x|| = 0 sse x = 0

– Métrica Induzida

d(x, y) := ||y − x||

Propriedades:
1) invariância translacional,

d(x+ z, y + z) = d(x, y);
2) d(λx, λy) = |λ| d(x, y);
3) X com a topologia induzida

(via bolas abertas) é um espaço ve-
torial topológico.

– Espaço Vetorial Normado

Espaço vetorial com topologia
induzida por norma (via métrica).

– Espaço de Banach

Espaço vetorial normado com
métrica (induzida) completa.

– Produto Escalar Induzido

Condição necessária:
||x+ y||2 + ||x− y||2 =

= 2||x||2 + 2||y||2.
Neste caso:

(x|y) := 1

4

(

||x+ y||2 − ||x− y||2
)

−i||x+ iy||2 + i||x− iy||2.

– Espaço Pré-Hilbert

Espaço Vetorial X sobre K com
Produto Escalar

estritamente positivo:

(x, y) 7−→ (x|y) ∈ K

1) (x|y) = (y|x)
2) (x|αy+βz) = α(x|y)+β(x|z)
3) (x|x) ≥ 0
4) (x|x) = 0 =⇒ x = 0

– Norma Induzida

||x|| := +
√

(x|x).

Propriedades:
1) Lei do paralelogramo,

||x+ y||2 + ||x− y||2 =
= 2||x||2 + 2||y||2;

2) X com a topologia induzida
(via norma, métrica) é um espaço
vetorial topológico.

– Espaço de Hilbert

Espaço pré-Hilbert com métrica
completa (via norma).


